CONJUNTS NUMERICS: EXERCICIS BASICS ex CN.1

1. Demostrar que per a tot n € N, es compleix:

(1+24...4+n)°=1°+2°+.. . 4+n°

2. Demostrar que per a tot n € N, es compleix:

1 1 N 1 _n
1-2 23 77 n.-(n+1) n+1

3. Demostrar que per a tot n € N, es compleix:

14+2422 49234 427 =9onTl _

4. A partir de les igualtats:

L, 1

2 2

1 1 1
Pt tiT

1 1 1 1
ProtaTs =275

dedulu si existeix una “llei general” al respecte, per qualsevol
n > 1. En cas afirmatiu, enuncieu-la i demostreu-la per induccié.

5. Demostrar que n° + (n 4+ 1)® + (n + 2)® és multiple de 9, per
tot n > 1.

1
+ ...+ — < 1.

1
6. Demostrar que per a tot n > 1, —
4 2n

_|_

N |

7. Proveu que 2" < n!sin > 4.
8. Proveu que n? < 2" si n > 4.
9. Proveu que 2n+1<n?sin > 3.

10. Proveu que n® 4 14n + 3 és divisible per 3 Vn € N.
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CONJUNTS NUMERICS: EXERCICIS BASICS ex CN.2

11. Considerem la seqiiencia de nombres definada per la formula

n
recursiva a,, = 2a,_1 — ai_l. Demostreu que a,, = 1 — (1 — a,o)2 )

12. Els nombres de Fibonacci es defineixen de manera recursiva

segons:

fi=fo=1fon=fn-1+ fn-2,Yn>2,

de manera que els primers nombres de Fibonacci sén:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233,377,610, ...

Demostreu les segiients propietats d’aquests nombres:

(a) Vn € N, f3,, és parell.

(b) Vn € N, f4,, és divisible per tres.

(c) Vn €NiVm €N, frogn = fimt1fn + fmfrt1r — fmfn.
(d) VneN, f2+ f2.1 = font1.

() Vn €N, fa_1fny1 = f2 + (=)™,

24+4+...4+2n
1+3+...4+(2n—1)

tot n € N i demostreu-ho per induccié.

13. Calculeu el valor de 'expressio per a

Ajuda 1: Demostreu primer que 24+ 4+ ...+ 2n =n(n + 1).

Ajuda 2: Trobeu una expressié similar a ’anterior pel
denominador donant diferents valors a la n i demostreu-la.
1+434+...4+4(2n —1)

14. Calculeu el valor de 'expressio per a

2444 ...4+2n

tot n € N i demostreu-ho per induccié.

Ajuda 1: Demostreu primer que 24+ 4+ ...+ 2n = n(n + 1).

Ajuda 2: Trobeu una expressié similar a ’anterior pel numerador
donant diferents valors a la n i demostreu-la.
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CONJUNTS NUMERICS: EXERCICIS BASICS ex CN.3

15. Escriviu els segiients nombres complexos:

(a) en forma polar: 1 — i, i — /3, —2.45, —

<5

1
372
(b) en forma bindomica: 3., SG%i, ﬂe%i, 55 .

16. Expresseu en forma exponencial els nombres complexes
seguents:

(a) z=1+14/3 (b) z=+341
(4+7i)4+ (1 —4)(2 —1) 10—((1—4@')—(2—372))i

17. Calcula ,
(5 + )2 3i 4+ (2 4+ V30)(2 — V34)

(i)
14+4i)

18. Expressa en forma binomica el resultat de la divisié

61200 . 3300 .

19. Calculeu:

3 2 9243
(@) z= 7+ 55 T 172

(b) els nombres reals a,b € R, sabent que
(=54 ai)(b+ 197) = 3 + 24;

3 — 2at L
(c) el nombre real a € R per tal que z = VT estigui situat a
— 31
la bisectriu del primer quadrant.

z—z

z 4+ z

20. Demostra que si z és un nombre complex, el quocient

és un nombre imaginari pur.

21. Comprova amb un exemple que quan es suma i quan es
multiplica un nombre complex pel seu conjugat s’obté un nombre
real en cada cas.

22. Determineu una condicié necessaria i suficient per a que dos
nombres complexos 27, zo € C compleixin la igualtat:

|21 + 22| = |z1]| + |22].
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CONJUNTS NUMERICS: EXERCICIS BASICS ex CN.4

23. Calcula i representa en el pla complex les arrels segones,
terceres, quartes i cinquenes de z = 1. Comproba que la suma de
les arrels quartes de la unitat déna O.

24. Expressa en forma binomica les arrels quartes de z = 4.

25. Una de les arrels cuibiques d’un nombre complex és 1%.

Calcula aquest nombre complex i les altres dues arrels.
26. Resol les equacions: zt +16 = 0, 2% =iix®=—8i.

27. (a) Determineu dos complexos zj i z2, sabent que el seu
quocient és 3, que la suma dels seus arguments és /3 i que
la suma dels seus moduls és 8.

(b) Una de les arrels ciibiques d’un cert nombre complex z és 3i;
calculeu aquest nombre complex z i la resta de les seves
arrels cubiques.

28. Calculeu z € C de manera que z, 2z~ ' i 1 — z tinguin el
mateix modul.

29. Si z1, z2 i z3 sbén les arrels cubiques de z = 1 + 1, calculeu

z? + Z%Q + 234.

3 —24)(2 4+ 31i)
3 — 41

30. Calculew: ¥/1—iv3, & L 329, (1 +4)%

31. Efectueu les operacions que s’indiquen:

2 — 3i 341 e <1+%V§>”.

(2+3i)(1+1) 4(2 — 1) 1—i

R/
" V1+V3i

33. Tres nombres complexos z1, 22, 23 € C sén tals que:

= 5
32. Calculeu: V1 —+/3i, (1 —i)4

|z1| = |z2| = |z3]| =11 21 + 22 + z3 = 0. Proveu que aquests
complexos sén vertexs d’un triangle equilater inscrit en la
circumferencia de radi unitat centrada a ’origen.
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CONJUNTS NUMERICS: EXERCICIS BASICS

ex CN.5

34. Resoleu en C les segiients equacions:
(a) z° + iz + 1 =0;

(b) z*+2°+1=0;

(c) 2° —iz+ (=1+1i) = 0;

(d) 22 +(1+4+3)2>+(—2+1i)z—2i=0.

35. Determineu els nombres complexos z tals que:

1

(a) |z] = — =11 - z|;
E1

(b) z=2"1

() I1—=* <1—|2%

(d) |Z—O{| - |Z—ﬁ|, (aaﬁ GR)
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