CN.1

Conjunts numerics

O
gEE Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



CONJUNTS NUMERICS CN.2
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CONJUNTS NUMERICS CN.3

Introduccid al raonament matemadtic

o Que és una demostracio?

o Quins tipus de demostracions s’utilitzen en

matematiques?

o Exemples de demostracions

T
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.4

Raonament matematic

Al diccionari on-line http: //www.enciclopedia.cat /
trobem la segiient definicié de matematiques:

“Chencia que estudia les propietats dels nombres, de
les figures, dels conjunts, de les operacions, de les
funcions, etc...”

ex. Per exemple, el Teorema de Pitagores ens diu
que si tenim un triangle rectangle de costats a 1 b 1
d’hipotenusa c llavors

a’ 4+ b* = 2.

Les propietats o afirmacions matematiques
s’anomemen de manera diferent segons la seva

importancia.

Les propietats més importants s’anomenen
teoremes (com el Teorema de Pitagores), mentre
que els lemes, corol-laris o proposicions, recullen
propietats menys importants.

La importancia dels teoremes, lemes, corol-laris o
proposicions és que recullen propietats que s’ha
pogut demostrar que son certes (seguint el

metode logicodeductiu propi de les matematiques).
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.5

Pero, que és una demostracié matematica?

Una demostracié matematica és una successio

coherent de passos que permet assegurar la
veracitat d’un enunciat.

El punt de partida d’una demostracié sén un conjunt
d’enunciats que es consideren veritables i s’anomenen
premisses. Aquestes premisses poden ser hipotesis,
axiomes o altres proposicions o teoremes demostrats

anteriorment.
Considerant les premisses com a certes, cal arribar a
I’enunciat original mitjancant I’aplicacié d’unes
determinades regles logiques o aplicant

propietats previament demostrades.

Es senzill fer una demostracio matematica?

En general, demostrar una propietat matematica pot

ser molt complex.

Les preguntes claus que ens hem de fer sén: per on

comenco? quins passos he de seguir?

Es a dir, la dificultat esta en saber escollir bé les
premisses 1 després saber quins raonaments logics cal

seguir per arribar a I’enunciat original.
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.6

Durant aquest curs, repassarem conceptes basics
d’algebra i calcul que ja heu vist amb anterior-

itat, aprofundint en els raonaments i demostra-

clons.

Encara que en general no existeix un procediment
unic de demostracio de teoremes, si que hi ha
diferents procediments de demostracions que

son utilitzats usualment en matematiques.

Els quatre tipus de raonaments basics son:
o Demostracié directa.
o Demostracié per contrareciproc.

o Demostracié per contradiccié (o reduccié a

’absurd).

o Demostracié per induccié.

A continuacié veurem diversos exemples de
demostracions senzilles obtingudes a partir d’aquests

quatre metodes.
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.7

Suposem que volem demostrar que un enunciat és

cert. A aquest enunciat ’anomenarem ().

Per exemple, imaginem que volem demostrar que st a
i b sén dos nombres reals, (a + b)? = a® + 2ab + b>.

Per demostrar () generalment necessitarem partir
d’unes premisses i d’unes regles logiques. A aquestes
propietats les anomenarem P.

En el cas de veure que (a + b)? = a? + 2ab + b?, les
premisses seran poder aplicar les propietats de la
suma 1 del producte dels nombres reals.

El fet de demostrar () a partir de P, es denota per

P= Q| (P implica Q)

Recordem que () és el que volem demostrar i que P

és el que pressuposem cert, les regles del joc.

Igual que en els escacs on cada fitxa té un moviment
permes, en una demostracié matematica no tots els
passos sén permesos. Només podem fer servir
propietats demostrades anteriorment, (les propietats
que estan incloses en P).
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.8

Demostracio directa

En una demostracié directa, suposem P cert i
mitjancant una successié coherent de passos
demostrem que () és cert.
ex. FORMULA DEL QUADRAT D’UNA SUMA: Volem

demostrar que st a 1 b son dos nombres reals

(a + b)* = a® + 2ab + b*.

Dem: Les premisses en aquest cas son les propietats
de la suma, el producte i elevar al quadrat de
nombres reals que anirem aplicant pas a pas.

Es imprescindible quan es fa una demostracié explicar

a cada pas quina propietat s’ha utilitzat.

(a+b)? =(a+0b)-(a+Db) def. d’elevar al quadrat
=a-(a+b)+0b-(a+0b) prop. distributiva del -
=a-at+a-b+b-a+b-b prop. distrib. de la +

=a’+a-b+b-a+ b def. d’elevar al quadrat
=a’+a-b+a- b+ b prop. commutativa del -
= a® + 2a - b+ b°.

En els passos anteriors també hem utilitzat la
propietat commutativa de la suma. []
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.9

ex. SOLUCIONS DE L'EQUACIO DE SEGON GRAU:

Donada equacié de segon grau ax? + bx +c¢ =0,
aleshores

—b+ b2 — 4ac
xr = :
2a
Dem: La hipotesi és que tenim una equacié de segon

grau, i per tant necessariament a # 0.

A més, utilitzarem les propietats de la suma,
producte i divisié de nombres reals i també les
propietats basiques d’operar amb igualtats.
Com que a # 0, podem dividir I'equaci6 per a
b c

z’+ -z + = =0.
a a

El segon pas s’anomena completacié de quadrats. La
idea és convertir els termes en blau en un terme de la

forma (x + C)?. Observant que:

x+ﬁ-?—f+éx+-ﬂ 2
2a - a 2a

tenim que:

ERE A A A
a 2a 20 )

Substituim aquesta igualtat en ’equacié que teniem:
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T = — j: = — —

xr = — :I: = — —

CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.10

L2 (2 2+C 0
T — [ — — = 0.
2a 2a a

Deixem a l’esquerra només els termes que porten x

+b >R ¢
v 2% )  4a2  a

Extreiem 1’arrel quadrada en ambdds membres

24
x+£—i\/b ac

2a 4q2
i finalment, aillant la incognita, s’obté
b b2 — 4
r=——= v ac.

2a 2V a?

Ara només ens queda un petit detall tecnic en funcié
del signe de a, ja que vVa? = |al.

Suposem a > 0, llavors

Vb2 — dac biQ\/b2—4ac —b+ b2 — 4dac

2a 2\ a2 2a a 2a

Per altra banda, si a < 0, llavors

Vb2 — dac bi\/b2—4ac —bF Vb2 — dac

2a 2/ a2 2a —2a 2a
[]
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.11

Exercici Proposat 1. Trobeu les dues solucions de
’equacié de seqgon grau 2x° + 5x + 6 = 0 sense
utilitzar la formula, és a dir, utilitzant la tecnica de

completar quadrats.

ex. TEOREMA DE PITAGORES: donat un triangle

rectangle d’hipotenusa c © de catets a 1 b, llavors
a’ +b* = 2.

Pythagorean theorem Demostracio:
b c
b C
a

a’+ b’= ¢’

Familiar? Yes!
Obvious? No! p

De la figura és obvi que (a + b)? = 2ab + ¢, d’on el
teorema queda provat. []
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.12

Demostracié per contrareciproc

Recordem que 'objectiu és demostrar que P = ().

En una demostracié per contrareciproc, s’utilitza la

seguent propietat

P = (0| ésequivalent a |—-Q = —-P

és a dir, que és equivalent demostrar qualsevol de les

dues segiients afirmacions

o | P = (| (sisuposem P cert, llavors () és cert)

e |- = —P|(no ( implica no P)

és a dir, si suposem que () NO és cert, llavors P

tampoc ho és.

ex. “St un estudiant copia suspen l’assignatura”

Aquesta frase es pot escriure de forma logica com
P = (). En aquest cas, la premisa P és el fet de que
un estudiant copit 1 la consequencia () és suspendre

[’assignatura, és a dir, copiar implica suspendre.
Aquesta frase és equivalent a:
“St un estudiant no suspen llavors no ha copiat”

Es a dir, no suspendre implica no haver copiat.
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.13

Nota: Un teorema del tipus P < () consta de dues
demostracions: 1) P = @ 2) Q= P.

ex. Demostreu que a és parell <= a® és parell.

Dem: Hem de demostrar les dues implicacions

1.- a és parell = a? és parell
2.- a? és parell = a és parell

1.- Demostracié directa: suposem que a és parell i

vegem que llavors a? també ho és.

a parell == a = 2k on k és un nombre enter
= a? = (2k)? =2 (2k?) on k és enter

= g2 =2k on k és un nombre enter

= qa? és parell []

2.- Demostracié per contrareciproc:

a’ és parell = a és parell

a no parell (senar) = a* no parell (senar)

a senar = a =2k + 1 on k és un n° enter

= a?=02k+1)2=4k*+4k+1

= =202k +2k)+1=2k+1

= a?2=2k+1 on k és enter = a? és senar [
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.14

Demostracié per contradiccié

(o reduccié a I’absurd)
P = () vol dir que si P és cert llavors () també.

Per tant, si aquesta afirmaci6 és certa, P i —() no
poden donar-se alhora.

ex. St copiar implica suspendre, no es pot donar que

s’hagi copiat 1 que no s’hagi suspes.

Les demostracions per contradiccié es basen en
suposar P i —() certs alhora i mitjancant una
successio de passos arribar a un resultat absurd.

D’aquesta manera la hipotesi de partida ha de ser

falsa (i per tant si P és cert, llavors ) també).
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.15

ex. 2 = 2 no té solucié en Q (conjunt de nombres
racionals).

Dem: Suposem que existeix z € Q solucié de z? = 2.

Que x € Q, vol dir que existeixen dos nombres enters
piq, tals que x = %. A més podem suposar que g és
una fraccié irreductible, és a dir, que p i ¢ sén

primers entre si.
2
Llavors, 22 = 2 =—> 2—2 = 2 = p? = 2¢°.

Per tant, p? és un nombre parell, i per tant p és un

nombre parell i es pot escriure com p = 2p.

D’aquesta manera, ’equacié queda com:
(20)° = 2¢° = 4p° = 2¢° = 2p° = ¢°.

Per tant, ¢ també és un nombre parell i per tant ¢

és parell.

D’aquesta manera, arribem a que tan p com g sén
nombres parells que contradiu el fet que p i ¢ siguin

primers entre si.

Com que arribem a una contradiccid, podem deduir
que l'equacié x? = 2 no té solucié en Q, tal i com
voliem demostrar. []
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CONJUNTS NUMERICS: RAONAMENT MATEMATIC CN.16

En resum, per demostrar P = () es poden utilitzar

les segients tecniques:

o Demostracié directa. P = ()
Es suposa P cert i s’arriba a () cert.

o Demostracié per contrareciproc.
Es demostra —=() = - P

o Demostracié per contradiccié. Suposem
alhora P i —() i arribem a una contradiccio.

o Demostracié per induccié.
Aquest tipus de demostracions s’utilitzen per a
demostrar propietats que son valides per tots els

nombre naturals.

A més, P < () consta de dues demostracions:
1) P=@Q 2) Q = P.
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El conjunt dels nombres naturals. El conjunt
dels nombres enters, racionals 1 reals.
Principi d’induccid.

o El conjunt dels nombres naturals
o El conjunt dels nombres enters

o El conjunt dels nombres racionals
o El conjunt dels nombres reals

o Principi d’inducci6
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CONJUNTS NUMERICS: NOMBRES NATURALS CN.18

El conjunt dels nombres naturals

Els nombres, com ara el 2, el —3, la fraccié % o T,
son creacions humanes que han anat responent a

necessitats diverses.

Per exemple, des de 'antiguitat, els éssers humans
han tingut la necessitat de comptar. D’aquesta

manera sorgeix el concepte dels nombres naturals

N=1{1,2,3,...}

En el conjunt N hi tenim dues propietats basiques: la

suma —+ i el producte -.
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El conjunt dels nombres enters

El conjunt N té una mancanca. Imaginem que

busquem un nombre x € N de forma que

a+x=0

Aquest nombre no existeix en el conjunt dels
naturals, i és per aixo que definim el conjunt dels

enters com a
7, = {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...},

en aquest conjunt si té solucié 1’equacié a + = = 0.

La soluci6 és x = —a.

El conjunt de nombre enters es va comencar a
utilitzar quan van sorgir els acords comercials.
Representen els deutes... o els nombres vermells d’'un

compte corrent...

T
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
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El conjunt dels nombres racionals

Recuperem ara el conjunts dels nombres enters Z.
Considerem un nombre enter a € Z i plantegem

I’equacio

a-r=1

Si a # 1, no existeix solucié d’aquesta equacio en Z.

Aixi doncs, se’ns fa necessaria la creacié d’un nou
conjunt, Q, que anomenarem el conjunt dels nombres
racionals. Aquest conjunt ve definit de la segiient

forma:
Q:{%]a,bez, b;é()}.

En aquest conjunt, I’equacié a - x = 1 té solucid. La

solucio és x =

SHN

El conjunt dels nombres racionals va apareixer de la
necessitat de poder representar les parts d’una
totalitat, com ara el fet de dividir un terreny agricola

en tres parts iguals com a part d’una herencia.

Recordatori: tot nombre racional es pot expressar en

forma de decimal exacte o periodic.
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El conjunt dels nombres reals

Considerem ara un nombre racional x € QQ i

plantegem 1’equacio

Aquesta equacié no té solucié en Q, és a dir
+v/2 ¢ Q ja que no es pot escriure com a fraccié de

dos nombres enters.

Ja els grecs es van adonar que hi havia nombres que

no eren ni decimals exactes ni periodics.

Per exemple, en una circumferencia, el quocient entre
el perimetre i el diametre no és racional (2—1? =7). O
en un quadrat, el quocient entre la diagonal 1 un

costat tampoc és racional (¢ = v/2).

El conjunt de nombres decimals no periodics

s’anomenen nombres irracionals.

El conjunt de nombres format pels nombres racionals
(Q) i els nombres irracionals s’anomena el conjunt

dels nombres reals i es denota per R.
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Observacié 1. NC Z Cc Q C R.

Propietat 1. Els nombres reals es poden representar
per punts d’una recta anomenada recta real. El punt
corresponent al zero s’anomena origen.

Reciprocament, per a cada punt de la recta hi ha un 1

només un nombre real associat.

Exercici Proposat 2. Passeu els nombres 1.326 i

0.9 a fraccio.

Exercici Proposat 3. Demostreu que en una
circumferencia, el quocient entre el perimetre 1 el

diametre és m 1 per tant no és un nombre racional.

Exercici Proposat 4. Demostreu que en un
quadrat, el quocient entre la diagonal i un costat és

V2 i per tant no és un nombre racional.
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Recordatori: propietats de la suma i del producte de

nombres racionals
Associativa de la Suma: (a +b)+c=a+ (b+ ¢).
Associativa del Producte: (a-b)-c=a- (b-c).
Commutativa de la Suma: a4+ b =0+ a.
Commutativa del Producte: a-b=10-a.

Existencia d’Element Neutre per al Producte:
a-1=a.

Distributiva del producte respecte de la suma:

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).

Existencia d’Element Neutre per a la Suma:
a+0=a.

Existencia d’Element Oposat per a la Suma:

Va € Q,dzr € Q tal que a + x = 0.

Existencia d’Element Invers per al Producte:

Va € Q,a#0,dr € Q tal que a -z = 1.
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CONJUNTS NUMERICS: PRINCIPI D’ INDUCCIO CN.24

Principi d’induccié

Imaginem que volem demostrar que

n(n+ 1)

L+ 24 = ——

és cert per tot nombre natural n (Vn € N).

El primer que es pot fer és seleccionar uns quants
nombres naturals (n=1,2,7,...) i veure que la igualtat
és certa per aquests valors. Aixo0, pero, no és suficient

per assegurar que la propietat és certa Vn € N.

El problema que ens plantegem és demostrar una
propietat que fa referencia a TOTS els nombres

naturals.

Com es pot demostrar que una propietat és certa per
tot nombre natural sense haver de comprobar la

propietat pels infinits nombres?
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Imaginem que tenim una fila infinita de fitxes de

domino, alineades i preparades per a ser tombades

Sabem per experiencia, que si les peces estan ben

col.locades, en caure la primera fitxa cauran totes.

Com es pot probar que totes les fitxes cauran?

1.- Sabem per experiencia que si colpegem una fitxa
de domind, aquesta caura.

2.- També sabem que si una fitxa cau, i la segiient
esta ben col.locada, la segiient també caura.

.
Rl ==

INTUICIO: la intuicié ens diu que les fitxes aniran

calent una darrera 'altra infinitament.
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RESUM:

Si podem demostrar:

1.- que la primera fitxa del

domind cau

2.- que si una fitxa cau

la segiient caura

Llavors podem assegurar que totes les fitxes cauran.

0
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El problema que ens plantegem és demostrar una
propietat, diguem-ne P, que fa referencia a tots els

nombres naturals. Es a dir, volem veure que

P(n) és cert Vn € N.

Per veure que P(n) és certa Vn € N és suficient veure

que:

(a) Cas base: P(1) és cert

(b) suposant que P(n) és cert,

veure que P(n + 1) és cert.

El principi d’induccié ens permet demostrar
propietats que fan referencia a tots els nombres

naturals, N.
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Exemple d’aplicacié del principi d’induccidé

Anem a demostrar que per a tot nombre natural n es
compleix

n(n+ 1)
5

Hem de veure dues coses:

142+ +n=

1r. | cas base n = 1:

1.2

la propietat és certa per a n =1, ja que 1 = ==.

2n. |cert peran =k = cert peran=~k+1

Suposem que la propietat és certa per a n = k,
és a dir, suposem que és cert que:

k(k+ 1)
.

Hem de veure que també és certa per a

1+2+- +k=

n = k + 1. Per tant, volem veure que

1+2+~~+h+w+1y:%+4xk+”.

2
k(k+1
14244 k+(k+1)= (2 )+w+1)
Ck(E+1)+2(k+1)  (E+1)(k+2)
B 2 B 2 '
Per tant la propietat és certa Vn € N. []
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CONJUNTS NUMERICS: PRINCIPI D’ INDUCCIO CN.29

Exercici Proposat 5. Useu el princip: d’induccio

per veure que les segiients iqualtats son certes per tot
nombre natural:

(a) 1+3+5+---4+(2n—1)=n?

1
(b) 12—|—22—|—32—|—-~—|—n2:6n(n—|—1)(2n—|—1)
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El conjunt dels nombres complexos.
Operacions 1 propietats.

o El conjunt dels nombres complexos

o Forma binomica

o Forma polar o modul-argumental

o Forma exponencial d’'un nombre complex

o Operacions a C
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El conjunt dels nombres complexos

Recordem que els diferents conjunts numerics
(N,Z,Q,R) els hem anat introduint per la necessitat

de resoldre noves situacions:

De N a Z: necessitat de resoldre a + =0
De Z a QQ: necessitat de resoldre a-xz =1

De Q a R: necessitat de resoldre z? = 2

El conjunt R té una mancanca. Imaginem que

busquem un nombre x € R de forma que
z° +1=0.

Aquest nombre no existeix en R.

Es defineix el conjunt dels nombres complexos

com:
C = {z és solucié de z° + ax + b =0, on a,b € R},

és a dir, C és el conjunt de nombres on tota equacio

de segon grau té solucio.
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Sabem que l'equacié 22 + ax + b = 0 té com a solucié

—a ++vVa? — 4ab
> .

rT =

En el cas de que el discriminant A = a? — 4ab > 0,

obtenim dues solucions reals (o una si A = 0).

Si el discriminant és negatiu, les solucions no sén

reals sind complexes.

Considerem 'equacié 2 + 1 = 0. Les solucions
d’aquesta equacié séon x = £/ —1 ¢ R.

v —1 es designa per ¢ i rep el nom d’unitat ima-

ginaria. La propietat clau és que i* = —1.

La unitat imaginaria ¢ ens permet trobar solucions
de totes les equacions de segon grau, encara que el

discriminant sigui negatiu.
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CONJUNTS NUMERICS: NOMBRES COMPLEXOS CN.33

ex. Resoleu les segiients equacions de seqgon grau:
2 4+4=0,224+0"=0,22+4x+5=0.

2 4+4=0

22 +4=0 <= 2?2 =—4

=44 =24/(-1)-4=+V-1V4=£2i

2 + b2 =0

=402 =4/(—1) b2 = £V/—1Vb2 = £|b| - §

Per tant, qualsevol nombre de la forma c-i,c € R
també és un nombre complex, que s’anomena

nombre imaginari pur.

2> +4x+5=0

—44+42 — 4.5 —4++/—4 —4+2 ,

Per tant, la suma de nombres reals amb nombres

imaginaris purs també és un nombre complex.
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CONJUNTS NUMERICS: NOMBRES COMPLEXOS CN.34

Forma binomica

Definicioé 1. Es defineix el conjunt C dels nombres
complexos com:

C={2z=a+b-iona,becR}.

El nombre real a s’anomena part real de z i s’escriu
a = Re(z); el nombre b s’anomena part imaginaria
de z, indicat per b = Im(z).

Propietats basiques

e Dos nombres complexos séon iguals si i només si

tenen igual la part real i la imaginaria.

e Inclusié de R en C: tot nombre real a € R esta
associat al nombre complex a + 0 - 7, és a dir, és un

nombre complex amb part imaginaria nul.la.
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e Tot nombre complex a + b -7 es pot veure com un
parell ordenat (a,b) € R?. Per tant, tot nombre
complex es pot representar en un pla anomenat el
pla complex. Es pren sobre l'eix de les x la part real
1 s’anomena eix real, 1 sobre 'eix de les y la part

imaginaria que s’anomena eix imaginari.

Im(z)

_(3,3)=3+3i

Exercici Proposat 6. Representeu en el pla
complex els segiients nombres: 3,1, 1 +1, —1, —1 — 1,
3+ 4i, 3 — 41,
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Forma polar o modul-argumental

La forma binomica d’un nombre ens associa tot
nombre complex z = a + bt amb un punt del pla de
coordenades (a, b).

Ara bé, donat un punt del pla, les coordenades
cartesianes (a,b) no sén la tnica forma de
representar aquest punt. Una forma molt comu de
representar un punt del pla (a,b) és donant:

e la distancia del punt (a,b) a l'origen de
coordenades, que s’anomena magnitud o modul i
habitualment es denota per r = |z|,

e I'angle que forma la recta que uneix els punts
(a,b) i (0,0) amb 'eix positiu d’abscisses (en
sentit antihorari), que també es pot anomenar
argument i es denota per # = arg z.

V4

arg z
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Exercici Proposat 7. Utilitzant el teorema de
Pitagores 1 propietats trigonometriques del sinus,
cosinus o tangent d’un angle, determineu el modul 7
[’argument dels nombres 1 +1, —1 —1, 3+ 47 1 3 — 41.
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Definicié 2. (Modul) A cada nombre complex
z = a—+ bt se [ associa un nombre real positiu

anomenat modul de z, denotat per |z| i definit per:

12| = Va? + b2,

Definicié 3 (argument principal). Si z = a + bi és
un nombre complex, es defineix ['argument
principal de z, escrit arg z, com ["inic nombre real

0 tal que:

a=|z|cosh, b=|z|sinf, —7w<O<m.

Definicié 4 (argument). S’anomena argument

d’un nombre complex qualsevol element del conjunt
{arg z + 27k | k € Z}.
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Observacioé 2. Calcul practic de l’argument

utilitzant la calculadora:

Primer calculem
b
tan(f) = —.
0)="
Per obtenir ["angle en el quadrant correcte hem de

fer les segiients correccions

b
0 = arctan (—) , St a (part real) és positiu, o bé
a
6 = arctan (—) +m, st a és negatiu 1 b és positiu, o bé
a
b L .
0 =arctan| — | —m, sta 1b son negatius.
a

En tots els casos, obtindrem un angle 6 dintre de

Uinterval |—m, 7].

IMPORTANT: a l’hora de calcular ’argument d’un
nombre complex és molt important realitzar un dibuiz
per a evitar calcular un angle incorrecte

(generalment en un altre quadrant).
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El modul, r = |z|, i 'argument, § = arg z, d'un

nombre complex ens permeten escriure
z = a-+bi=rcosb—+rsinbi
= 71 (cosf + isinb)
que s’anomena la forma polar del nombre complex,

1 es denota per rg.

Les coordenades r = |z| i § = arg z s’anomenen

coordenades polars.

Exercici Proposat 8. Donat el nombre complex
z =1+ 1, passar-lo a coordenades polars. I donats
els nombres complexos z = 1o, 25, 1, /3, passar-los a

forma binomica.
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Forma exponencial d’un nombre complex

Definicio 5 (exponencial). Si z = z1 + 291 € C, es
defineix I’exponencial de z com el nombre complex:

exp(z) = e*(cos zo + i sin z5),

que usualment es denota per exp(z) = e*.

Observacié 3. Noteu que st considerem z = 0410,

0 € R, llavors tenim que:

exp(z) = exp(if) = e’ (cosH + isinf) = cos @ + isin b.

Llavors, si recordem la forma polar d’un nombre
complex z = rg = r (cos @ + isin ), 'exponencial

d’un nombre complex ens permet escriure que

2 =1y = rexp(6i) = re?,

que s’anomena la forma exponencial de z.
Proposicié 1. Es compleixen:
(1) e0r1+02)i — bhighai  (3) e=00 — —_

(2) 60 — 1. (4) 697§—|—27Tkz' — 69@'.
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Operacions a C

Es defineixen a C dues operacions internes, escrites

+ 1 -, anomenades suma 1 producte, mitjancant:
r+y = (x1+x20)+ (y1 + y21)
= (z1+y1) + (22 + y2)i

r-y = (xr1+x20) - (Y1 + yY21)

. . . 9
= T1Y1 + T1Y21 + T2Y1t + T2Y2 17
1

= (11 — T2y2) + (T1Yy2 + T211 )1

qualssevol que siguin els elements x,y € C.
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Suma i resta de nombres complexos

A T’hora de sumar dos nombres complexos x,y € C,
la manera més senzilla és tenir-los expressats en

forma binomica, ja que:
r+y = (w1 +220) + (y1 +y21) = (z1+y1) + (w2 +y2)i,
T —y = (T1+x20) — (Y1 +y27) = (@1 —y1) + (22 — y2)i.

Si tinguéssim els nombres expressats en forma polar o
exponencial, x = (71)g, = r1e?**,y = (r2)g, = 122",
el millor és passar-los a forma binomica i llavors
sumar o restar, és a dir:
x = (r1)g, = 1108601 4 11 8in 0 1,
—_—— N——_——

T L2

y = (r2)g, = ro cosfy + rosin by i.
Y1 Y2
Exercici Proposat 9. Calcula la suma dels

sequents nombres: le +2,, 4z + Q—Tw 1 COMProva que

Ta + 83 7& (T + S)oc—i—ﬁ‘
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Producte i divisié de nombres complexos

El producte 1 la divisié de nombres complexos es pot
fer tant en forma binomica com en forma polar o
exponencial. De totes maneres és recomanable fer les

operacions en polar o exponencial.

Per poder dividir nombres complexos en forma
binomica cal introduir el concepte de conjugat d’un

nombre complex.
Definicié 6 (conjugat). Siz = 21 + 291 € C, es
defineix el conjugat de z com el nombre complex

z = 21 —22?:.

Proposicié 2. Es compleixzen:
(1) z+4+ 2z = 221 = 2Re(2).
(2) z —Z = 2291 = 2¢Im(2).

(3) z-Z =27+ 25 = |2]
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14 27
ex. Calcular el quocient * 4Z, 1 [invers del nombre
— 41
2 = 21 + 291 fent les operacions en forma binomica.
14+2i 1+2 3+4i (14+29)(3+4d)
3—4i  3—-4i 3+4 32 +42
3-8+ (6+4)yi —5+100 1421
B 32 + 42 255
1 1z z z
z oz zZ z-Z |z?
1 1 21 — Zz’i 21 — ZQ'I:

21+ 220 21+ 220 21— 200 2% 425

Per tant, en forma binomica el quocient de dos

nombres complexos és:

21 21 Z_2

Z9 - ‘ZQ|2 .

El producte i quocient de dos nombres en forma

polar o exponencial, z; = (71)g,, 22 = (r2)g, €s:

212y = (7,1)91.(742)92 _ (Tleeli) (T2692i) _ T1T26(91+02)i,

017
2 _ (r)en _ e T (9,-,)i

2o (r2)e, T2e%21 1y

T
Gttt (il Ndria Parés, Francesc Pozo, Yolanda Vidal

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA



CONJUNTS NUMERICS: NOMBRES COMPLEXOS CN.46

1 1
Exercici Proposat 10. Clalculeu: - -,
2—31 141
1+ 2 2—1 N 10
3+4 3+ 4i).
3_g T 5 ST 3D

Exercici Proposat 11. Vegeu que:

(1) el conjugat de la suma és la suma de conjugats:

z+u=2z-+u.

(2) el conjugat del producte és el producte de
conjugats: zu = Z U.

(3) el modul d’un nombre i del seu conjugat son

iguals: |Z] = |z|.

(4) el producte d’un nombre pel seu conjugat és el

modul del nombre al quadrat: 2z = |z|?.

(5) el modul del producte és el producte de moduls, i

largument €s la suma d’arguments: |zu| = |z||ul,
arg(zu) = arg(z) + arg(u).

(6) el modul d’un quocient és el quocient de moduls i

l’argument és la diferéencia dels arquements:
1=

2| = s arg() = arg(z) — arg(uw).
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Potenciacio i radicacié de nombres complexos

Per elevar i fer arrels de nombres complexos sempre

operarem en forma polar o exponencial.
Sigui z = rg = re’?, llavors tenim que:

0

> :zz:rezree": 2 20t __ .2

r-e = 7“29
23 — ZQZ — T2€2927a€92 — 7“36392 — Tge
2’4 — ZBZ — r3€307§,r.€9i — 7“46407: _ Tiie

que es coneix amb el nom de féormula de Moivre.

Exercici Proposat 12. Demostreu per induccid que

la formula de Moivre és certa per tot nombre n € N.

Exercici Proposat 13. Calculeu:
(10)87 (1%)87 (1%)87
(132 )87 (17)87 (1—%)87 (1—%)87 (1_3a )8'

4 4
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Definicioé 7. L’arrel enesima d’un nombre complex

z € C, s’expressa com /z i és tal que:
(V2)" = z.

Proposicié 4. Tot nombre complex z = rg té
exactament n arrels enesimes. St sg €s una de les
arrels, sg = {/z, llavors:
(1) s = 3/r,

_ 0 27k _

Dem. Hem de comprobar que (sg)" = z.

Usant la formula de Moivre tenim que:
(s8)" = snp-

Sabem a més que perque dos nombre complexos siguin

iguals han de tenir igual modul i igual argument o angle.

Per tant, perque 525 = rp cal que:

s =r i nB = 6 4+ multiples de 2.

Com que s = ¥r = s" =r, icom que
0+ 27k

n

s

= nB = 0+ 27k que és el mateix angle. [l
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Interpretacié geometrica de la potenciacio i

radicaciéo de nombres complexos

> Potencies del nombre 2, /4

8 6 -4-2 02 4

LI l T T 1 ‘ 1 T 1 l T T 1 l 1 T 1
I d
Sy |
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CN.50

> Potencies del nombre 1 + ¢

z:\/i% = V21t =141
22:2% — 2¢2" = 2j
2 = 2v25x = 2v2eT = 2(—1+1)

® &5

20 -15 -10 -5 ®
| .\ N |

-5

~10

-15

~20

7
7
7
7
¢
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CN.51

> Arrels quadrades de 2v/2(1 + 7)

z=2V2(1+1i)=4

s
4

21 =2z = 1.848 + .765i

9 = 2%+7r =2 72 = —1.848 — 7657

8
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> Arrels cubiques de 8

o °
S
-2 /] 2 4 6 8

o

) E—
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> Arrels quartes de —16
z=—16=16_,

21 =2_z =V2(1—1)

23 =2 491 = 28 = V2(—1+1)
24 =2 i35 =25 =2_ax = V2(—1—1)

i

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 9. 2
=2
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> Arrels quadrades, cubiques, quartes i cinquenes de
la, unitat

21:1, 22:17T
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2l=1 20=1z, z3=17, z4=1_12
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