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INTRODUCCION: EL PROBLEMA DOCENTE INICIAL

Este trabajo parte de la problemética que plaatemsefianza de las matemaéticas en los
estudios universitarios relacionados con la ecoaoyniempresa y que podriamos
formular inicialmente como la cuestion de qué mai#ras ensefar a los estudiantes de
un primer curso de Matematicas para la empresagod® organizar esta ensefianza
para hacerla lo mas efectiva posible. Para aboedse enorme problema desde la
investigacion didactica, tenemos que dar muchosogpatras» y alejarnos de lo que
podriamos denomingroblema docentéel profesor universitario (Gascon 1999) para
centrarnos en aspectos parciales de esta probbentgte, ademas, se formularan de una
forma bastante alejada de su expresion iniciatéeminos de procesos transpositivos,
completitud de las organizaciones matematicas, hzaden matematica y ecologia de
los dispositivos de formacion. Este sera el enfaguee adoptaremos: el que propone la
teoria antropoldgica de lo didactico, un prograrmandestigacién didactica que surgid
en los afios 80 en manos del investigador francéss Y@hevallard y que en la

actualidad agrupa una comunidad de mas de un e@rdennvestigadores.

De todos modos, y aunque el origen circunstan@hbptbblema de investigacion que
abordamos no tenga por qué influir en la manerakaedarlo ni en la calidad de los
resultados obtenidos, este no dejara de traslucante toda la memoria y hemos creido
conveniente comentarlo aqui. Al acabar mis estutkdgcenciatura en Matematicas por
la Universidad Autbnoma de Barcelona en 1999, taw@portunidad de empezar a dar

clases en la escuela universitaria de estudiosesapales de la misma universidad en



calidad de profesora asociada. La cuestion prirabglie no lograba entender era que,
si las matematicas supuestamente estaban en é&utwm de primer curso con el
objetivo de permitir entender el contenido de maadtk@ las demas materias, ¢por qué
mayoritariamente los alumnos la abandonaban hdstead convirtiéendose en «la
altima asignatura de la carrera»? Durante los diggos en los que di clases en esta
escuela tuve la ocasion de conversar con muchosstis alumnos y la mayoria
confesaba que no habia tenido problemas en ir apdabel resto de las materias sin
necesidad de conocimientos matematicos. Este po@tera dificil de entender: ¢quién
huia de las matematicas, los alumnos o el restadenaterias? Mi relacion con la
Facultat d’Economia IQS (actual 1QS School of Maragnt) en la que también
participé como docente de matematicas me puso ataato con el grupo de
investigacion en didactica dirigido por MariannasBlo de esta facultad y por Josep
Gascon de la UAB que, desde el marco de la teotfapologica de lo didactico, ya
habian iniciado investigaciones en una linea quapseximaba al tipo de cuestiones
gue se me estaban planteando. Los trabajos de des@Secilio Fonseca sobre las
discontinuidades didacticas entre la Secundaria Wrliversidad y de Berta Barquero
sobre la ensefianza de la modelizacidbn matematipairaeros cursos universitarios de

ciencias experimentales fueron el punto de arradquai trabajo.

Dado que esta investigacion se enmarca dentro deolda antropoldgica de lo
didactico, se iniciara el primer capitulo explicarids elementos de dicha teoria que
fundamentan nuestra investigacién. A continuacién farmulara el problema de
investigacidbn como un conjunto de cuatro grandesstde cuestiones problematicas y
de conjeturas asociadas. En el segundo capitdbmdara estatu quode la ensefianza
de las matematicas para las ciencias econdmicaspyesariales en la universidad
espafiola actual y en el bachillerato para las @ersociales. En el tercer capitulo, nos
centraremos en la problematica que surge en el grase estas dos etapas educativas,
para analizar un fendmeno relativamente reciente foealmente institucionalizado en
las universidades espafiolas, los llamados «cursas de matematicas» 0 «Cursos
propedéuticos» que se organizan en septiembrenoigids de curso para mejorar la
transicion de los alumnos a los nuevos estudiogetsitarios. En este contexto, nuestro
equipo de investigacion se vio involucrado en sedo y experimentacion de uno de
estos cursos, que lleva en funcionamiento cinceosuacadémicos, y que servira de

base empirica para este apartado de la investigd€igproblema de la ensefianza de las
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matematicas en un primer curso universitario de iAditnacion y Direccion de
Empresas se aborda plenamente en el cuarto cagéubomemoria, con el disefio y la
experimentacién de un nuevo dispositivo didactievaphacer vivir las mateméticas
como herramienta de modelizacion: los llamados otretos de estudio e
investigacion». Estos recorridos se han venido raxeatando de forma continuada a
lo largo de seis cursos académicos y de formantetate integrada a la asignatura en la
que se inscriben. Hemos podido asi obtener unadiciones excepcionales para el
estudio de laecologiade la ensefianza de la modelizacion matematical envel
universitario, es decir, el estudio de las condiesque favorecen y de las restricciones
qgue impiden que las matematicas se puedan ensefi&rmia normalizada como

herramienta de modelizacién en una institucion diece






CAPITULO 1. Marco teérico y formulacion del problema de
investigacion

1. Marco tedrico: la teoria antropologica de lo didctico

El curriculum escolar de las matematicas, en toldas etapas educativas, ha
evolucionado hacia lo que, en una conferencia megjieel investigador francés en
didactica de las matematicas Yves Chevallard (28a2)esignado como una forma de
monumentalismo epistemoldgiea la que el conocimiento se presenta fragmergado
pequefios «pedazos» aislados que el estudiantecdebeer o por lo menos «haber
visitado» y que, ademas, se espera que lo hagareha fmotivadora». Esta relacion
con el conocimiento, que invita a ser olvidado ponto como el alumno se ha
examinado de la materia correspondiente, se sitdaseantipodas de lo que seria un
enfoque funcionade la construccion del conocimiento, basado eneeesidad de
responder a cuestiones problematicas que surgelhstgntos ambitos de la realidad.
Una consecuencia de estemnumentalismaes la pérdida de sentido, especialmente
dentro del propio &mbito escolar, de los conocitegmmatematicos que se estudian.
Estos aparecen inmotivados, como simples monumeputeshay que visitar pero sin
una funcionalidad aparente, lo que conduce a kencra de que las matematicas no son
utiles fuera de su @mbito disciplinar e incluso gae algo de lo que se puede prescindir

casi por completo.



En el texto que redacto en ocasion de la recembdpremio Hans Freudenthal que la
International Comission for Mathematical Instruntiotorga bienalmente a un «major
programme of research in mathematics educationey&lard (2010a) describe este

fendmeno en los términos siguientes:

L’école organise la rencontre des générations mbggaavec deseuvresmathématiques et autres.
Une des questions clés d’'une refondation scolareat sociétés est alors celle-ci : quel type de
rencontre devons-nous chercher a promouvoir, et avec quetesre® Un premier type de
rencontre consiste en unen-rencontreun évitementvoire une rencontraterdite pour tel ou tel

« public » de I'école. Quel que soit le choix dasv/ces, il nous faut nous interroger sur les ceuvres
que les futurs citoyens de tel ou tel « type »ameontreront pas, et sur les incidences persosnelle
et collectives de ces « ratages ». Un deuxieme tigpeencontre conduit a faire de I'éleve le
spectateur d'une ceuvre qu'il est invité a contempleadmirer, a décrire, voire a commenter, tout
en lui restant durablement extérieur. Ce type adeartre, qui fleurit en certaines disciplines et
détermine au mieux un rapport mondain aux ceuvstfazadoxalement I'écho prolongé du statut
dominé du sujet —ou du courtisan — d’Ancien Régiqme I'on autorise a apercevoir de loin une
partie du patrimoine du Royaume afin qu’il loue xewi I'ont constitué, sans pour autant qu’il
puisse y toucher ni a plus forte raison en useisast un troisieme type de rencontres qui est au
coeur de I'enseignement actuel des mathématiquasi:de la « visite des ceuvres », qui ressemble
certes a une rencontre mondaine (dont il procési®riquement) mais qui, depuis belle lurette,
n'en a plus le lustre. L'ceuvre visitée et un tasit peu manipulée par le visiteur est un en-soi,
dont les raisons d'étre sont occultées, oubli¢emend\ quoi servent les angles, les triangles, les
parallélogrammes par exemple, en quoi s'agit-il Wees précieuses cartiles? La réponse
manque. C'est la ce que j'ai nommén@numentalisatioscolaire des ceuvres (mathématiques ou
autres). A ce crépuscule de I'enseignement s’oppogeurd’hui un quatriéme type de rencontre,
qui est comme une aurore vers laquelle pointe daerehe en didactique : I'ceuvre, vue comme
pourvoyeuse d'outils, n'y est pa&bord rencontrée pour elle-méme mais pour ce qu’elle perm
en termes de connaissance et d’action. L'étude minaddépourvue de finalité, cede la place a
une étude située, finalisée, qui jamais n’est dipson incomplétude. Nous arrivons ainsi sur le
seuil de ce qu'on nomme, en TAD, la théorie (epdatique) des AER [activités d’étude et de
recherche] et des PER [parcours d'étude et de relwble aujourd’hui en plein développement,
contribution essentielle, & mes yeux, a la refandatécessaire.

Nuestro trabajo de investigacion se propone caritrib esta «refundacion necesaria»
de la que habla Chevallard. Esta situacion tiengaatente importantes consecuencias
en lo que podemos designar como el problema claride la ensefianza, es decir, el de
la seleccion de los contenidos que se deben ensefil@r escuela. En la conferencia

antes mencionada, Chevallard (2012) indica:



The relation to knowledge and ignorance thus aasetiwith the visiting of mathematical works
has become increasingly unsuited to people’s naedsvants, up to the point that there currently
exists a widespread belief that mathematical kndgéeis something one can almost altogether
dispense with—whereas, in a not so remote pastienatics could be regarded as the key to a
vast number of individual as well as collective lgems. In this respect, the chief flaw in the
paradigm of visiting monuments, which relates te tindemocratic ethos in which this paradigm
originated, has to do with the choice of «monumeisvisit at school. As we know, this choice is
usually the combined result of a long-lasting tiiadi, on the one hand, and of irregularly spaced,
hectic reforms, on the other. In no way, it seettms decisions made go beyond what the people in
charge of this choice-making think opportune, fit, even «good» for the edification of the
mounting generations. In no way, it seems, theaghof the monuments to be visited is made on
an experimental basis or at least on a large applosedly relevant experiential basis.

Veremos que, ademas, en la contribucién que proporas al problema didactico del
cambio de paradigma, el recurso a una «base exg@am para fundamentar las
posibles propuestas de renovacion pedagdgica tomstpara nosotros un aspecto
irrenunciable. Esta vision de las cosas es la gopugna la teoria antropoldgica de lo
didactico (TAD) impulsada por Y. Chevallard y quenamos como marco tedérico de
nuestra investigacion. A continuacion introducirsmaigunos de los aspectos mas
relevantes de este enfoque, limitandonos a aquelieautilizaremos de forma explicita
en la presentacion de nuestro trabajo. En el ariekose encuentra una pequefia
introduccion histérica de la TAD dentro de lo que sonoce como el enfoque

epistemoldgico en didactica de las matematicas.

1.1. Nocién de praxeologia
Uno de los conceptos clave de la teoria antropoddde lo didactico es la nocion de
«organizacion praxeoldgica» o «praxeologia». Ségiina Y. Chevallard (2006b):

Una praxeologia es, de algin modo, la unidad b&sicgue uno puede analizar la accién humana
en general. [...] ¢Qué es exactamente una praxa@ldgpdemos confiar en la etimologia para
guiarnos aqui. Uno puede analizar cualquier actmamo en dos componentes principales
interrelacionadospraxis i.e. la parte practica, por un lado, yiados por el otro. kogos»es una
palabra griega que, desde los tiempos presocratieosido utilizada constantemente para hacer
referencia al pensamiento y razonamiento humanorticplarmente sobre el cosmos. [...] [De
acuerdo con] un principio fundamental de la TAD,pu@den existir acciones humanas sin ser, al
menos parcialmente, «explicadas», hechas «intldigib «justificadas», «contabilizadas», en
cualquier estilo de «razonamiento» que pueda abdizdaa explicacion o justificacion. Lgraxis,

por tanto, implica elogosque, a su vez, implica volver apaaxis.En efecto, tod@raxisrequiere

un apoyo en elogosporque, a la larga, ningin quehacer humano perraasiaccuestionar. Por



supuesto, una praxeologia podria ser deficientegjgmplo porque su «praxis» se compone de
una técnica ineficaz —«técnica» es aqui la palafical para designar una «forma de hacer»—y
su componente «logos» consta casi completamererdesinsentido —jal menos desde el punto
de vista del praxeé6logb!

La nocién de praxeologia o de organizacion praxeoldgica constituye asi una
herramienta fundamental para modelizar la activitiatematica sin atribuirle ninguna
especificidad particular, es decir, considerandmano una actividad humana mas.
Como toda obra humana, una praxeologia surge comaaspuesta a un conjunto de
cuestiones y a la vez como un medio para realerarel seno de cierta institucion,
determinadas tareas problematicas. Se pueden giistiren toda praxeologia
matematica dos aspectos inseparables:

- EIl nivel de la practica matematica @raxis» (saber-hacer), que consta de un
conjunto detareas materializadas en diferentéipos de problemagT) y de un
conjunto detécnicas(r) o «maneras de hacer», mas o menos sistematicas y
compartidas en la institucion, que son utiles flakear a cabo las tareas citadas. Es
importante subrayar que las técnicas solo excepltimnte tienen un caracter
algoritmico.

- El discurso razonado sobre la practicdages»(saber), en el que se situan, en un
primer nivel, el discurso que describe, explicastifica la técnica —que llamamos
tecnologia(8)—, y en un segundo nivel, la fundamentacion deet¢aologia, que
llamamosteoria (®) y que asume respecto de la tecnologia el misnpelpa
descriptivo y justificativo que el de la tecnologégpecto de la técnica.

El sistema formado por estos dos blogyeaxis y logo¥ 0 estos cuatro componentes
(tipos de tareas, técnicas, tecnologia y teor@stituye lo que consideramos como la
unidad minima de andlisde las actividades humanas. Representamos simain@ite
una praxeologia mediante estos cuatro componentegTRz, 6, ®] y veremos mas
adelante cual es su dinamica interna y qué estasctde complejidad creciente se

pueden establecer entre ellas.

Antes debemos afiadir algunos comentarios. En priogar, cabe sefalar que las

praxeologias surgen como respuestai@stiones problematicapie se plantean en un

1 p. 23, la traduccion es nuestra.



ambito institucional dado y que acaban cristalipaed uno o masipos de tareas
generados por el desarrollo de la actividad dedestde las cuestiones iniciales. En
general, podemos decir que si hay un tipo de taeasa institucion determinada es
porque en esta institucion existe uéanicaque permite, no tan solo realizar estas
tareas, sino generar muchas mas tareas del migmad\inguna técnica puede vivir con
normalidad a largo plazo en una institucion si parace en cierta forma como una
manera de hacer a la vez correcta, comprensibisstifigada por la comunidad. Por
tanto, la existencia de umécnicapresupone en su entorno discurso interpretativo y
justificativo que en el marco de la TAD es lo que se define conadecnologia Esta,
ademds de justificar una técnica y hacerla intakgitiene la importante funcion de
aportar elementos para desarrollarla, con la fladlide ampliar su alcance, superar sus
limitaciones y hacer posible la produccion de ngdeanicas. También forman parte de
la tecnologia asociada a una técnica las proposisigue describen su alcance, su
relacibon con otras técnicas, las posibles genadtines y las causas de sus
limitaciones. Esta tecnologia asociada a una té@sain discurso que también requiere
una interpretacion vy justificacion institucionahk teoria (asociada a una tecnologia) es
el discurso justificador de esta tecnologia y danst por decision metodoldgica el
altimo nivel de justificacion de la actividad. Eincaso de las praxeologias cientificas, el
nivel de la teoria acostumbra a explicitarse covb@tivo de no basar la validez de los
resultados obtenidos en supuestos implicitos ifiaile controlar. En cambio, en el
caso general de las praxeologias que gobiernaddade las instituciones, el nivel de la
teoria acostumbra a permanecer implicito, formastgppincipios y verdades asumidas
por el grupo, que solo suben a la superficie en dasproblemas o dificultades, cuando

se cuestiona la razon de ser de un tipo de tarksasanera de llevarla a cabo.

Esta breve descripcion de las praxeologias ya gemeanifiesto que sus componentes,
lejos de ser independientes, estan fuertementgaorbdos entre si. Asi, el desarrollo de
las técnicas genera nuevos tipos de tareas y ppawoevas necesidades explicativas y
justificativas. Ademas, es importante sefialar qgiesecuatro tipos de componentes —
tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teoriasr-dsblemente relativosEn primer
lugar, sorrelativos a la instituciorde referencia considerada. Esto significa quauk® g
es considerado como un tipo de tarea (o técniearmtogia o teoria) en una institucion
no tiene por qué serlo en otra institucion. De bedada una institucion, solo tendrian

que considerarse como tipos de tar€auellas para las cuales se dispone de algun
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tipo de técnicar con un minimo entorno tecnoldgic, [@], mas o menos explicito
(aunque este entorno sea del tipo «lo hacemo®egigsiempre se ha hecho asi»). Por
simetria, se podria decir que las técnicas sienigmerespuesta a alguno de los tipos de
tareas que se pueden plantear en una instituciimjuae a veces puedan existir
herramientas y maneras de hacer que respondarstooes que ya no se plantean. En
segundo lugar, las nociones de tipos de probletéasjcas, tecnologia y teoria son
relativas a lafunciongque hace cada uno de estos objetos en una adtd@arminada.
Esta es una de las propiedades interesantes deilnrde praxeologia: el hecho de
permitir distinguir las diferentes funciones queeg@en tomar los objetos en las

diferentes instituciones sociales y en las dif&a®mictividades institucionales.

1.2. Clases de praxeologias: estructuras de compdkgd creciente
Para tener herramientas mas precisas que analiosn ptocesos didacticos
institucionales, Chevallard (1999) introdujo unatidicion entre diferentes tipos de

praxeologias segun el grado de complejidad demupanentes:

(a) Diremos que una praxeologiamstual (PP) en una institucion si esta generada por
lo que se considera en la institucion como un Utijpmde tareadl. En este caso, la PP
gueda definida a partir del bloque practico-técnjd@ér]. Para describir una PP,
tendriamos que detallar con cierta precision eb #gxacto de tareas que estamos
considerando y las variaciones de la técnica quée sesocian en la institucion de
referencia. Incluso, seria preciso especificar@hmunto una determinada variacion de
una técnica concreta ya no puede ser considerada pwstitucion de referencia como
la «misma» técnica y, por tanto, cuales son lavasi®P que aparecen y cual es su
relacion con la PP inicial. También se tendrian exdicar los elementos tecnoldgicos
que permitirian describir e interpretar esta agtidi (aunque en la practica queden
implicitos) e, incluso, la teoria que constituyé@lizonte en el que podria situarse.

(b) Diremos que una praxeologia lesal (PL) en una institucion si se obtiene como
resultado de la integracion de diversas praxeatopgimtuales en torno a un discurso
tecnolégico comun. Cada PL queda asi caracteripadainatecnologia®, que sirve
para justificar, explicar, relacionar entre si gqurcir las técnicas de todas las PP que la
componen. En general las P integran en una Ppara poder dar respuestas
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satisfactorias a un conjunto delestiones problematicague no se pueden resolver
completamente en ninguna de las PP de partidas Estastiones probleméticas
constituyen asi la «razon de ser» de la PL. Arigolalelproceso de estudigue es a la
vez un proceso ded)construccionde praxeologiasse va desarrollando utiscurso
tecnolégicocomun que permitdescribir, interpretar, justificar, explicar y relacionar
entre si las antiguas técnicas, asi cqaducir técnicas «nuevas». De hecho, en el
paso de un conjunto de PP a una unica PL, suelartpnotagonismo el discurso
tecnologico® que caracteriza la PL en cuestion. Paradojicamemtedeterminadas
instituciones se tiene que, a medida que las RRegran para construir organizaciones
mas complejas, la relacion entre las cuestionedales y las respuestas tiende a
invertirse, apareciendo las técnicas como merasadénes del discurso tecnoldogico,
llegando incluso a desaparecer las cuestiones gndlticas que le dan a la PL sus

«razones de ser» (Chevallard 1999).

Una caracteristica muy marcada —en las institusi@seolares actuales— del discurso
tecnoldgicoB asociado a una PL es paeponderancia de la funcion justificatifgue
asegura que cada técnica sirve para lo que tieeesewir y da el resultado que tiene
gue dar) poencima de la funcion explicatifgue tendria que aclarar por qué la técnica
es correcta, pertinente y eficaz). Este fendmeametrelacion con el hecho que, en cada
institucion, para cualquier tipo de tareas, sediea privilegiar una Unica técnica que es
considerada en esta institucion colmonaneraevidente e incuestionable de resolver las
tareas del tipo en cuestidbn. Esta técnica privalégi por la institucion, al ser
incuestionable y no tener una técnica rival, puddgar a asumir un caracter
autotecnolégicddificultando asi su desarrollo (porque se ignaas limitaciones) y su
integracion en praxeologias mas amplias. Este es, pm primer rasgo de la dificultad

institucional para integrar varias PP en una PL.

(c) Diremos que una praxeologia egional (PR) en una institucion si se obtiene
mediante la coordinacion, articulacion y postenmegracion, alrededor de umeoria
comun ©, de diversas PL. La reconstruccion institucional uha teoria requiere
elaborar urlenguajecomunque permita describiinterpretar, relacionar, justificar y
producir las diferentes tecnologias de las PL que inteigr&R.

2 Se trata de técnicas tan naturalizadas y transigareque no parecen necesitar ninguna justifinagiderna a ellas
mismas, mas alla del hecho que «funcionan.
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Aunque las nociones de praxeologia puntual, locabional son generales y se pueden
aplicar a cualquier actividad humana, las utilizawe principalmente para el caso de las
matematicas, donde se convierten en un instrummuip practico para describir las

organizaciones del saber que se encuentran eistagas instituciones sociales y, mas

concretamente, en las escolares.

1.3. El proceso de estudio de una praxeologia matétita: momentos del estudio y
praxeologias didacticas

En las instituciones sociales aparecen constanten@restiones que requieren una
respuesta por parte de los sujetos: un nuevo ggaredas, un cambio en las condiciones
para realizar una tarea antigua, etc. Cuando noosece esta respuesta, es decir,
cuando la institucién no dispone de una técnicacidia para aportar alguna respuesta,
aungue sea provisional, nos encontramos antecuestion problematicaPara que la
respuesta que se busca sea estable, lo que sereagoiies una simple informacion, sino
la elaboracién, aunque sea muy incipiente, de weeplogia inicialmente puntual pero
que pronto debera desarrollarse hasta convertirdacal. La creacion o reconstruccion
de nuevas praxeologias como respuesta a las qesstpyoblematicas constituye un

proceso de estudipforma parte de ldinamica praxeoldgica institucional

Consideraremos dos grandes casos para descriidiagimica institucional. En primer
lugar, el caso en el que se identifica a priori prexeologia locaP que permite aportar
respuesta a la cuestion problematica inicial. Ea easo hablaremos de proceso de
estudiofinalizada El segundo caso corresponde a un proceso deicesjuel parte de
una cuestién problematica sin tener identificadpaa@i las herramientas praxeoldgicas
necesarias para aportar respuesta. Abordaremosasstanas adelante, en el apartado
1.8.

En el caso de los procesos de estudio finalizadodel ademas® es una praxeologia
matematica local, la consideracion de diversos gugu& de construccion permite
detectar aspectos invariantes presentes en toldss Rara describir estos procesos, se
utiliza la nocion demomento didacticmue se debe entender, no tanto en el sentido

cronolégico, como en el sentido diémension de la actividadChevallard (1999)
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postula asi que el proceso de estudio se sitlaneaspacio determinado peeis
momentos didacticossin presuponer que la estructura del procesoliseal. Cada
momento puede ser vivido con diversas intensidagtesliversos tiempos, tantas veces
como se necesite a lo largo del proceso de estutticluso, es habitual que algunos de
ellos aparezcan simultdneamente. Lo que es impertistacar es que cada uno de los
seis momentos o dimensiones del estudio tiene umeidh especifica necesaria para
llevar a cabo el proceso y que existe diméamica interna globatjue se manifiesta en el
caracter invariante de ciertas relaciones entreitasos momentos. En otras palabras,
lo que es importante no es el orden en que sezaealos diferentes momentos del
proceso de estudio, sino la estructura interna ade relaciones que tienen que

establecerse entre ellos.

Los seis momentos didacticos son: el momentopdeher encuentrp el momento
exploratorig el momento defrabajo de la técnicael momentdecnoldgico-tedricpel
momento de lanstitucionalizaciony el momento de l&valuacion Podemos asociar
esta estructura del proceso de estudio con lostdistcomponentes de la praxeologia

local P cuya construccién constituye el objetivo final dedceso de estudio:

M1 —Momento del primer encuentro
Este momento hace referencia a la primera vezaguestudiantes entran en contacto
con algun componente d&o con alguna cuestion problemati@aa la queP puede
aportar respuesta. Este primer momento se puedevainas veces a lo largo de todo
el proceso de estudio. Su funcion principal eseldacer «existir» los componentes
de P para la comunidad de estudio y, en particular,eb@s cuestiones cuya

respuesta requiere construir esta praxeologialgrepor lo tanto, su razon de ser.

M2 —Momento exploratorio
Es el momento en el cual se explora la cuestiobl@nuaticaQ, se inscribe dentro de
un tipo de taredq y se elabora una técnicgrelativa a esta. Se pueden diferenciar
dos etapas: la primera que corresponde a la igaeshn de técnicas o mecanismos
para poder solucionar las cuestiones problematigase plantean y la segunda en la
que se deben abordar los problemas concretos démtum tipo de tareas y utilizar
efectivamente técnicas matematicas para resolveBesforma asi una dialéctica

fundamental: estudiar problemas es un medio quenifgercrear y poner en
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funcionamiento una técniaalativa a los problemas de un mismo tipo, y estaica

a la vez pasa a constituir un medio para resoleemanera cuasi rutinaria los
problemas del mismo tipo. El proceso de reconsiincde una praxeologia local
tiene que contener momentos exploratorios en lagesua comunidad de estudio
tenga la oportunidad de construir y empezar azatiliuna técnica iniciakg
potencialmente Util para realizar las tareas ¢l Tio. Esta exploracion tiene que
permitir comparar las variaciones theque aparecen al abordar las diferentes tareas

del tipoTo.

M3 —Momento del trabajo de la técnica
Este momento viene a completar, en cierto sengtlanomento exploratorio. Se
inicia rutinizando 7o hastaprovocar un desarrollo progresivo de la técnicae Es
desarrollo permite generar técnicas relativamentevais para la comunidad de
estudio. El trabajo de la técnica tiene que coatinbasta que los estudiantes
alcancen undominio robustodel conjunto de las técnicas, lo que provocara la
ampliacion progresiva ddg a To y la aparicibn de nuevos tipos de tareas.
Observamos que esta actividad matematica conlleveianto grado dereatividad
de nuevos objetos matematicos.nidmento del trabajo de la técnies, por tanto,
un momento muy importante del proceso de estudi@beCsefalar que las
instituciones didacticas actuales no disponen dgum dispositivo «oficial» en el
cual pueda vivir y desarrollarse esta dimension laleactividad matematica
(Chevallard, Bosch & Gascon 1997).

M4 —Momento tecnoldgico-teorico

Es el momento de la constitucion de un entornooiégico-tedrico relativo a las
distintas técnicag que se construyen o aparecen durante el processtuldio. En la
reconstruccion de una praxeologia, tienen que eapareuevas cuestiones
matematicas relativas a las técnicgs cuestiones relativas a la interpretacion,
justificacion, y alcance de las técnicas, asi coledas relaciones que se establecen
entre ellas (denominamosuestionamiento tecnolégica este conjunto de
cuestiones). La respuesta a estas cuestiones irdgaerealizacion de nuevas tareas
matematicas que también pasaran a integrarse@axaologia en construcciéon. Es
necesario utilizar un marctecnoldgico-tedricoque es el que permitird construir

(ademas de justificar, interpretar y relacionadao las técnicas necesarias. Es por
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esto que, estructuralmente, se dice que una pgieolocal esta caracterizada por

unatecnologiad, que engloba a todas las praxeologias puntuaketadaotegran.

M5 —Momento de la institucionalizacion
Este momento tien@or objetivo precisar lo que es exactamente la guiagia
elaborada, especificando los elementos que setli@ado en la construccion y que
finalmente han pasado a formar parte de la pragénlaotandolos de un caracter
oficial y diferenciandolos claramente de aquelloe®elementos que pueden haber
aparecido como instrumentos Utiles para la constsagero no han sido integrados
en la praxeologia construida. Estastitucionalizaciéon no tiene que referirse
Gnicamente a elementos praxeoldgicos aisladosistétcionalizacion de cualquier
componente d@ tiene que hacer referencia (mas o menos expleil@)praxeologia
en su conjunto, por lo que podriamos decir quajek® de la institucionalizacion es

siempre, al menos virtualmente, una praxeoltyial.

M6 —Momento de la evaluacion
Es el momento en el que se evadiaalidad de los componentes de la praxeologia
construida los tipos de tareas (¢estan bien identificadg&Xjsten especimenes
suficientemente variados de cada tipo?, ¢a quéiaues estan asociados?,...); las
técnicas (¢ estan suficientemente trabajadas?,fiabtes?, ¢ son econémicas?, ¢son
las mas pertinentes para realizar las tareas peese?....); y el discurso tecnolégico
(¢ es suficientemente explicito?, ¢ayuda efectiveemannterpretar y justificar las
técnicas?, ¢ permite variar las técnicas en ladée@decuada para construir nuevas

técnicas?....).

Es importante constatar hasta qué punto el modsiprdceso de construccidon de las
praxeologias en términos de momentos esta relaoman la estructura de las
praxeologiadocales Podemos decir entonces que, en la medida enogudiferentes

momentos del estudio se vivan y se integren de radneacional, entonces lo que se

construira serd una praxeologia local mas «comp(&anseca 2004).
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1.4. «Completitud» de las praxeologias matematicéscales

En este apartado veremos que las caracteristidas demponentes de una praxeologia
matematica local (PML) y, por lo tanto, su estruatuesultante son fruto de la
construccion de esta praxeologia mediante un proegs el que los momentos
didacticos M1-M6 se integran de manera funcionateEproceso, a la vez, utiliza los
distintos componentes de la praxeologia a medidavaum siendo producidos como
instrumentos imprescindibles de la actividad. Pamkeentonces hablar del «grado de

completitud» de una PML considerando los siguiemésadores (Fonseca 2004):

PML1 - Integracion de los tipos de tareas y existencia wte cuestionamiento

tecnoldgico.
En una PML conviven necesariamente diferentes tgmgareas problematicas y
técnicas que provienen de las diferentes praxeadqgintuales que la integran y que
estan articuladas por un discurso tecnolégico comiste discurso surge
normalmente a partir de la necesidad de interprgtgustificar los sucesivos
desarrollos de las técnicas de cada praxeologiauguy de la necesidad de
relacionarlas entre si. El grado de completitududa PML depende entonces del
grado de integracion de los diferentes tipos deaarEntre ellos tienen que aparecer
problemas asociados a&uestionamiento tecnologicde las técnicas, es decir,
cuestiones relativas a la interpretacion, la justtion, la fiabilidad, la economia y el
alcance de las técnicas, asi como a su comparagi@gnPML sera menosompleta
cuantos mas tipos dereas aisladaqrealizables mediante técnicas que no estan

relacionadas con ningun elemento tecnologico) cwyate

PML2 —Disponibilidad de criterios para elegir la técnicaas adecuada.
Una PML seranas completa en la medida en que, dado un tipaetnde tareas,
de PML, existan dos o mas técnicdgue pueden ser variaciones de una misma
técnica) que permitan realizar algunas de las saceacretas de este tipo. Este
indicador de la completitud comporta que en una Pidlativamente completa
existan loselementos tecnolégicos que permiten decipdara cada tarea concreta,

cual es la técnica mas fiable y econdmica parailaa cabo.
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PML3 —Independencia de los objetos ostensivos que instrtan las técnicas
La flexibilidad de las técnicas de una PML congttwtro indicador del grado de
completitud y comporta, en particular, que estasenaentifiquen rigidamente con
las notaciones, designaciones, graficos u ailgstos ostensivo@osch 1994) que
se utilizan para describirlas y para aplicarlas. ointrario, la variabilidad y
flexibilidad de las técnicas supone que se aceplifgrentes representaciones
ostensivas dependiendo de la actividad matematita gue estdn inmersas e incluso

de la tarea especifica abordada dentro de un ntipmde tareas.

PML4 —EXxistencia de tareas y de técnicas «inversas»
Otro indicador de la flexibilidad de las técnicapgr tanto, del grado de completitud
de la PML lo proporciona el hecho que, para cadeatalTq y cada técnica
correspondiente, existe lo que llamaremos tétaica inversa de y que es una
técnica (no necesariamente Unica) que permite zezalla tarea definida
intercambiando algunos de los datos y las incégm&alat. Podemos llamar a esta

Ultima, tarea inversa de, ta pesar que no esta definida univocamente a gatti

PML5 —Interpretacion del funcionamiento y del resultadoaglicar las técnicas
En la medida que una PML sea mas completa, se oangpie, para cada técnica
de PML, existirAn en PML cuestiones relativas a laterpretacion del
funcionamientoy el resultadode aplicarr para realizar una tarea o un tipo de tareas
de PML. Este aspecto de la completitud implica gué’ML existen los elementos
tecnolégicos necesarios para realizar esta intagém. De hecho, esta
«interpretacion» tendra que hacerse en referendaa RML en su conjunto, en
términos de los componentes de la PML vy, especrgbme&sando la tecnologia que

la caracteriza.

PML6 —Existencia de tareas mateméaticasbiertas»
Una PML sera mas completa en la medida existan tipos de tareas matematicas
«abiertas»>, es decir, tipos de tareas matematicas en laesclas datos y las
incégnitas no estan prefijadas completamente aipEa un primer nivel, las tareas
abiertas son aquellas en las cuales los datosadores conocidos que se tratan como
si fueran desconocidos (parametros) y las incégmtason necesariamente objetos

matematicos concretos, sino que también puedemekmiones que se establecen
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entre ciertos objetos en determinadas condiciorglicgadas en el enunciado de la
tarea. Existe un segundo nivel de tareas abientd&secuales el estudiante tiene que
decidir, ante una situacién determinada, que d&as que utilizar y cudles son las
incégnitas mas pertinentes. En este segundo nieeinsluyen las tareas de

modelizaciéon matematica

PML7 —Integracion de elementos tecnoldgicos e incidesolare la practica
Cada PML viene caracterizada por ueanologia®. El grado de completitud de
PML depende también del grado de integracion iatede los elementos
tecnologicos (componentes ey de la incidencia efectiva d&sobre la practica
matematica que se lleva a cabo con las tareastgdagas de PML. En particular,
un indicador importante del grado de completitudP®L lo constituye la medida en
que 6 permiteconstruir técnicas nuevaara la comunidad de estudio) capaces de

ampliar los tipos de tareas de PML.

Debemos subrayar de nuevo, que la nocion de «ctitudbe es relativa. No tiene
sentido hablar de PMLcempletassni de PML «ancompletas»Se trata de una cuestion
de grado: existen PML mas o menos «completas» tmag en funcion del grado en que
sus componentes cumplan las condiciones descotdsgindicadores PML1 - PMLY.
Obviamente la relacion «més completa que» defiaidal conjunto de PML que viven

en una institucion no es una relacion de ordem tota

Dualmente, y dada la relacion que hay entre los embos del proceso de estudio de
una praxeologia matematica y sus componentes ¢oaénicos y tecnoldgico-
tedricos, podemos decir también que el grado deplstitud de una PML depende del
grado en que, a lo largo del proceso de constmcadé PML, se integran

funcionalmente los momentos M1-M6.

1.5. Descripcion de praxeologias didacticas «ideateen términos de momentos
Desde el punto de vista de la teoria antropolodedo didactico se postula qteda
actividad humana puede ser descrita en términogm@eeologias ElI caso que la
actividad considerada sea la actividad de estudio, no esedoapcion. Esto nos

conduce aonsiderar praxeologias de estudipraxeologias didactica@PD). De esta
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manera, todo proceso de estudio de las matematicas) proceso de construccion o
reconstruccion de praxeologias matematicas, censest la utilizacion de una
determinada PD, con stomponente practico (formado piipos de tareas y técnicas
didacticag y sucomponente teérico (formado picnologias y teorias didactidaPe

la misma maner&n que las praxeologias matematicas son las usidad@mas de
analisis de las practicas matematicas, las pragidodidacticasson las unidades
minimas de analisis de los procesos didacticos

Los momentos del proceso de estudio proporcionars yomimeros elementos para
describir las PD. Si consideramos como ejemploopiito de tarea didactica la que
consiste en «ensefiar un determinado contenido rdatem(o PML)», entonces las

técnicas didacticas que permiten realizar esta tseepodran describir en términos de
los dispositivos utilizados para hacer vivir y gasar los diferentes momentos del
estudio. Formaran parte de la tecnologia y teoidacticas asociadas los discursos

explicativos y justificativos de estas técnicas.

Para poder caracterizar la praxeologia didacticairtke institucion escolar concreta
relativa a una praxeologia matematica, necesitamogunto de vista previo que nos
proporcione criterios sobre qué es lo que tenemeswjrar y con qué objetivos hemos
de mirarlo. Para hacerlo, nos basaremos en primstancia en la descripcion dada por
Gascon (2001) y Bosch & Gascéon (2005) que propamersistema de referencia»

tridimensional al que asignaremos una funcion nodéagica.

Imaginemos un hipotético espacio tridimensional déorcada uno de sus puntos
representa unpraxeologia didactica idedlposible. Los ejes del sistema de referencia
seleccionados vienen representados por tres dendmsentos o dimensiones de la
actividad matematica: el momento tecnoldgico-teb(id®), el momento del trabajo de
la técnica T/t) y el momento exploratorio (Ex). En cada uno de®egjes se situan
praxeologia didacticas ideales que llamareomodimensionaleporque se caracterizan
por centrar el proceso de estudio en una Unicardiidie del proceso de estudio (la que

corresponde al eje en cuestion) dandole a estgumadad absoluta y olvidando, o

% El adjetivo «ideal» no indica ningln tipo de pecién, esencialidad ni valoracién, tiene que verlesivamente
con la funcién puramente légica de modelo, quetiglo«ideal» cumple. Los tipos ideales estan caraetgos
tedricamente pero no son copias fotogréaficas dééatios empiricos. Tienen una funcidon metodoldgisssto que
sirven para compararlos o contrastarlos con ladahlempirica, histéricamente existente (Weber 1922
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asignando un papel muy secundario a las restantasnsiones. Aparecen asi,
respectivamente las praxeologias didacticas quentieamos idealegeoricistas
tecnicistasy modernistas Cada uno de estos tipos de praxeologias didadiiemles
puede caracterizarse complementariamente por @ tp contracto didactico
institucional que define y que puede resumirseedmait referencia a la forma como se

distribuyen las responsabilidades didacticas emraceso de estudio.

Entre las praxeologias didacticas ideales que tognaconsideracion dos momentos o
dimensiones de la actividad matematica citarem@sclasicas PD empiristasy PD
constructivistas Las praxeologias didacticaslasicas combinan los momentos
tecnoldgico-tedrico y del trabajo de la técnicageycaracterizan entre otras cosas por la
trivializacion de la actividad de resolucion de plemasy por considerar que la
ensefianza de las matematicas es un proceso meddatatoente controlable por el

profesor.

Las praxeologias didacticasnpiristaspretenden integrar los momentos exploratorio y
del trabajo de la técnica. Se caracterizan pordenmencia que otorgan a la resolucion
de problemas dentro del proceso didactico globgoy considerar que aprender
matematicas es uproceso inductivoy autbnomobasado en la imitacién y en la

practica.

Las praxeologias didacticasnstructivistagoman simultaneamente en consideracion
los momentos tecnoldgico-tedrico y exploratorio.caeacterizan por contextualizar la
actividad de resolucion de problemas situandolaiam actividad mas amplia y por
considerar quel aprendizaje es un proceso activo de construcd@rconocimientos
gue se lleva a cabo siguiendo unas fases deterasnadue depende esencialmente de

los conocimientos adquiridos con anterioridad.

Cada uno de estos tres tipos de praxeologias whidacideales bidimensionales:

clasicas, empiristas y constructivistas, se sitéiaruno de los planos del sistema de
referencia que hemos escogido en nuestro espacwageologias didacticas ideales
posibles (figura 1.1).
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Figura 1.1 Espacio tridimensional de las praxeologias didastiddeales»

Cada uno de estos tipos de organizaciones didacseasustenta en umodelo
epistemoldgico generatle las matematicas, es decir, en una forma platicp
relativamente precisa de interpretar y describirotganizacion mateméatica escolar
considerada como un todo. En concreto, las orgeioizes didacticas clasicas se
sustentan en etuclideanismplas empiristas en los modelos epistemologioassi-
empiricos y las constructivistas en los modelos epistemotiggiconstructivistas
(Gascon 2001).

1.6. Relaciones entre praxeologias matematicas yddcticas: la nocion de contrato
didactico y de los niveles de codeterminacién

Para precisar mejor nuestro punto de partida yfickrlos presupuestos que asumimos
inicialmente, explicitaremos a continuacién una okegis basica del programa
epistemoldgico en didactica de las mateméaticas ejué juega un papel importante la
nocién de «contrato didactico». La nocién de caatrdidacticd, introducida por

G. Brousseau en el marco de la teoria de situaidigicticas, designa el conjunto de
clausulas implicitas que distribuyen las respotisiaies reciprocas entre los
estudiantes y el profesor en relacion al conocitbiematematico en juego. Las

clausulas del contrato didactico tienen caracter institucional(no dependen del

4 La nocion de «contracto didéctico» adquiere urtidermas preciso en el marco detdmria de las situaciones
didacticas En Brousseau (1998) puede encontrarse una reciopilale los trabajos fundadores de esta teoria,
publicados entre 1970 y 1990.
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profesor y alumnos concretos considerados sintitede centro de ensefianza, de sus
costumbres y estilos docentes) nyarcadamente tacitqel contrato siempre esta
presente, pero no se puede explicitar). Esto haealighas clausulas sean dificiles de
modificar e, incluso, de percibir, excepto en lasas en que precisamente hay ruptura
de contrato, por ejemplo porque el profesor propoles alumnos un tipo de tareas que
ellos no pueden asumir o, a la inversa, porqualla®nos exigen del profesor un tipo
de ayuda que él no les puede otorgar a menos deaian al proyecto de ensefianza que
los unia. El contrato didactico siempre esta inmersun contrato mas amplio, propio a
la ensefianza de todas las disciplinas, llamadmmrtrato pedagogicoinmerso, a su
vez, en urcontrato escolamas amplio. Si bien es cierto que el contratolascambia

en el paso de Secundaria a la Universidad, lo quesrtan claro para los alumnos —ni
tampoco siempre para los profesores— es en qu@écenieda afectado también el

contrato pedagdgico y, en ultimo término, el pragatrato didactico.

Las nociones de contrato didactico (que afectaaadistiplina), pedagdgico (que afecta
a la ensefanza de las diferentes disciplinas) glasfque afecta a cualquier actividad
de la escuela en general) marcan una primera jgeaen el conjunto de condiciones y
restricciones institucionales que afectan el disgfita gestibn de los procesos
didacticos. Asi, el hecho que haya una escuela, ems@iianza disciplinar y una
ensefianza de las matematicas puede ofrecer boendisionespara la realizacion de

un proceso de estudio de ciertas praxeologias ratitare. Pero al mismo tiempo
dichas instituciones también establecen un conjdat@striccionespara llevar a cabo

este estudio como, por ejemplo, una determinadanaacion escolar y pedagdgica
(division de los alumnos en grupos de edad, se@médn del tiempo escolar, sistema
general de evaluacion, etc.), incluso didacticang@@o organizado en bloques de
contenidos y temas, separacién entre disciplinés,) €ue pueden favorecer u

obstaculizar determinados procesos de estudio.

El estudio de las condiciones de existencia y edude las praxeologias matematicas
y didacticas en las instituciones sociales muegiea cuando el profesor y los alumnos
se enfrentan a un saber que se tiene que ensefaender, el proceso didactico esta
muy determinado por un conjunto de condiciones sjriceiones que no se pueden
reducir a aquellas inmediatamente identificablestrdedel aula (conocimiento previo

de los alumnos y profesor, material didactico disiple, etc.). Aunque estos aspectos
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sean muy importantes, Y. Chevallard propuso haos afios considerar una escala de
«niveles de codeterminacion» (figura 1.2) para padentificar aguellas condiciones
gue van mas alla del espacio de la clase y delcimiento o tema que se quiere
estudiar (Chevallard 2001b, 2002b y 2004).

C|V|I|zaC|on<—L Souedad;: Escueﬁ Pedago#z Dma;@ Area‘—: Secto‘r—: Tem@ Cuestl?n

Figura 1.2Escala de «niveles de codeterminacién didactica»

Los niveles de lasuestionestemasy sectorescorresponden respectivamente al de las
praxeologias matematicpantualeslocalesy regionalesy, por tanto, no son categorias
absolutas sino relativas a la instituciéon de refeie (y a un momento histérico
determinado). Mas alla nos encontramos con amalkgalmgraxeologias matematicas
regionales en torno a conjuntos de teorias hastmrlla la disciplina matematica

globalmente considerada.

En Bosch & Gascén (2007, p.397) encontramos ciiamadade las principales funciones

de esta jerarquia de niveles en el analisis dmtActi

¢Por qué una nueva ampliacion del objeto de esttmiiola correspondiente complejidad del
marco tedrico? La respuesta es siempre la misna:lipgrarse de las concepciones espontaneas
del conocimiento matematico que, al analizar sietobfle estudio, los investigadores podrian
asumir sin cuestionarlas previamente. Las praxémdogpuntuales», «locales», «regionales» y
«globales» se corresponden con los niveles infssidos de la cuestion, el tema, el sector y el
area. Quiza debido a su familiaridad con el «pmbledel profesor» («dado un contenido
matematico para ser ensefiado, ¢cudl es la mejoafde hacerlo?»), a menudo los didactas
asumen como incuestionable la delimitacion de cotts que ofrecen las instancias educativas o
académicas. Hay que situarse en un nivel de gafedladuperior para preguntarse, por ejemplo, y
dada una organizacién curricular concreta, poregi@n divididos los contenidos en estos bloques
tematicos y no en otros, o cuales son los critep@m® determinar esta division y qué tipo de
restricciones causa sobre la actividad concretgpgaden realizar profesores y estudiantes.

1.7. Modelos epistemoldgicos de referencia

De la misma manera que hemos propuesto un «sistEmaeferencia» para la
observacién y analisis de las praxeologias didéstielativas a una praxeologia
matematica local, también se necesita un «modésteepologico de referencia» desde
el cual poder observar, describir y analizar lasx@ologias matematicas involucradas

en los diferentes procesos de estudio.
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Tal como hemos dicho, la nocion de praxeologia gn@pna, en este sentido, una
herramienta eficaz para describir la actividad gader matematico que se desarrollan
en estas instituciones. Esta emancipacion episé@ical e institucional de la ciencia
didactica, y del propio didacta, requiere un prirgesto» metodoldégico para el analisis
didactico que consiste en elaborar lo que llamammsnodelo epistemoldgico de
referencia(en adelante MER) de las actividades matematicasg ensefian, estudian y
aprenden en los procesos didacticos consideradwso @s evidente, la descripcion del
MER de una actividad matematica se realizara eminés de praxeologias. Como
postula Tomas Sierra en su tesis doctoral (Si€)0& )2

El MER puede expresarse en forma de sucesién @miaegiones matematicas que corresponde a

la elaboracion de respuestas parciales a una @umestoblematica inicial. Cada organizacion

matematica de la sucesion surge como ampliaciGsarmbllo de la organizacion anterior, delante
de las limitaciones de esta por aportar respuadtscuestiones que se plantean.

Asi pues, ante un problema que involucre un codtemhatematico especifico, el
didacta tendra que elaborar una descripcion prigligdaber matematico en juego. Este
modelo tendria que tomar la forma de una arboresxede praxeologias y de
cuestiones probleméticas a las cuales estas pog¥aslaportan una respuesta (parcial y
progresiva). Es evidente que esta arborescenciai@itiones y praxeologias no existe
en el vacio sino que tienen que aparecer institatnoente contextualizadas. De hecho,
la descripcion del MER tiene que completarse cotelscripcion de su reconstruccion
institucional y esto requiere, en particular, geeespecifiquen los medios de que se

dispone o se tendria que disponer para elaboreedpsiestas a las cuestiones.

El andlisis de la transposicion didactica de lax@ologias en juego es una herramienta
especialmente Util para construir los modelos epistogicos de referencia que utilizan
los didactas, ya que guia la mirada a través ddifaentes instituciones involucradas
(y, en particular, de la comunidad productora dsdes sabio, que es el principal
proveedor de los ingredientes del MER) permite avda sefalar las restricciones
transpositivas a las que se ven sometidas las eq@mgias a ensefar» y las

«praxeologias efectivamente ensefiadas».
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Ante cualquier problema didactico relativo a ungesn de ensefianza y aprendizaje de
contenidos matematicos, aparecen cuestiones sdativ la interpretacion de la
matematica involucrada en el mismo. Por ejemplaé#s el algebra elemental? ¢ Para
queé sirven los numeros negativos? ¢Qué es la madéin matematica? ¢Qué relacion
tiene la proporcionalidad con el algebra elemengité papel juegan los nimeros
reales en la matematica escolar? ¢Qué cuestiomas &iresolver el calculo diferencial
en el Bachillerato? ¢Como son las matematicas gugilizan en economia?, etc. Las
distintas instituciones que intervienen en los psos didacticos proponen respuestas
mMAas 0 menos explicitas a estas cuestiones. Si teegueestigacion se asume de forma
no controlada alguna de estas respuestas propiasadastitucion particular, se corre el
riesgo de no abordar con la suficiente objetividschechos empiricos que se observan.
Por ello, desde la teoria antropologica de lo didacse propone elaborar modelos
epistemoldgicos de referencia especificos de Iaginths ambitos matematicos
involucrados (Bosch & Gascon 2003). Esta expligitacdel punto de vista
epistemoldgico especifico adoptado —que es siemmpaeasuncion a priori en continuo
cuestionamiento y evolucion— determina, entre atosss:
- La amplitud del ambito matematicen referencia a la cual se planteara el
problema didactico en cuestion.
- Los fendmenos didacticos que seran «visiblpara el investigador yo$ tipos
de problemas de investigaci@ue se pueden plantear en relacion con dicho
ambito de la actividad matematica.
- Las explicaciones tentativas que se podran proponer tipo de soluciones

(tedricas o practicas) que se consideraran apragiad

En consecuencia, uno de los primeros gestos méigidos que propone la TAD para
abordar un problema didactico es el deelaboracion de un MER del contenido
matematico involucrado en el problentastos modelos epistemoldgicos que construye
la didactica de las matematicas deben tomarse bgmitesis de trabajg, como tales,

son siempre provisionales y deben ser constanteroentrastados/ revisados

Aunque con otros nombres y de forma mas o menoHciap otros enfoques en
didactica utilizan constructos con una funcion agala la que desempefa el MER en la
TAD. Asi, por ejemplo, la teoria de las situaciodatacticas propone una descripcion

de los conocimientos matematicos en términos dgikpaciones fundamentales
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(Brousseau 1997); la teoria APOS (Dubinsky & McDdn2002) propone basar la
ensefianza en lo que se designa comibetomposicién genética de un concef#o

Teoria de los Campos Conceptuales (Vergnaud 196@kidera unatriada de

situaciones, esquemas e invariantes operatogosignificados para describir los
conceptos; el Enfoque Ontosemidtico (Godino, Batan& Font 2007) habla de
configuraciones epistémicasa teoria de la «Abstraccion en Contexto» (Drsyfu
Hershkowitz & Schwarz 2001) deciones epistémicgamodelo RBC+C), etc.

Cada uno de los problemas que trataremos en esteonmepartira de un MER
especifico de los ambitos de la actividad matemdatigolucrados. Dicho MER sera
elaborado tomando en consideracion datos empideotodas las instituciones que
intervienen en el proceso de transposicion didadfia esfera sabia, la escuela, las
instituciones «utilizadoras» de este contenidoalasridades educativas que consideran
necesario que este contenido se aprenda en lal@sto®e profesores que deben
ensefiarlo, etc.) pero sin asumir acriticament®rad de interpretar y describir dicho

contenido en dichas instituciones, esto es, el inag@stemoldgico dominante.

El MER no toma en consideracion la idiosincrasidagepersonas ni las condiciones
particulares que intervienen en el proceso de anganiy aprendizaje del contenido
matematico en cuestion. Tampoco incluye de fornpi@ia las actividades concretas
que se deberan implementar para estudiar estenidmtpor parte de los alumnos,
aungue si delimita las cuestiones que danramén de sem este contenido (en una
institucién determinada) y la manera como estedocma y evoluciona para dar
respuesta a distintos tipos de problemas. El MERUmsamente un «esqueleto
matematico» que, como hemos dicho, toma la formauda arborescencia de
praxeologias matematicas. Requerira, por lo tasgn, «<encarnado» en actividades
didacticas concretas que puedan realizar grupogedsnas (alumnos y profesores)
concretos bajo unas restricciones (temporales,riak&® etc.) particulares en el seno de

una institucion determinada.

1.8. Actividades y recorridos de estudio e investgion
Para responder al «problema del profesor», es,aéciro estudiar, construir o «poner

en marcha»en el aula una praxeologia matematica local (P&tigsiderada, la teoria
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antropoldgica de lo didactico propuso en un priiacig nocion de «actividad de estudio

e investigacion» (en adelante, AEI) como un nugmde «modelo didactico».

El disefio de una AEI para una praxeologia matemdtical a ensefar, se inicia
buscando una «situacion del mundo» en la que ag@atem cuestion problematica cuya
resolucién permita o incluso requiera la reconsiarc de la PML en cuestién. Dado
que las AEI se situan en el nivel local, no permgeperar el «autismo temético» del
profesor que es, en realidad, un «autismo tematigb>sistema de ensefianza de las
matematicas (Chevallard 2001b). Esto es debideargichas veces las cuestiones que
constituyen la «razén de ser» de una PML se haltasdlomas alla del nivel local
sino incluso mas alla del nivedgional, sectorialy hastadisciplinar. Ademas, el paso
de una AEI a otra AEIl no puede estanativado»funcionalmentegoor la propia AEI.
Por todo ello, aparece como evidentenkcesidad deun nuevo tipo de «modelo

didactico»que, integrando las AEI, abarque globalmente &rsia de ensefianza.

Hasta ahora hemos considerado las praxeologiastid@g en si mismas, sin tomar en
consideracion que siempre se inscriben en un ptoeticativo mas amplio en el seno
de una sociedad. En este sentido, se puede atilzada AEI el objetivo de reconstruir
una determinada PML previamente establecida pgoragrama de estudios concreto
dentro de un determinado proyecto educativo. Ruptai nos restringimos al ambito
de una AEI, no es posible cuestionar el nivel sopéle codeterminacion didactica —el
nivel escolar— en el que los proyectos educatied@snulan en términos de saberes o
conocimientos praxeoldgicos previamente determisiadppor lo mismo, nos obliga a
distinguir el estudi@scolarde las matematicas de cualquier otro tipo de estdepor
ejemplo el que realiza el investigador— que no @pgedeterminado un tipo de

praxeologia matematica por reconstruir.

La nocion de recorrido de estudio e investigacién, adelante REI, surge de la
necesidad de fundamentar las praxeologias didactidanto las «escolares» como las
de cualquier otro tipo de institucion— en una episilogia realmentiincional en la

gue los saberes aparezcan como «maquinas» praakicterconocimientos Utiles para

la creacidn de respuestas a determinadas cuestiotéagicamente problematicas.
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Podemos pues ahora considerar un modelo mas geegrabyecto de estudio en el que
el objetivo del estudio no viene definido como wmjanto desaberes o de sistemas
praxeoldgicos designados de antemasino como urconjunto de cuestioneslas que

la comunidad de estudio se propone aportar unaies&R’ . En este modelo, durante

la actividad de estudio, se movilizaran todos dqsetecursos, medios, saberes y

. Q0 . .
respuestas ya disponiblé® que sean necesario con tal de construir una «buena

respuest&’ ».

Si partimos de una cuestion genera@izuyo estudio esta encomendado a un grupo de
estudianteX y de directores de estud) generamos un sistema didactico que podemos
designar com&X; Y; Q). Retomando el «esquema herbartigniosroducido por Y.
Chevallard (2008), se puede obtener un esquemayeam@sal que permite representar

las distintas formas posibles que puede tomareornido de estudio e investigacion:
O 0 O
[SX;Y; Q= {R,R, .... R, Onsg, ...,0Om}] = R

O O O . .z
donde {R, R, ..., R, Onsy, ..., Om } representa el conjunto de recursos que serviran
para producir la respuesta firldl, entre los que se encuentran tanto praxeologéms bi
. - 0 . .
identificadas por la cultura en la que se muexXerY (lasR,) como objetos de cualquier
otra naturaleza (lo®; ) que actuaran conmaediotanto para poner a prueba las distintas

O
R. como para elaborar con ellos nuevos elementosspeesta &.

De este modo, elmedio didactice, M, esta formado por dos conjuntos de elementos
. . Y
clave. Encontramos en primer lugar un conjuntoedpuestas prestablecidasy, en

cierto sentido, «etiquetadas», que constituyenuestps previamente construidas a
cuestiones proximas o analoga® § a las cuales se puede tener acceso. El nvéd®

compone ademas de otros objgBpgconocimientos previos, materiales empiricos) etc.
gue no estan organizadas ni etiquetadas como phrtisulares pero que se necesitan

como instrumentos para el trabajo de analisis yraste de la&. y para la produccion

de la respuest@” (Chevallard 2010b).

® El término «herbartiano» (Chevallard 2007) remitiéi@sofo aleman Johann Friedrich Herbart (1772841).
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El punto de partida de un REI es una cuestion géne@ «viva» para la comunidad de
estudio y cuya respuesta no aparece directamenssible. A lo largo del REI, el
estudio de la cuestidon generat@zevoluciona y da lugar a muchas nuevas «cuestiones
derivadas»Q, Q,..., Qn cuya pertinencia debe ser constantemente revighdaterio
esencial para decidir la pertinencia de @ses precisamente su capacidad para
proporcionar respuestas praxeolégiBagjue contribuyan a elaborar la respuesta final
R". Todo REI presenta una estructura necesariambiggaae indeterminada al inicio,
puesto que es el propio proceso de estudio el guikehmitando los posibles caminos a
seguir. Es también habitual que, a lo largo del, REtuestion generatriQ evolucione

y se transforme en una o varias nuevas cuestipoesgjemplo cuando el avance del
estudio requiere un nuevo planteamiento o reforonutadel problema inicial, lo que
marca otro grado de apertura de los REI. Debida as$ructura arborescente, en un
REI, la busqueda de una respuesta «pasa» pordasteaccion o consideracion de
respuestas parcialé? y, por ello, va mas alla de la reconstruccion deLP®n

consecuencia, cuando el proceso de estudio reqglaiemsovilizacion de respuestas
0 . , . .
prestablecida®,, la construccion de la respuesta final requiergpako» por diferentes

AEIl. En cierto sentido, esta caracteristica de RE& responde a las limitaciones
previamente destacadas de las AEI puesto que tiegranal tiempo que completa sus

funciones epistemolégicas

La gestion y el desarrollo institucional de los R&duieren enriquecer las praxeologias
didacticas basadas en la gestion de los momenddstitios con nuevos «gestos» del
estudio que se recogen bajo el nombre de «diadéetidDestacaremos aqui en primer
lugar ladialéctica de los medios y los medjae hace referencia, por un lado, a la
necesidad de disponer, para la elaboracion deut&Esivas respuestas provisiondRes

de algunas respuestas prestablechaaccesibles a través de los diferentes medios de

comunicacion y difusion: lomedia.Como las respuest&s son construcciones que se

han elaborado para dar respuesta a cuestionesrddsra las que se pueden plantear
durante el proceso de estudio, deben ser, en cmemera, «deconstruidas» y
«reconstruidas» en funcion de las propias necessd&thra y por ello se van a necesitar
instrumentos —losnedios— que permitan contrastar empiricamente y ponauaba

la validez de estas respuestas, asi como geneesaspreguntas para relanzar el
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estudio. Esta dialéctica es un elemento clave defdama epistemoldgico-didactica que

esta en la base de los REI.

2. Modelizacién matematica y recorridos de estudie investigacion

La teoria antropoldgica de lo didactico define ladelizacion matematica como un
proceso de reconstruccion y articulacion de praggés matematicas de complejidad
y completitud crecientg8oleaet al. 2001, Fonsecat al. 2004, Garcia 2005, Garogh
al. 2006, Barquero 2009, Ruiz-Munzén 2010). Este pmocparte de cuestiones
problematicas que una comunidad de estudio seeplagntiue constituyen la «razén de
ser» de las praxeologias matematicas que es niecdsayconstruir a modo de
respuesta. En consecuencia, la modelizacion mataragi interpretada constituye un
instrumento de articulacion de la actividad mateicgescolary, dada larecursividad

y reflexividad de este proceso se hace imprescindible considaranodelizacidon
intramatematicalesto es, la modelizacion matematica de sistemasnma#éicos) como

uno de los casos particulares importantes.

Por ello, la TAD postula que toda actividad matecaafuncional puede interpretarse y
describirse en términos de modelizacibn matematjcan consecuencia, enfatiza la

importancia de ensefiar matematicas como herrandentaodelizacion.

Chevallard (1989) introduce un esquema simplificaléd proceso de modelizacién
elemental en el cual esencialmente intervienen ya) sistema matematico o
extramatematico y (b) umodelo (matematico) de este sistema, de manera que el
proceso de modelizacion queda descrito en lasesites tres etapas:
1. Definicion del sistema a estudiar, precisando dgsietaspectos» a estudiar y
simbolizandolos mediante un conjunto de variables.
2. Construccion del modelo y definicion de las relae® entre las variables
definidas. EI modelo del sistema a estudiar esm@unto de estas relaciones.
3. «Trabajo matematico» con el modelo obtenido pa@duwir conocimiento

relativo al sistema.

De forma paralela, Gascon (2004) propuso un esquaéen&uatro estadios, cuya

sucesion temporal no sigue en principio ningunedliidlad:
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- Primer estadio: se caracteriza podkimitacion del sistema—considerando que
cualquier ambito de la realidad puede ser un sstemodelizable
matematicamente—. Esta construccion del sistemaaudenla eleccion de ciertos
aspectos del sistema que se simbolizan u opelativizediante variables, formas
geomeétricas, etc.

- Segundo estadio: se describen algunas de las @®sihaciones entre las
componentes del sistema. En este estadio, al dispdel lenguaje propio del
modelo, se podra formular con mayor precision losblemas que se habian
enunciado anteriormente con caracter provisional.

- Tercer estadio: incluy&rabajo técnicodentro del modelointerpretacion de este
trabajo y de los resultados dentro del sisterza este estadio se decide sobre el
interés, la fecundidad y la adecuacion del modeida medida en que este permita
generar conocimiento relativo al sistema que nossemillo de producir sin el
modelo.

- Cuarto estadio: se pueden enunciar problemas numwas resolucion permitira
responder cuestiones que dificilmente se podiamuiar sin la elaboracion y el
trabajo en el modeld.os problemas se pueden independizar del sisteroglin
dando lugar a nuevas praxeologias matematicas,aguevestiones y nuevos

modelos.

Esta descripcion del proceso de modelizacion mdiem&n términos de etapas y
estadios difiere, en ciertos aspectos importamteda interpretacion tradicionalmente
aceptada por la comunidad investigadora del andstda modelizacion matematica,
que establece una distincion enwematematicoy la realidad percibida A modo de
ejemplo, mostramos uno de los «ciclos de modelireccon mayor aceptacion, el que
proponen Blum & Les (2007):
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Figura 1.3. Representacion de las fases en ungwatmodelizacion (Blum & LBi2007).

En contraposicion a los ciclos tradicionales, desd@ AD se propone por un lado,
incluir la modelizacion intramatematica en la peoppbcion de «modelizacion» y, por
otro, que la principal funcion del modelo no seeeperse al sistema que modeliza, sino
gue aporte conocimientos sobre él, haciéndolo derlaa mas eficaz y econdmica

posible.

Un proceso de modelizacion no debe ser considesadproceso «cerrado», en el
sentido de que se parte de cuestiones que surgda esalidad de un sistema
extramatematico para el cual se crea un modelo ndditeo que permite aportar
respuestas con las que finaliza el proceso. Enpest® es importante remarcar que la
problematica de ladecuacioro ajuste del modelo al sistensapone debatir su validez
y esta es una tarea que se sitla en el corazéa detiVidad de modelizacion. Esta
problematica nos va a llevar a realizar diversaas i venidas en el ciclo de
modelizacion a la vez que la construccion, el estdeél ajuste y la comparacion de
sucesivos modelos y modelos de los modelos cadm&szomplejos. En todo proceso
de modelizacién aparecen diferentes modelos —cadanvas matematizados— y
diferentes modelos sucesivos que son progresivantemstruidos e integrados en los
sistemas anteriores, generando nuevas cuestiorddemp@aticas que provocan la

necesidad de seguir con el proceso de modelizacion.

Las diferentes idas y venidas entre el sistema dehzar y el modelo de este sistema

matematizan el sistema progresivamente lo que @endu consideramodelos de
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modelosdel sistema inicial (Serrano, Bosch & Gascon 20D@) esta forma se muestra
gue la modelizacion intramatematica es una etapasada en cualquier proceso de
modelizacion extramatematica, y también que, ekgso de modelizacibn es un
proceso continuo y progresivo cuyo motor se encaeait el cuestionamiento constante
de la adecuacion del modelo al sistema y de swichgzhpara dar respuesta tanto a las

cuestiones iniciales como a las que van apareciethaléargo del proceso de estudio.

La ausencia de un debate sobre la adecuacion diglonal sistema que se propone
modelizar y de una evaluacion critica del tipo d@ocimientos que los sucesivos
modelos permiten construir, convierte la ensefiaezka actividad de modelizacion en
una enseflanza «monumentalista» de los principateelos utilizados y de sus formas
de utilizacidon. Asi, el proceso de escolarizaci@ la modelizacibn matematica ha
acabado haciendo parecer «naturales» y no cudsiésrnia mayoria de los modelos que

viven en las instituciones escolares.

Diferentes proyectos europ8osobre la ensefianza de la modelizacién ponen en
evidencia la existencia de obstaculos importantea fa difusion de dispositivos de
ensefianza de la modelizacion mateméatica como @ativiormalizada. Por ello se hace
necesario determinar estos obstaculos y las camdisirequeridas para hacer posible

dicha difusioén, lo que nos conduce a plantearablema de la ecologia de los REI

El analisis de laepistemologia espontanea del profesoraglee esta fuertemente
condicionada por ehodelo epistemologico dominarge las instituciones docentes y el
modelo pedagodgico dominanseistentado en él, constituyen aspectos importalges
estudio de esta ecologia (Barquero 2009). En pdatic dicho analisis ecoldgico
permite explicar el predominio del paradigm@numentalistaen los sistemas de
ensefianza actuales y las vias posibles para swcewolhacia el paradigma del

cuestionamiento del mundGhevallard 2005b y 2010a).

Para introducir en el aula este proceso de mateacain, la TAD propone utilizar los
REI como dispositivo didactico. Como ya hemos djalm REI viene generado por el

estudio de una cuestion viva con fuerte poder geloer capaz de plantear un gran

® LEMA200609, COMPASS200911 y PRIMAS201013.
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namero decuestiones derivadasil estudio de dichas cuestiones conduce a la
construccion derespuestas provisionalegue delimitardn el mapa de los posibles
recorridos y sus limites. Se generara asi una eadercuestiones y respuestas que se
desarrollan en una dialéctica compleja. Los RElpecan asi la relacion genuina entre
cuestiones y respuestas que esta en el origen @m$druccion de todo conocimiento
cientifico y, en particular, de la actividad de ralimhcion. De entre las caracteristicas
de los REI directamente relacionadas con la maalgbn matemética destacamos las
siguientes (Barquero 2009):

- Permiten que la modelizacion matematica tenga an grotagonismo a lo largo
del proceso de estudio, explicitando y resaltandoagla paso su papel esencial
comoherramienta de construccién de conocimientos

- Provocan una transformacién notable de los objetivale losdispositivos de
evaluacioncentrandolos en el proceso de modelizacion cotatidad mas que
en los productos finales resultantes de dichaidetiv

- Permiten explicitar, cristalizar, institucionalizarevaluar el propio proceso de
modelizacion, lo que posibilita que el proceso déeudio tenga una cierta
continuidad en el tiempo y rompa con la atomizacdm las cuestiones
matematicas que se tratan, superando asi el feodeeiadesarticulacion de la
matematica escolar

- Posibilitan el cuestionamiento tecnologicale los modelos que se van
construyendo, que es el motor del proceso de esaligirovocar la necesidad de
reestructurar, modificar, corregir e interpretas nodelos estudiados mediante
la progresiva ampliacion de las hipétesis sobresiglema y la correlativa

construccion de otros modelos mas amplios y comglej

Por todo ello, los REI se presentan como unos raueNgpositivos didacticos, muy
flexibles, que pueden ayudar a superar algunaasiegtricciones transpositivague
dificultan enormemente y casi impiden la «vida»nmalizada de la modelizacion

matematica en los actuales sistemas de ensefianza.
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3. Antecedentes del problema de investigacion

3.1.Discontinuidades en el paso de Secundaria a la Uensidad

La problematica inicial que dio origen al presemtbajo de investigacion surge del

problema abordado por Cecilio Fonseca (2004) slalrdiscontinuidades matematicas

y didacticasen el paso de estudiar matematicas en secundestadiar matematicas en

la universidad. A partir de un estudio empirico aoma muestra de mas de 500
estudiantes recién ingresados en la universidadrastado con un analisis detallado de
las principales praxeologias mateméticas que agaren los libros de texto de

secundaria, Fonseca pone en evidencia el caraelativtamente incompleto» de dichas
praxeologias. En particular, contrasta las corgstwsiguientes (Bosch, Fonseca &
Gascon 2004, pp. 220-226):

Conjetura S: En secundaria, el estudio de las praxeologias nddigas se centra en el bloque
técnico-practico [T, siendo muy poca la incidencia del otro blogquegeenolégico-tedrico§/O]
sobre la actividad matematica que se realiza gfaoente. Esta separacion funcional entre ambos
bloques se pone de manifiesto, en particular, eaukencia de todo tipo dmiestionamiento
tecnoldgicode los tipos de tareas y de las técnicas matensatfesl, por ejemplo, no se cuestiona
hasta a qué punto estan justificadas las técnicasse utilizan, ni la interpretacion de los
resultados que proporcionan estas técnicas, nicana o dominio de validez, ni su pertinencia
para llevar a cabo una tarea determinada, su &fi@a@conomia, ni sus relaciones con otras
técnicas, sus limitaciones ni las posibles modifimaes que podrian sufrir estas técnicas para
aumentar su eficacia en la realizacion de cieagas. En resumen, la actividad matematica que se
lleva a cabo ersecundarises esencialmentpractico-técnicay raramente se consigue mlel
tecnologico Como consecuencia, las praxeologias que se astedisecundarisson puntuales
muy rigidas y aisladago poco coordinada®ntre si), lo qudificulta, e inclusoimpide que se
puedan reconstruir praxeologias relativamente cetagl

Conjetura S-U: El transito deSecundariaa Universidades un momento especialmente delicado
del proceso global de estudio de las matematicpsrytanto, constituye un aspecto importante y
posiblemente prototipico del problemaldearticulacién del curriculunde matematicas. Hemos
postulado que las praxeologias matematicas questsdien en secundarson puntuales muy
rigidas y aisladas lo que dificulta enormemente que se reconstruyan efectivamente PML
relativamente completas. En la universidad, noastiet se da por hecho que las PML que integran
las PMR (propuestas para ser estudiadas en larsigiad) cumplen en un grado relativamente alto
las condiciones PML1-PML7. Este malentendido eaindbas instituciones perpetia la ausencia
institucional de los procesos de reconstruccioPiit relativamente completas y constituye un
importanteobstaculo de origen didacticque provoca graves disfunciones en el principib de
estudio de las matematicas en la universidad. dsticulo es especialmente importante debido a
que el tipo de actividad matematica que se requuara reconstruir una PML es, tal como hemos
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descrito anteriormente mediante las propiedadesWs]l#mprescindible para poner en marcha de
manera integraddas las dimensiones 0 momentos de la actividetdmatica

Precisamente en el paso de Secundaria a Univergdagl momento del inicio de esta

memoria se estaba consolidando en Espafia un fenoquense habia iniciado unos

pocos afios antes, coincidiendo con la llegadauaileersidad de las generaciones de la
reforma educativa de la LOGSE y que dio origenra@blema abordado en el trabajo de
investigaciéon para optar al diploma de estudiosnzados (Serrano 2007). Este

fendbmeno —que sigue vigente en la mayoria de lagersidades espafolas— se

materializa en la oferta de cursos —llamados «mtépicos», «cero», «de nivelacién»,

etc.— que la mayoria de universidades ofrecen auesos estudiantes con el objetivo

inicial de facilitar el transito entre las dos itgtiones. Su evolucion desde las primeras
experimentaciones hasta la actualidad sera traagniamente en el capitulo tres de

esta memoria, junto con la propuesta didacticandeurso fundamentado en la TAD.

3.2.La ecologia de la modelizacion matematica en la esf&anza universitaria

La segunda gran linea de investigacion en la quessebe esta memoria proviene de
los trabajos de Berta Barquero (2009) y Barquetraal. (2010 y 2011) sobre las

condiciones que facilitan y las restricciones gifieudtan que las matematicas puedan
introducirse como herramienta de modelizacién eensefianza universitaria de las
ciencias experimentales. Utilizando los recorridigs estudio e investigacion como
dispositivo didactico experimental, B. Barquero @@m evidencia dos fendmenos:

- El papel efectivo de los REI como dispositivo plaaaer vivir la matemética como
herramienta de modelizacion, articular y dar funalmlad a los contenidos
matematicos de un primer curso universitario.

- Las dificultades que surgen de su puesta en fuaci@nto en la universidad, es
decir, las restricciones institucionales:

o A nivel de la sociedad la novedad del dispositivo y «choque» con el
«aplicacionismo» imperante: no se cree que losdesites de primer curso
puedan realizar un trabajo matematico productimowedoso.

o A nivel escolar la necesidad de un dispositivo especifico fueréad horas de
clase «normales» pero evaluado dentro de la asignaton sesiones mas
largas, posibilidad de trabajo en grupo, dispoitiad de ordenadores, etc.
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o0 A nivel pedagogicoy didactica los cambios en el contrato didactico: nuevas
responsabilidades de los alumnos, pérdida por miitgorofesor de algunas
responsabilidades y asuncion de otras, caractertalaiel recorrido.

o A nivel didactica la necesidad de articular el dispositivo con dises de
teoria y problemas, y el cambio que supone en esiiguos dispositivos, que
adquieren una nueva funcién al subordinarse al REL.

o A nivel matematico la necesidad de infraestructuras matematicagpeutas
para tener un soporte sobre el que lanzar el estudi

Sin embargo, estas dificultades se atentan pregrasnte cuando el dispositivo se

pone en marcha durante algunos cursos sucesivos.

4. Formulacion del problema de investigacion

En base a lo anterior y de una forma muy simpliicapodriamos decir que nuestro
problema de investigacion tiene un nucleo iniciahttado en el estudio de las
discontinuidades matematicas y didacticas entr&daundaria y la Universidaen el
caso de las ciencias econOmicas. Este estudio abelrdanalisis de la respuesta
institucional a este fendmeno (que se materializéose denominados cursos «cero» 0
«propedeéuticos»), proponiendo al mismo tiempo séfilh y experimentacion de una
respuesta alternativa basada en las propuestasilémtas en trabajos anteriores en el
ambito de la TAD vy, en particular, en Fonseca (20@bte primer nucleo de la
problematica debera desarrollarse ampliando el tanmstitucional en el que se sitla,
para abarcar plenamente las instituciones docéBtesindaria y Universidad) entre las
que se producen las discontinuidades citadas. Emée@si un segundo nucleo de la
problematica centrado en la ensefianza universidarias matematicas para las ciencias
econdémicas y empresariales, especialmente en el gap juega en esta ensefianza la
modelizacion matematica de sistemas econdmicospyesariales. Para llevar a cabo
este estudio tendremos muy en cuenta los resultdmtesidos en el ambito de la TAD
en relaciéon a la dimensiéecoldgica del problema de la modelizacibn materaatic
(Gascon 2011) y, muy especialmente, el trabajo eldaBBarquero (2009) sobre los

recorridos de estudio e investigacion

Dado que la formulacién de un problema de invesiigadidactico requiere de cierto

grado de precision, describiremos a continuacidmdeera provisional las principales
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cuestiones que forman parte del citado problemehds3i cuestiones iran acompafiadas
de la formulacion deonjeturasque constituyen respuestas tentativas y provikera
las cuestiones propuestas y que, en la medida gedible, se pretenden contrastar

empiricamente a lo largo de la investigacion.

El problema de las discontinuidades entre la Semmimg la Universidad, unido a la
respuesta institucional espontdnea de las ingiitesi universitarias, constituye, como
hemos dicho, el primer nlicleo de nuestro probleenandestigacion. En relacion a este

primer nucleo, nos planteamos inicialmente lasisigas cuestiones y sub-cuestiones:

Q1: ¢ Cémo se puede describir e interpretar la respuastttucional espontanea, que
se materializa mediante los «cursos cero» de mateasa al problema de las

discontinuidades matematicas y didacticas entr@daundaria y la Universidad?

Qi1: ¢Qué caracteristicas tienen los dispositivos ctiictiZss que han sido
creados en las universidades espafiolas paradaellitransito de los alumnos
de Secundaria a la Universidad? ¢Cual parece sdundamentacion
matematico-didactica (mas o menos explicita) deadidispositivos?

Q12: ¢En qué medida estos dispositivos parecen api@gpipara paliar las
discontinuidades matematicas y didacticas entre Skcundaria y la
Universidad?

Conjetura 1. Efectos de los cursos propedéuticos tradicionalasla transicion

Secundaria-Universidad

C1.1. Los cursos propedéuticos (0 «cursos cero») se faai@n (implicitamente) en
modelos didacticos que, a lo sumo, toman en corsiglen dos de losnomentos
didacticoso dimensiones del proceso de estudio que propohAly y se sustentan en
un modelo epistemoldgico de las matematicas edpramide <onceptualista y
«acumulative (esto es, un modelo que interpreta el conocimiematematico como
una red de conceptos que puede ampliarse median@gcumulacion de nuevos
conceptos y nuevas relaciones entre ellos).

C1.2.De acuerdo con los resultados de Fonseca (20G4% esrsos no contribuyen a
paliar las discontinuidades matematicas y didéstiesmtre la Secundaria y la
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Universidad sino que, al contrario, podrian inclusgravar el aislamiento y la

desarticulaciéon de las praxeologias mateméaticaseestudian en secundaria.

Q2. ¢Qué caracteristicas diferenciales, en relacién aa respuesta instituciona
espontanea, pueden presentar los «cursos cero»e siusdamentan en la teorfa

antropoldgica de lo didactico?

Q21 En un curso propedéutico disefiado en base al Imegéstemolbgico-
didactico que propone la TAD: ¢Qué dispositivos adiitos deben
instaurarse? ¢ Cuales son las praxeologias matasgtie se proponen para
ser estudiadas? ¢Como se relacionan entre si ardo Hel proceso de
estudio? ¢ Qué papel juega la modelizacion matea?atic

Q22: ¢ En qué medida los «cursos cero» disefiados enablas criterios que
propone la teoria antropologica de lo didactico npem paliar las
discontinuidades matematicas y didacticas entre Skcundaria y la

Universidad?

Conjetura 2. Efectos de los cursos propedéuticos basados eAladn la transicion

Secundaria-Universidad.

C2.1. Postulamos, también siguiendo a Fonseca (2004)]agueursos propedéuticos
disefiados y gestionados con la fundamentacion titdacle la TAD modifican
sustancialmente el tipo de actividad matematicaianésgl el uso sistematico de la
modelizacién matematica, favorecen la articulaciértiertas praxeologias matematicas
tradicionalmente atomizadas y, en consecuencimigigen o suavizan algunas de las
discontinuidades entre la Secundaria y la Univarkid

C2.2.Estos efectos deberan ser descritos con mas @reesifuncion del curso «cero»
en cuestion pero, en cualquier caso, postulamossgueacidencia sera siempre muy
limitada en relacion al enorme problema de lasodiSouidades citadas. Los «cursos
cero», situados en un «limbo» entre la Secundatia Yniversidad, constituyen en
todos los casos una respuesta puntual al citaddgma y, como tal, completamente

insuficiente.
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En el capitulo tres de esta memoria se abordasacukestiones correspondientes a este

primer nucleo de nuestro problema de investigacion.

Si lo que se pretende es incidir sobre los factqres estan en la base de las citadas
discontinuidades, esto es, si se aspira a poaibdite los estudiantes (en el transito de
la Secundaria a la Universidad y mas alld) estudiereconstruyan praxeologias
matematicas locales relativamente completas mediamt trabajo sistematico de
modelizacion matematica, serda preciso ampliar elbitdminstitucional de la
problematica para abordar el problema general aj@tlpde la modelizacibn matematica

en las instituciones escolares involucradas.

Por motivos que explicaremos en su momento, y gtéeaelacionados con la eficacia
potencial y la viabilidad de una investigacion deedipo, hemos restringido el estudio
del problema de la ensefianza de las matematicaspaiineros cursos de los grados de
Administracion y Direccion de Empresas (ADE) y Boaria en la universidad. Este
constituye elsegundo nuclede nuestro problema de investigacion donde plardsa

las siguientes cuestiones:

Qs: ¢ Qué papel juegan y cudl podrian jugar las matecatien los primeros cursQs

universitarios de Economia y Empresa?

Qs31: ¢ Cual es el modelo epistemologico dominante sleni@ematicas en las
instituciones escolares responsables de la ensefamyersitaria de las
ciencias econOmicas? En particular, ¢cémo se netary como se describe
en dichas instituciones la relacién de las matemasitcon la economia y la
empresa?

Q32 ¢ Qué matematicas se ensefian en los primerossaumsgersitarios de
economia y empresa y qué relacién tienen con la®mddicas que se
ensefan en el bachillerato?

Q33 ¢ Qué papel juega laodelizacion matematica de sistemas econdémicos
en la forma de interpretar la relacion entre lasematicas y la economia y
como se plasma en la ensefianza universitariassdaeiacias econdémicas y

empresariales?

40



Conjetura 3. «Aplicacionismo» en las instituciones responsabledadensefianza de

las ciencias econOmicas y empresariales.

C3.1. Extrapolando los resultados obtenidos por Barq@20®9), podemos postular
que las matematicas se presentan en las instiagciescolares (tanto en el bachillerato
de ciencias sociales como en la ensefianza unaméiton logicas intramatematicas y
sin ninguna interaccion con la economia ni la esgres decir, sin considerarse como
una herramienta de modelizacion de sistemas eceons8my empresariales. En las
instituciones escolares responsables de la ensefimdas ciencias econdmicas se
asigna a las matematicas un papel secundario gumeitpea lo sumo, precisar y
cuantificar algunos aspectos de los fenbmenos eticndé cuyo nucleo esencial, se
supone implicitamente, puede ser construido y egtadsin hacer ningun uso de las
matematicas.

C3.2. De forma analoga a lo que ocurre en la ensefanzarsitaria de las ciencias
experimentales, postulamos que la ensefianza deal@snaticas en los primeros cursos
universitarios de economia y empresa siguen lopguiamos considerar como una
«organizacion estandar» con contenidos de caldfdcedcial en una y varias variables,
y de algebra lineal elemental. Estos contenidossteicturarsiguiendo la I6gica de la
construccion teérica de los conceptotrgando un papel secundario al uso de las
matematicas en economia.

C3.3.En las instituciones escolares (tanto en el bachilb de ciencias sociales como
en la enseflanza universitaria), se considera queniematicas no son de ninguna
maneraconstitutivas del conocimiento econdmitionecesarias para la resolucion de
problemas empresariales. Las matematicas, una eegtraidas,se aplicana las
ciencias economicas sin «contaminarse» por elts gue ello suponga ningan cambio
relevante ni para las matematicas ni para la pnudtiea econémica a cuyo estudio
contribuyen. Se supone que las mateméticas y laoetia tienen una existencia y un
desarrollo independientdsa actividad de modelizacidon se entiende asi conaonera
«aplicacién»del conocimiento matematico previamente constroiden los casos mas
extremos, como una simple «ejemplificacion» del dsdas herramientas matematicas
a ciertos sistemas econémicos que, en ocasionesnstuyen artificialmente para que

se ajusten a la utilizacion de las herramientagmaticas que se quieren aplicar.
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Q4 ¢Qué condiciones se requieren y qué restriccion@isulian que el estudi
universitario de las matematicas en las institue®mesponsables de la ensefianza de
las ciencias econOmicas y empresariales se orgaseitetorno a la modelizacio

matematica de sistemas econémicos?

Qa1 ¢ Existen dispositivos didacticos capaces de pitasida vida normal de
la modelizacion matematica de sistemas econdmicesyresariales en las
instituciones universitarias correspondientes?

Q42: ¢, Quécondicionesse deberian instaurar para que fuese posiblerantizy
modelizacidon matematica de forma normalizada eratdsales sistemas de
ensefianza universitarios de ciencias economicasmpresariales? En
particular, ¢qué infraestructura didactica se requiere para que la
modelizacién matematica ocupe el nucleo del prodesestudio universitario
de las matematicas en ciencias econdmicas y enigitesa

Qu3: ¢ Quérestriccioneddificultan y hasta impiden la vida de la modelipac
matematica de sistemas econdmicos en la ensefiaiaasitaria? ¢En qué
niveles de la escala de codeterminacion didactiea sglan estas
restricciones? ¢En cuales de estos niveles seapadtiiar para atenuar o
superar estas restricciones? En particular, ¢conmdei el modelo
epistemoldgico dominante y la relacion que estepymoa entre las
matematicas y las ciencias econémicas y empresariah la forma de
organizar la enseflanza de la modelizacion mateanéticlas instituciones
docentes universitarias? ¢De qué manera el moaelagpgico dominante
puede dificultar la vida normalizada de la modeiiaga matematica en las

instituciones docentes en cuestion?

Este conjunto de cuestiones puede considerarse aomdormulacién genérica de la
dimension ecoldgicdel problema didactico de la modelizacion matera&tic el caso
de la enseflanza universitaria de las ciencias aetoaé y empresariales. Las cuestiones
que forman parte de esta dimension del problematitoyen la problemética en torno
al por qué la relacion institucional a la modelizacion matematiea la institucion
didactica que estamos considerando es como es gajuiciones se requeririan para

modificarla en una direccién determinada dentraudélerso de lo posible.
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Uno de los principios basicos del estudio realizpdola TAD de esta problematica
ecologica puede formularse diciendo que las caiatitms de las praxeologias
matematicas escolares y de la forma de organizaessudio en una institucion
determinada no pueden cambiarse como consecuetisiga de lavoluntad ni de la
formacion de los agentes de las institucioeeguestion, sean estos profesores, autores
de cualquier tipo de materiales escolares o awatdesl educativas. En particular, las
condiciones que la TAD propugna para hacer viahlenbdelizacion matemética no

pueden imponerse de manera purameolgntarista(Barquero 2009).

Aparece asi una problematieeoldgicade la ensefianza de la modelizacion matematica,
esto es, el estudio de las restricciones que H#dicly las condiciones que se requieren
para la integracién de la modelizacion matematicawestros sistemas de ensefianza.
Para llevar a cabo este analisis deedalogia de la modelizacion matematica en los
sistemas didacticodeben utilizarse diversos materiales empiricosocgror ejemplo,

los manuales, los textos oficiales, las actividagkolares y las respuestas de alumnos
y profesores a determinados cuestionarios. Estalieer ampliar el espacio
institucional reservaddradicionalmente a la didactica de las matematjcat del

disefio y andlisis de actividades docentes en al aul

A partir de la investigacion llevada a cabo por tBeBarquero (2009) sobre la

integracion de los REI en un primer curso univargitde matematicas para las ciencias
experimentales, y teniendo en cuenta la proximilade los dos tipos de estudio asi
como la especificidad de la relaciéon de las matieasitpara la economia y empresa,

podemos avanzar las siguientes conjeturas:

Conjetura 4.1. Funcion de los recorridos de estudio e investigac(®EI) para
integrar la modelizacion matematica en las insiibnes universitarias de ensefianza de

ciencias economicas y empresariales.

Los REI resultan ser un dispositivo didactico apdp para facilitar la integracion de

la modelizacion matematica en los estudios unitaies de economia y empresa.

Conjetura 4.2. Viabilidad de los recorridos de estudio e investiga (REI) en las

instituciones universitarias de ensefianza de cé&neconomicas y empresariales.
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C4.2.1.Para que los REI como dispositivo didactico se podtkvar a cabo de forma
normalizada en los estudios universitarios y pexmi& integracién de la modelizacion
matematica en dichos estudios, no deben organidargderma aislada respecto de las
asignaturas o materiales que conforman los estu@ioando los REI constituyen el
nacleo en torno al cual se organizan los contenidestividades de las materias o
asignaturas, incluyendo el proceso de evaluacionlade mismas, entonces su
funcionamiento es mas adecuado y su «rendimiemtagreninos de integracion de la
modelizacion matematica es mayor.

C4.2.2. Los REI requieren la elaboracion especifica de osedesarrollos o
reorganizaciones de los contenidos matematicosfiadee en torno a cuestiones
problematicas suficientemente generativas, y efespondiente mapa de «posibles
recorridos» para orientar su gestion didacticaeEambito de la economia y empresa,
existen cuestiones generativas cuyo mapa de pssiblpuestas recubre la practica
totalidad de los programas de matematicas de omepiGurso universitario.

C4.2.3.Para que los REI puedan ser viables como dispogiitlactico normalizado, se
requieren cambios importantes en los contratosctiods y pedagdgicos universitarios
actuales. Es posible actualmente introducir nué®asicas didacticas que favorezcan
estos cambios al facilitar que alumnos y profesasesnan nuevas responsabilidades en
la gestion del proceso de estudio, asi como nudéwamas de compartir estas

responsabilidades.

Conjetura 4.3. Restricciones que inciden sobre la ecologia de ladatizacion
matematica en las instituciones universitarias deeéianza de ciencias economicas y

empresariales.

C4.3.1. Si nos situamos en el nivel de thsciplina ensefiladaen este caso las
matematicas, la principal restriccion a la impletaeidon de los REI la constituye la
ausencia de una infraestructuranatematica apropiada y, en particular, la
preponderancia de la organizacion conceptualisia deatematica ensefiada, que pone
mas énfasis en las nociones y légica interna denktematicas que en los problemas
gue estas permiten resolver.

C4.3.2.En el nivel de laorganizacion didacticauniversitaria tradicional, los modelos

didacticos dominantes basados en el «teoricismabxtecnicismo» dificultan situar las
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cuestiones problematicas generadoras de los Rélmicleo del programa de estudios,
especialmente aquellas que surgen en el ambit emhomia y empresa.

C4.3.3.0tra restriccion importante a este nivel eadaenciade dispositivos didacticos
tradicionales en los que se fomenten aspectos detiladad matematica esenciales en
los REI: trabajo en grupo, formulacion de problemasdaccion de informes,
presentacion oral de resultados, busqueda de iafiddm, contraste empirico de
conjeturas, planificacion del trabajo, resoluci@épdoblemas durante un periodo largo
de tiempo (semanas 0 meses).

C4.3.4.En el nivel de laorganizacion pedagoégicaniversitaria, el paradigma de la
«visita de las obras» (en contraposicion al deksttanamiento del mundo») junto con
la epistemologia dominante del «aplicacionismowuerdfan la estructura estandar de los
programas como una secuencia de temas para esyudifcultan su evolucion hacia

un conjunto de cuestiones para responder.

5. Metodologia de la investigacion

Es bien sabido que la metodologia de cualquier stipacion esta fuertemente
condicionada por el marco teérico que se utiliza [s@leccionar y analizar los hechos
empiricos que se toman en consideracion, pararoariss problemas que se abordan y
para formular las respuestas que el proceso dstigaeion permite obtener. Dado que
el presente trabajo se inscribe en el marco dedeat antropologica de lo didactico
(TAD), la metodologia de investigacion que a camion detallaremos en relacion a
las cuatro lineas de cuestionamiento que confomuastro problema de investigacion,
si bien se encuentra enmarcada dentro del domidi® amplio de la investigacion
educativa, tiene unos rasgos particulares propgosirdenfoque que, tras 30 afos de
existencia, ha ido construyendo y depurando sysgsanstrumentos metodoldgicos.

En particular, la metodologia de investigacion pgregone y utiliza una teoria cientifica
descansa, en ultima instancia, en los postuladsisdso asunciones de dicha teoria. En
el caso de la TAD, la metodologia de investigadi@e ser coherente, entre otras
cosas, con la forma particular de interpretar latematicas (enodelo epistemoldgico
general de las matematicas) y la manera de consideraroekepo de estudio de las
mismas (elmodelo didactico generplque propone dicha teoria de forma explicita,

modelo que, como hemos visto, se formula en témnide praxeologias u
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organizaciones matematicas y didacti¢g@hevallard 1999, 2005b, 2007). Surgen dos
consecuencias importantes en relacion a la metgi@otte la investigacion. La primera
es la necesidad de constroiodelos epistemolégicos de referen@®#ER) propios para
analizar los procesos de ensefianza y aprendizagntienidos concretos y, mas alla del
sistema escolar, interpretar Ipsocesos de transposicion didactipara entender las
transformaciones que sufren los contenidos quasefian. La segunda corresponde a
la utilizacion delesquema herbartiano losrecorridos de estudio e investigacifREI)
como modelo didactico general para la descrip@éalisis y desarrollo de los procesos
de ensefanza y aprendizaje. Estos principios gesesan los que se han aplicado en
este trabajo de investigacion, considerando en casla diferentes tipos de materiales
empiricos como punto de apoyo para el contrastesdeonjeturas avanzadas.

Tanto en el caso del problema de los «cursos darmamentados en la TAD, como en
el de los REI para primer curso de matematicas digirastracion y direccion de
empresas, la metodologia seguida se inscribe ddatim que se conoce en didactica de
las matematicas como langenieria didactica (Artigue 1990, Brousseau 1998,
Margolinaset al. 2011) y, mas especificamente aehlisis clinicode los recorridos de
estudio e investigacion disefiados y experimentadssle la investigacion didactica
(Chevallard 2011). En esta fase, la metodologidiems las siguientes etapas sin
presuponer que estan ordenadas cronolégicamestnédo estricto:

(a) Disefilo matematicoAnalisis a priori basado en el MER contextualizade se
materializa en un mapa de posibteestioney posiblesrespuestagque toman
la forma de organizaciones matematicas) a estagianes, generando nuevas
cuestiones. Es lo que designamos cesgueleto matematico del REI

(b) Disefio didactico Construccion de las posibles secuencias de emzgfia
concrecién de los dispositivos de estudio (mediosespuestas disponibles,
formulacién de la cuestién inicial, organizacion lde grupos de estudiantes,
reparto de roles) y prevision aeitputspor parte del grupo de alumnos. Es lo
que designamos conooganizacion didactica a priori.

(c) Experimentacion y observacion clinidaesarrollo efectivo del REI en el aula,
gestionado por un profesor y, siempre que sea lposibn la presencia de un
investigador-observador. Trabajo cooperativo ragwan el profesor para
consensuar la toma de decisiones y la gestion eeosudispositivos de estudio,

Si es preciso.
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(d) Seleccion de informacioa partir del diario de sesiones del observadamizs
de los alumnos, material docente, grabacién dedamnes, cuestionario final a
los alumnos, entrevista con los alumnos y entrawsh el profesor.

(e) Analisis y evaluacianAnalisis de la informacion recogida y evaluacidel
proceso en términos de organizaciones matematicaslizadas, momentos
didacticos vividos, rol efectivamente desarrollgdo el profesor y los alumnos
(topogénesis dialéctica de los medios y los media disponilfieesogénesjsy
gestion temporal del procesorgnogénesis Asimismo se evaluara el propio
disefio del REI y su gestidon en el aula en base ad&cuacion entre la
organizacion didactica a priorly los gestos de ayuda al estudio puestos en
practica por el profesor.

() Desarrollo. Revision y optimizacion de la propuesta de REkdma a nuevas
experimentaciones. Entre los criterios de optim@apueden figurar propuestas
de modificacién del MER en el que se sustenta dl RE& lo que designamos

comoorganizacion didactica a posteriori

En general, el problema dedaologia de un proceso didacticontiene las cuestiones
gue indagan cudles son las condiciones que seerequpara que este proceso se
organice y funcione de forma normalizada en unétiucgdn docente y las que se
requeririan para modificarlo en una direccion deteada, asi como las restricciones
que dificultan o incluso impiden determinados camlpotenciales. Para estudiar este
problema es preciso tomar en consideracion lasiagsnes y las condiciones que
emanan de los distintasveles de codeterminacion didactibgados a la organizacion
matematica concreta involucrada en el pro¢€swvallard 2001a, 2002a, 2002b). En el
caso particular que nos ocupa, el analisis ecadddgclos REI se centrara en los grandes
tipos de restricciones que operan principalmentdres niveles de codeterminacion
didactica: el de ldisciplina, el de lapedagogiay el de laescuela Los resultados
parciales obtenidos hasta el momento (Barquero)2€@an a relucir aspectos de las
organizaciones pedagogicas, escolares e inclusaleocue la investigacion didactica
no suele cuestionar pero que se revelan como venaRobstaculos para el desarrollo

de procesos de estudio funcionales.

La metodologia que se ha de llevar a cabo parariaiegar este analisis ecologico en

una institucién determinada esta muy ligada a B @unevallard (2011) designa como el
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analisis clinico de lo didacticdeste analisis, basado en las técnicas cualitatieas
investigacion educativa, pretende, por una patisewar los hechos didacticos que se
producen en los sistemas docentes existentes damiote su funcionamiento habitual
(Schubauer-Leoni & Leutenegger 2002) como cuandotssducen cambios didacticos
controlados, asi como explicar la viabilidad dehds&ccambios. Se trata de un problema
muy nuevo en didactica de las matematicas parauelhgbra que elaborar nuevas
metodologias de estudio partiendo de los resultpdmsgos ya obtenidos por Wozniak
(2005), Barquero (2009) y Ruiz-Munzoén (2010).

En lo que se refiere al ambito empirico en el qoe hasamos para formular los
problemas y contrastar las conjeturas avanzaddabla siguiente resume el material

utilizado para cada una de las cuestiones abordadas

CUESTION MATERIAL EMPIRICO TIPO DE ANALISIS

- Programas de los cursos Analisis clinico de dos casos:

1. Cursos propedéuticos . - i itari
Q 0S prop - Material profesor Escugla universitaria de
«espontaneos» en las . Estudios Empresariales (UAB
- Material alumnos

universidades espafiolas L - Facultad de Ciencias (UAB)
- Observacion de clases

Ingenieria didactica: disefio,
experimentacion, analisis,
evaluacion y desarrollo de cursog
basados en un MER sobre la
modelizacion funcional.

- Material profesor

Q2. Cursos propedéuticos - Material alumnos
fundamentados en la TAD - Diario de sesiones

- Cuestionario a alumnos

- Programas de los cursos
Q3. Ensefanza de las - Libros de texto
matematicas en primeros cursd universitarios

universitarios de economiay | - Examenes 1r curso carrera
empresa - Exadmenes selectividad

Analisis transpositivo de los
programas, libros de texto y
examenes de primer curso

universitario de economia y
empresa, y del bachillerato social.

)

- Material profesor

- Material alumnos Disefio, experimentacion, analisis,
Q4. Funcién y ecologia de los | - Diario de sesiones evaluacion y desarrollo de REI
REI - Cuestionario a alumnos implementados durante 6 cursog

- Entrevistas a alumnos académicos consecutivos.

- Entrevista a la profesora

De forma global, podemos considerar que el tratlajinvestigacion que presentamos
se basa fundamentalmente en un estudio de casoogwsponde a la respuesta que
aporta al problema de la ensefianza universitaridagematematicas en ciencias
econdmicas y empresariales IQS School of Managecheante los cursos académicos
2006/07 hasta 2010/11. Se asumen por tanto lascoomes en las que se sitla este
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centro de formacion, algunas particulares debidas earacteristicas propias del centro
(su localizacién, el pertenecer a una universidada@a, el contar entre su equipo
docente a investigadores en didactica de las mét@maetc.), otras mas generales
propias de la ensefianza universitaria espafnolalafilanes de estudio, normativas
legales, etc.) y de la ensefianza universitaria iencias de la administracion

(epistemologia dominante tanto de las matematica® ale las ciencias econdémicas y
empresariales, pedagogia universitaria tradiciorst.). Una vez fijadas estas
condiciones, la investigacion explora los margedeslibertad que ofrece para la
experimentacion de nuevas organizaciones didactjocasrompen con la ensefianza
tradicional de las matematicas en este nivel etucay permiten analizar la

potencialidad de losecorridos de estudio e investigacioomo dispositivos viables y

apropiados para una enseflanza funcional de lasm@atitas entendidas como una
herramienta de modelizacion de situaciones ecora@mnjiempresariales, al tiempo que
permite estudiar las restricciones que afectan tasesuevos dispositivos y que

conjeturamos poseen un alcance general.
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Capitulo 2. La ensefianza de las matematicas paraslaiencias
econdmicas y sociales en Espafia

1. Las matematicas en la economia

En este segundo capitulo analizaremos las matemdajite se ensefian actualmente en
un primer curso universitario de economia y empeesdas universidades espariolas,

con el objetivo de construir una base empirica parpezar a responder la cuestign Q

Qs: ¢ Qué papel juegan y cudl podrian jugar las matecatien los primeros cursQs

universitarios de economia y empresa?

Qs31: ¢ Cual es el modelo epistemologico de las mateasgatdominante en las
instituciones escolares responsables de la ensefamyersitaria de las
ciencias econOmicas? En particular, ¢cémo se netary como se describe
en dichas instituciones la relaciéon de las matemasitcon la economia y la
empresa?

Q32 ¢ Qué matematicas se ensefian en los primerossaumsgersitarios de
economia y empresa y qué relacién tienen con la®mddicas que se
ensefan en el bachillerato?

Q33 ¢ Qué papel juega hlaodelizacion matemética de sistemas econdémicos
en la forma de interpretar la relacion entre lasematicas y la economia y
como se plasma en la ensefianza universitariassdaelacias econdémicas y

empresariales?
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Este andlisis no puede obviar un gran nimero @eragantes relativos a la funcioén y
pertinencia de la formacién matematica de los Gg@conomistas o empresarios: ¢ Qué
contenidos matematicos se consideran necesarios estudios de economia o AE

¢ Con qué criterios se realiza esta seleccion? loogegidos seleccionados, ¢qué
relacion tienen con la economia? ¢COmo se estabitaerelacion? Y quizas el mas

relevante: ¢ Es necesario ensefiar matematicas esrtagas de economia?

Creemos también adecuado plantearnos si la formaoi@tematica con la que los
futuros economistas llegan a la universidad eplapada. Eso nos va a hacer ampliar
nuestro estudio para incluir también el bachilleréd cual abrira otros interrogantes,
como por ejemplo, ¢ el curriculum de la asignalaéematicas aplicadas a las ciencias
sociales es el adecuado para la formacion de los futwwoea@nistas?, ¢como se decide
dicho curriculum?, ¢estdn mejor preparados —maiesn@nte— aquellos alumnos
gue acceden a los grados de economia cursandaglaatasa deMatematicasdel
bachillerato cientifico y tecnoldgico?, y si es,agfué sentido tiene hacer una

separacion de modalidades en el bachillerato?

Para dar respuesta a tantos interrogantes, no @sdémitar nuestra mirada a la
situacion actual, sino que debemos retrotraerngtahas primeras relaciones entre
matematicas y ciencias econdémicas e ir siguiendoeluentros y desencuentros a
través de su evolucion historica, ya que ello nesngtira responder a alguno de los
interrogantesque nos hemos planteado. Para ello, deberemosnginar en aspectos

matematicos y, simultdaneamente, en el ambito ecmadm

1.1. Breve incursion en la historia de las matemdtas en la economia

Sin pretender hacer un estudio exhaustivo, nospaetevante situar los origenes de la
presencia de las matematicas en la economia cabjelivo de hacer un analisis

transpositivo de dicho papel, ya que ello nos p@dnéntender la situacion académica
actual. Para dar cuenta del porqué los alumnoshdedi®ocer ciertas matematicas y no

" En lo que sigue, consideraremos de forma indisehpapel de las matematicas en economia y en ADiqjue la
economia y las ciencias de la administracion sedsetemente distintas, las consideraremos simsilam®e su
relacion con las matematicas.
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otras, analizaremos qué matematicas han ido coafai las bases de la teoria

econdmica actual.

La obra de Adam SmittAn inquiry into the nature of the wealth of nasgtraducida al
castellano coma.a rigueza de las nacionggublicada en 1776, representa el primer
gran trabajo de economia politica clasica y lihexdlizo elevar a la categoria de «padre
de la economia» a este gran pensador escocés. @icha&s una sintesis original de un
gran numero de elementos preexistentes en el parganecondmico anterior. Pero lo
gue la hace pionera es el hecho que en ella ssabah, por primera vez, los principios
de investigacion cientifica, en un intento de canistuna ciencia autbnoma sobre los
hechos econdmicos. La formacion inicial de Smithear el ambito de la filosofia —fue
profesor de légica en la Universidad de Glasgowerp gon una gran admiracion hacia

las matematicas.

Contemporaneamente, otros pensadores ayudaromtarates bases de esta ciencia
econdmica incipiente, entre ellos, Thomas MalthuBayid Ricardo, cuyos trabajos
sobre economia también introducian componentesnmatites. Pero tenemos que
esperar casi un siglo para encontrar las primetasiones explicitas entre la economia
y las matematicas. Asi, podriamos situar el origendicha relacion en la obra del
matematico francés Antoine Augustine Cournlots Recherches sur les principes
mathématiques de la théorie des richesgedblicada en 1838. La ambicién de dicho
autor fue la de elaborar una ciencia social comiema dignidad epistemoldégica, el
mismo rigor y la misma certeza que las cienciaaaturaleza tenian en ese momento
(Artaud 1993). Su principal aportacion fue la fotawion de la Ley de la Demanda. El

trabajo de Cournot inaugura lo que se llamara aréle taeconomia matematica

En 1874, Ledn Walras publidadléments d’@conomie Politique Pure ou Théorie de la
Richesse Socialen la cual encontramos la primera formulacioresigitica de la teoria
matematica del equilibrio econémico general, lo pelnite a la economia acceder a un

estatus auténticamente cientifico.

A partir de la segunda guerra mundial, la materaeitin de la economia se hizo mas
evidente, con la aparicion de multiples trabajosodeeconomistas mas relevantes del
siglo veinte, como por ejempldalue and Capitalde Hicks (1939)Foundations of

Economic Analyside Samuelson (1947)he Pure Theory of the structure of functional
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relationshipsde Leontief (1947)Equilibrium points in n-person gameg Nash (1950),
Theory of Valuesle Debreu (1959), todos ellos reconocidos conreinm Nobel en

economia.

En la actualidad nadie cuestiona que las matensatmastituyan el lenguaje de la teoria
econdmica. Sin ir mas lejos, una de las universisladas reconocidas y prestigiosas a
nivel mundial en el campo de la economia —que euent su historia con mas de
ochenta premios Nobel entre sus estudiantes ygmas—, la University of Chicago,
pone como requisito para cursar estudios de dalmoesm el area d&lanagement
Science/Operations Managemdrdber cursado al menos dos afios de matematicas a

nivel de primer ciclo universitarfo

1.2. La situacion actual y el movimiento «post-augta»

Si nos centramos en la economia contemporaneapdemms encontrar ningun sector
de dicha ciencia que no contenga un minimo contemdtematico. Podemos incluso
decir que, hasta cierto punto, en muchos sectdreaber econémico se fabrica con
matematicas. Sin embargo, es importante obseneelqoapel de las matematicas en la
economia suscita desavenencias entre los propam®istas, no sbélo dentro de la
comunidad cientifica sino también en el mundo ateci® Uno de los casos con mas
repercusion a nivel mediatico tuvo lugar en Framriael afio 2000, donde més de un
millar de estudiantes de ciencias econdmicas dersbhe centros universitarios de Paris
hicieron publico un manifiesto contra «la ensefiadeauna economia imaginaria,
demasiado despegada de la realidad», dando origant@enominaddvovimiento
post-autista en contraposicion al encierro tedrico en el qremsidera que viven los

economistas convencionales y ortodoxos.

El manifiesto original, del cual presentamos ladiion realizada por el mismo

movimientd, se articula en torno a cuatro puntos que se detalntinuacion:

8http://www.chicagobooth.edu/phd/docs/quidebook2@Pfinal.pdf

9 http://www.autisme-economie.org/article148.html
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1) jSalgamos de los mundos imaginarios!

La mayor parte de nosotros ha escogido la formaeidonomica con el fin de adquirir una
comprension profunda de los fendmenos econdmidos auales el ciudadano de hoy en dia se
encuentra confrontado. Ahora bien, la ensefianzzotab es expuesta, es decir en la mayor parte
de los casos, la teoria neoclasica o enfoquesadiersvno corresponde generalmente a esa espera.
En efecto, si la teoria se separa de manera legagmun primer momento de las contingencias,
raramente efectla el necesario regreso a los helzhgmrte empirica (historia de los hechos,
funcionamiento de las instituciones, estudio de domportamientos o de la estrategia de los
actores,...) es casi inexistente. Por lo demas,deséase de la ensefianza en relaciéon a las
realidades concretas plantea necesariamente ufepralile adaptaciéon para los que desean ser
Utiles a los actores econdémicos y sociales.

2) iNo al uso descontrolado de las matematicas!

El uso instrumental de las matematicas parece agoedero el recurso a la formalizacion
matematica, cuando ya no es un instrumento sinesguenvierte en un fin en si mismo, conduce
a una verdadera esquizofrenia en relacién al muealo En ese sentido, la formalizacion permite
construir facilmente ejercicios, «hacer trabajaodeios en los cuales lo importante es encontrar
«el buen» resultado (es decir el resultado légitaetacion con las hipotesis de partida) para
poder entregar un buen examen. Esto facilita ldiczdion y la seleccidén, con una cobertura de
cientificidad, pero no responde jamas a las cusssioque nos planteamos sobre los debates
econdémicos contemporaneos.

3) jPor un pluralismo de enfoques en economia!

Muchas veces el curso magistral no deja lugarreflaxion. Entre todos los enfoques presentes,
generalmente se nos presenta solo uno, el cual siggestamente explicar todo segun un
procedimiento puramente axiomatico, como si saraatle LA verdad econdmica. Nosotros no
aceptamos ese dogmatismo. Queremos un pluralisregpdieaciones, adaptado a la complejidad
de los objetos y a la incertidumbre que domina &yan parte de las grandes cuestiones en
economia (desempleo, desigualdades, lugar de hamzfs, ventajas y desventajas del libre
cambio, etc.)

4) Llamado a los profesores: jdespiértense antesielsea demasiado tarde!

Sabemos muy bien que nuestros profesores est& relkmos sujetos a ciertas restricciones.
Pedimos, sin embargo, el apoyo de todos los quemamden nuestras reivindicaciones y que
desean un cambio. Si este no se realiza rapidapenggande el riesgo de que los estudiantes que
ya han iniciado un movimiento de retirada desentasivamente de una formacion que ya no es
interesante, ya que se encuentra cortada de ldgladss y de los debates del mundo
contemporaneo.

Esta carta abierta fue lanzada a finales de maly@0f® y a principios de julio de ese

mismo afio mas de medio millar de estudiantes @adiatura y doctorado franceses la
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habian firmado, transcendiendo incluso a nivel geoaHamburgo, Florencia, Londres

0 Barcelona, entre otras ciudades).

Un grupo de profesores franceses secundaron efiesinide los estudiantes, y entre

sus reflexiones, encontramos las siguiéfites

[...] Reconaocer la existencia y el papel de los pgrads no debe servir como justificacion para
elevar murallas entre unos y otros, incuestionatiesle fuera. Las ideas se deben confrontar y
discutir. Pero no se puede hacer sobre la baseae&epresentacion «natural» o inmediata. No
podemos, ni debemos, evitar el uso de las herréasiegstadisticas y econométricas. Pero la
evaluacion critica de un modelo no debe abordaesdeduna base exclusivamente cuantitativa.
Toda ley econémica o teorema debe ser siempre aalpor su relevancia y validez en el
contexto en el que se aplica, sin importar cuaoroiga sea desde el punto de vista formal o
elevado su ajuste estadistico. También se deben ¢éencuenta las instituciones, la historia, las
realidades ambientales y geopoliticas, las estestede los actores y de los grupos, las
dimensiones socioldgicas, incluyendo las relaciategénero, asi como un mayor nimero de
asuntos epistemolégicos. Sin embargo, estas dior@wside la economia son cruelmente omitidas
en la educacién de nuestros estudiantes.

La situacion se podria mejorar introduciendo cuespecializados. Pero no es tanto un problema
de afiadir nuevas asignaturas, sino de unir lasediies areas de conocimiento en un mismo
programa educativo.

[...] El hecho de que en la mayoria de los casosdefanza que se oferta esté limitada a las tesis
neoclasicas es cuestionable también desde el pentista ético. De esta manera los estudiantes
tienden a mantener, no solo la falsa creencia delgueoria neoclasica es la Unica corriente
cientifica, sino también que «ciencia» es s6lo wrblema de axiomas y/o de modelizacion
formalizada.

Junto con los estudiantes, denunciamos la uni@vey abusiva que habitualmente se hace entre
ciencia y el uso de las matematicas. El debateesebestatus cientifico de las matematicas no
puede estar limitado al uso de las matematicahiedbo, limitar el debate a esos términos implica
diluir a las personas y, practicamente, evita quelanten los problemas reales y los asuntos de
gran importancia. Estos incluyen cuestionar el tobjela naturaleza de la modelizacion en si
misma y reconsiderar como la economia se pueddgiediacia una exploracion de la realidad y
alejarse de su objetivo actual basado en la reésolaie problemas imaginarios.

Dos puntos fundamentales en la educacién univaesitdeberian ser la diversidad de la
licenciatura y la formacion critica del estudiar®ero bajo el régimen neoclasico ninguno de los
dos es posible, y a menudo el segundo punto eszadb explicitamente. La insistencia en el
formalismo matematico implica que la mayoria defés®menos econdmicos se encuentren fuera
de los limites tanto para la investigacién comaparcurriculo en economia. La indefendibilidad
de estas restricciones significa que la existedeigpensamiento critico entre los estudiantes se
considera una grave amenaza. En las sociedades tibmo la nuestra, esto es inaceptable.

10 http://www.economiacritica.net/?page_id=39
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La critica sobre el uso desmesurado de las matamajue aparece en el documento
elaborado por los estudiantes post-autistas pquhfacer, en una primera lectura,
pertinente. De hecho, si ninguna de las asignatirascursaran a lo largo de la carrera
las incorporan, creemos que tienen razén en susrds. Coincidimos con dicho

movimiento en que de nada sirve estudiar conceptaematicos avanzados si en

ninglin momento de sus estudios se hace aplicacaomica alguna.

La principal laguna que encontramos en esta ranaen consiste en la ausencia de
una propuesta de cambio cualitativo en la relaeidine las matematicas y la ciencia
econdmica. Después de criticar, con razén, el eséodmalismo matematico de forma

descontrolada, echamos en falta una propuesta geeldos estudiantes y, sobre todo
los profesores, consideran como un «uso razonaeéas matematicas en las ciencias

econdmicas.

2. Las matematicas en los estudios de ciencias e@icas en Espafia

Una vez analizada muy brevemente la evolucion tistode la relacion entre
matematicas y economia, en este apartado nos reentrs en la relacion de ambas a
nivel universitario del caso particular espafolpemando por los origenes académicos

de dichos estudios y recorriendo su evolucién Hasaatualidad.

2.1. Los inicios

Desde finales del siglo diecinueve, muchas vocestrés espafiolas defendian la
implantacion de estudios econdmicos a nivel unitais en Espafia como ya se estaba
realizando en muchos otros paises. Pero no es élaai® 1943 cuando se crea en la
Universidad de Madrid la primera Facultad de Ciencias Politicas y Ecdoasn
(Fuentes Quintana 1999).

Las asignaturas que conformaron este primer cwsmii cinco:Mateméticas para
economistas, Introducciébn a la economia, Institne® de derecho privado,
Introduccion a la filosofia y Geografia econdmidé nos ha sido posible encontrar el

programa de la asignatura de matematicas de esterpurso, pero a través del fondo

11 Actual Universidad Complutense de Madrid.
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bibliotecario de la Universidad Complutense de Mhdremos podido acceder al
programa utilizado a partir del curso 48/49, queresponde al indice del libro
Matematica para Economistas — Curso general de Mat&as con aplicaciones a la
Economia,del catedratico de Matematica Financiera de lavéfsidad de Madrid,
Angel Vegas Pérez (1948).

En el indice encontramos veinte capitulos, qudldetas a continuacion:

l. Introduccion: Método matemético. Definiciones madtioas. Teoremas.
Demostracion matematica.

1. Teoria de nimeros y magnitudes: Magnitudes escalliemeros reales.

M. Magnitudes vectoriales: Vectores. Operaciomes vectores. Numeros complejos.
Operaciones.

V. Andlisis combinatorio: Analisis combinatoriDeterminantes

V. Sistemas de ecuaciones lineales: Ecuaciondiagnes de los determinantes a los
sistemas de ecuaciones lineales.

VI. Teoria de limites: limite de sucesiones de eros reales.

VII. Sistemas de representacion.

VIIl.  Teoria de funciones: Funciones de una vdeiabunciones continuas.

IX. Célculo diferencial: Derivaciones de funcionde una sola variable. Derivacion

logaritmica. Aplicaciones a la teoria econdémica.

X. Aplicacion del céalculo diferencial a la variénide funciones — Maximos y Minimos.
XI. Derivacion sucesiva. Formulas de Mac-Laurihaylor.
XII. Teoria en series: series en general. Seriestédminos positivos. Criterios de

convergencia. Series alternadas.

Xlll.  Series funcionales. Series de potencias.abefio en serie.

XIV.  Funciones racionales.

XV. Investigacion de los ceros de una funcionamal entera de coeficientes reales.

XVI.  Geometria analitica plana: Ecuaciones detda. Tangente a una curva.

XVII.  Conicas. Forma cuadratica ternaria.

XVIII.  Construccion de una curva.

XIX.  Célculo integral: Conceptos fundamentalesicGié de las integrales de funciones
racionales, irracionales y transcendentes de utiable.

XX. Aplicaciones a la teoria econdmica: Aplica@snde las funciones a la teoria
econdémica. Funciones econométricas.

Hasta el final del tercer capitulo se trata de amunal estrictamente matematico tratado
—como afirma el mismo autor en el prélogo— conmalyor rigor posible, convencido
de que la aplicacion de las matematicas a la ipaEsén econdémica exige un
establecimiento claro de conceptos». En este dapincontramos la siguiente

observacion:
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La vida real nos presenta la necesidad de emp#samiagnitudes concretas, de operar con
cantidades que nos representan objetos o seresvelsad 6rdenes, y asi surgen los ndmeros
concretos representandonos longitudes, volumersssp velocidades, capitales, intereses, etc.,
etc. La Mecanica, la Fisica en general, la CieBciandmica, tienen necesidad de su utilizacién.

Tenemos que ir varios capitulos mas adelante pacan&rar la primera referencia
concreta a las aplicaciones de las matematicas@romia, concretamente el noveno.
En él, dentro del apartado de aplicaciones de favat, el autor introduce los
conceptos ddanto instantdneo de capitalizacidéne grado de marginalidady de
elasticidad concluyendo con un apartado que lladplicaciones a la economia.
Elasticidad de la demanda

En otros capitulos encontramos algunas referereiasdmicas, por ejemplo, en el
décimo el autor introducbeneficio maximo en el monopglicoste unitario minimo
valor actual maximg grado de utilidad marginalel doceavo concluye con el apartado
Aplicaciones a la economia: Rentas perpetyas treceavo concluye con el apartado
Aplicaciones a la teoria de tantos equivalentesaj@talizacion en elXVI encontramos

el apartaddplicaciones a la teoria economigaen elXVIl se explica eProblema de
Schneider

Pero donde realmente este libro marca la diferenom un manual estrictamente
matematico es en el ultimo capitulo en el que &igum tratamiento matematico de las
mas importantes funciones econdmicas. Asi por d@ nmge introducenfunciones
marginalesy medios relacion entre lduncién marginaly la funcion mediafunciones
de indiferenciarazén marginal de sustitucigpunto de equilibrip curvas de Engel
curva de EdgewortHuncién de produccigrfuncién de coste de produccidonciones
de utilidad funciones de oferta y demandanciones de ingresdunciones de gasto
ecuaciones del mercadononopolio bilateral curva de la concentracigncurva
logistica la teoria de la ocupacioy el «multiplicadors, expansion y contraccion del

crédito bancarioo, ladindmica de inflacién

Como veremos mas detalladamente en el préximoaajmarta mayoria de los temas que
aparecen en este programa han ido desaparecienttts ggogramas universitarios

actuales, seguramente debido a que siempre sentedprofrecer las herramientas «por
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si luego se necesitan», en vez de explicar losdgsaproblemas econémicos y ver con
qgue herramientas se solucionan. Al situar las mes econdémicas al final de los

temas, como una mera aplicacion, l6gicamente pgrtero que se suprime.

2.2. La situacion actual

Si bien en los diez primeros afios desde su comigsolmoexistia una facultad en toda
Espafa donde se pudieran cursar estudios de eapnoom el paso de los afos fue
aumentando la demanda de dichos estudios, lo queitigeir abriendo facultades en

todo el territorio espafiol hasta superar las setaatuales, siendo uno de los ambitos

mas demandados por los estudiantes de nuevo ingreso

Los estudios de economia han sufrido varias referamversitarias desde su inicio.
Nosotros nos centraremos en la situacion actualaesual el sistema universitario
espafiol se encuentra integrado en el nuevo Espatcmpeo de Educacion Superior;
mas concretamente analizaremos la asignatura dema@tas de primer curso de
cualquiera de los grados en el ambito de la ecamdadministracion y direccion de
empresas, economia, empresariales, contabilidadayzas, etc.). Para ello, hemos
seleccionado una amplia muestra de universidadesfies® y hemos revisado los
programas que aparecen publicados en las respepaginas web de las universidades,
con la intencion de valorar los contenidos, las metencias y la bibliografia

recomendada. En el anexo 2.1 se indican las dimeeside cada uno de ellos.

2.2.1 Los programas oficiales

Si consideramos la asignatura de matematicas gheloéé —sin tener en cuenta las
diferentes divisiones que sufre por pertenecer aricuestres diferent€s—, hemos
podido constatar a partir de los programas quepritagiamente, los contenidos de las
asignaturas de matematicas son muy parecidosdelos curso estandar de cualquier
carrera cientific. La norma general parece apuntar a la divisi6tadeateria en tres
bloques teméticos. Uno corresponde al estudio medoes reales en una variable real,

12 Alcald de Henares, Alfonso X el Sabio, Almedaiténoma de Barcelona, Autbnoma de Madrid, Barcelona,
Carlos Ill, Complutense de Madrid, Europea de MadBidpna, Granada, Huelva, Internacional de Catalufééda,
Oberta de Catalufia, Pompeu Fabra, Rey Juan CarlosnhRantip Rovira i Virgili y UNED.

13 Hay grados que ofertan una Unica asignaturaadematicas, otros que ofertan dos y otros, treda Bmayoria de
los caso, las matematicas se imparten en el pdorep académico.

14 Este analisis se puede encontrar ampliamerdadiatit en la tesis doctoral de Berta Barquero (2009).
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el segundo al estudio de funciones reales en vagasbles reales y el tercero al
algebra matricial. A continuacién mostramos logefes o temas que se encuentran
mas frecuentemente en los programas analizados:

- Funciones reales en una variable real:
o Conceptos basicos

Limites

Continuidad

Funciones elementales

Derivabilidad

Integracion

O O O O O

- Funciones reales en varias variables reales
o Conceptos basicos

Limites

Continuidad

Curvas de nivel

Diferenciabilidad

Aproximaciones

O O O O O

- Algebra matricial
0 Vectores
Matrices
Formas cuadraticas
Sistemas de ecuaciones lineales
Diagonalizacién

o]
o]
o]
o]
La mayor parte de los programas de grado analizadestra una escasa o inexistente
referencia a las posibles cuestiones econémicaalganos casos se limitan a afiadir al
final de cada tema un apartado de «aplicacionesiéaticas», en otros no hay
referencia alguna, y sélo unos pocos utilizan teafoigia econémica. A continuacion

mostramos en una tabla algunos de estos Gltimoséas

15 Extraidos directamente de las respectivas pagieh (anexo 2.1)
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Universidad CONTENIDO

Matematicas Empresariales — ADE
Tema 3: Algunas funciones de la Economia
Las funciones de demanda y oferta
Equilibrio de un mercado
Las funciones de ingreso, coste y beneficio
Las funciones de coste medio
Lleida Tema 4: Variacién de una funcion. Aplicaciones a I[&conomia
Aplicacion a las funciones econémicas (oferta, detaaingreso, coste, beneficio, etc.)
Marginalismo econémico y elasticidad
Tema 9: El modelo Input-Output de Leontief
Descripcion de una tabla input-output, la matrent#dgica.
Andlisis input-output. El modelo estatico de Leefti

Matematicas Empresariales Il — ADE
Barcelona Tema 2: Funciones Homogéneas
2.3. Aplicaciones econdmicas de las funciones hémeas: los rendimientos a escala

Mateméticas Il — ADE
4.Funciones Homogéneas
Girona 4.4 Elasticidades parciales
4.5 Las funciones de produccién de Cobb-Douglasstieidad de rendimiento.

Matematicas | - ECO
Tema 4. Funcion real de variable real
4.2 Derivada y elasticidad de una funcion

Rovira i
Virgili Matematicas | I- ADE, ECO y CyF
Tema 2. Funciones de varias variables
2.3 Elasticidad parcial
Métodos matematicos para la economia | — ECQ
Tema 7. Derivadas. Andlisis del comportamiento.
7.5 Valoraciones en el comportamiento de las furesecondmicas. Valores marginales. Elasticidades.
Rey Juan
Carlos | Métodos matematicos para la economia Il — ECQ
Tema 5. Ecuaciones diferenciales. Analisis dinamis@ontinuos
5.4 Aplicaciones a los analisis econémicos dinamemmtinuos.
Matematicas empresariales || — ADE, CyF
Alcala Tema 7 Optimizacion
Aplicaciones a modelos econémicos
Matematicas — ECO
p Tema 4. Sistemas de ecuaciones
Almeria

4.3 Sistemas de Leontief (Input-output)

Matematicas — ADE, ECO y CyF
Tema 2. Conceptos basicos sobre funciones de unaiable
2.3 Funciones en economia: oferta, demanda, ingreestes, beneficios, utilidad
Tema 7. Diagonalizacién de matrices por semejanza
7.3 Interpretaciones y aplicaciones econémicas

Matematicas para la economia | — ECO|
Tema 1. Nociones bésicas de funciones de varias iabtes
Funciones de varias variables destacadas en ecanfoméion de utilidad, funcion cuadrética de cestencion de
Granada produccion
Tema 3. Calculo diferencial para funciones de vargvariables. Optimizacion sin restricciones
Aplicaciones a las economias de rendimientos ortse decrecientes y constantes a escala. Aplitexia la
maximizacién de funciones de beneficios y minimizaale funciones de coste.
Tema 4. Calculo integral para funciones de variasariables
Aplicaciones econdmicas: trayectoria temporal ddaator. Célculo de la utilidad neta. Calculo detedente del
consumidor.
Tema 5. Ecuaciones diferenciales ordinarias
Modelos econémicos: modelos clasicos, modelos\gsion y gasto publico.

ADE: Administracion y direccién de empres&§O: EconomiaCyF: Contabilidad y finanzas

Tabla 2.1. Referencias econémicas extraidas degmas de la asignatura de matematicas en grados de
ambito econémico.
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Como B. Barquero (2009) pone en evidencia en ssi destoral, la ideologia imperante
en la ensefianza de las matematicas en las faciltileCiencias Experimentales
(CCEE) es la que podriamos denominar de «aplicadien conocimientos
prestablecidos»: lo primero, y mas importante,pgerader a manipular las herramientas
matematicas y los modelos matematicos (fijadosntienaano) basicos y después ya se
vera como aplicarlos en cada ambito particularaeajo. Los modelos matematicos se
«fabrican» a partir de las nociones, propiedadesoyemas de cada tema y, una vez
construidos, de forma completamente independient clalquier sistema
potencialmente modelizable, se buscan las posdpksaciones de estos modelos que,
por tanto, nunca pueden ser modificados (ni, aumosyeoriginados y construidos) por
las necesidades internas y las posibles evoluciorsspliaciones de los sistemas que

se pretende estudiar.

Esta misma interpretacion se puede extraer deisanéke los programas revisados. De
hecho, s6lo en una pequefia minoria de los progran@mtramos alguna mencion a
las aplicaciones concretas de las matematicas eroleomia. Estos estudios estan muy
lejos de una ensefianza «mixta», término que Y. &kaed utiliza en el sentido de
«buscar el contacto con el mundo, no tener miedezclarse» con otras disciplinas ni,
aun menos, con la «realidad» que estas discipfie@soponen estudiar. A lo sumo, este
mestizaje aparece en algunas actividades practoas) por ejemplo en la asignatura
de Matematicas | de los grados administraciéon y direccion de empresasn
economia en contabilidad y finanzay en empresa y tecnologiale la Universidad

Autonoma de Barcelona, donde encontramos por egempl

Tema 3. Funciones de varias variables. Representanigrafica y curvas de nivel.

Caso practico: Funciones de produccion, funcionesuilidad y funciones de salario.

Funciones Cobb-Douglas, lineales, Leontief y cmgidles.

Tema 6: Teorema de la funcién implicita y teoremaella funcién inversa.

Caso practico: Obtencién de la pendiente de laacder nivel de diversas funciones de
interés en el ambito de la economia y la empregaciEios de estatica comparativa en
diversos modelos econdmicos basicos.

Tema 7: Optimizacion sin restricciones.

Caso practico: Determinacién de extremos y estdéida concavidad y convexidad de
diversas funciones de interés en el &mbito deda@uia y la empresa.

Tema 8: Optimizacion con restricciones de igualdad

Caso practico: Resolucion de diversos problemasptenizacion en el entorno de la

economia y la empresa.
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O en la asignatura de Matematicas |l de los miggnados y misma universidad:

Tema 2. El mundo de las funciones y la economia.

Actividad supervisada: Las funciones como modelositigaciones econdmicas: algunos
ejemplos.

Tema 7: Optimizacion en una variable real.

Actividad supervisada: Resolucion de problemas pémizacion en la economia y la
empresa.

Tema 8: Teoria de la integral.

Actividad supervisada: la integracion en el ambida economia.

Durante laslll Jornadas universitarias de innovacion docenta &latematicas
aplicadas a la economia y la empreagze tuvieron lugar en julio de 2011 en Barcelona,
tuvimos la ocasion de conversar directamente cafegores responsables de las
asignaturas de matematicas en distintos gradosat®mia de diferentes universidades
catalanas sobre sus practicas docentes. En corsaiete el funcionamiento de clases,
destacaremos varios aspectos que tienen que vaigalmente con un cambio en la
organizaciéon. El mas relevante quizas, es el awnsmtiempo que dedican en clase a
la resolucion de ejercicios que previamente sadefcilitado y su posterior resolucion
presencial o en plataformas digitales. Esta a@d/iide realiza en algunos casos de
forma individual pero va en aumento el trabajo ripg. Otro aspecto que observamos
es la importancia del uso del «ejemplo» para intcagcconceptos.

Dos de los principales problemas con los que laxfepores de estos grados en
economia comentan son, por un lado, el bajo nizadl@mico con el que en general los
alumnos llegan a la universidad, incrementandosedsos de alumnos que acceden sin
ni siquiera haber cursado la asignatura de mateasaen el bachillerato. El otro
problema es la aversion de la mayoria de los alsnmagia las matematicas, que las
asocian con ejercicios mecénicos sin espacio ge&icidad y sin ninguna relacion con

la economia.

Finalmente, para concluir con el apartado dedi@aths programas de las asignaturas,
hay que mencionar un nuevo sub-apartado dedico«@ompetencias» —generales y
especificas— que se ha introducido recientememntaocexigencia formal (mas que

funcional) para complementar la descripcion deplogramas.
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En dicho apartado, no encontramos practicamentgunamencion a las matematicas.
Hay alguna excepcion. En algunos programas se owantien el apartado de
competencias especificas que la asignatura de rattesy deberia conducir por
ejemplo a «comprender el lenguaje matematico yrsakgicar diferentes conceptos
basicos a través del mismo» o «afianzar los corienims matematicos previos y
avanzar en nuevos conceptos, métodos y técnicasalisis, profundizando en el rigor,
razonamiento e intuicion». En relacion con el ambi¢ la economia y empresa, solo
aparecen descripciones muy generales, como «afbsarconceptos matematicos

estudiados al planteamiento y resolucion de prosdeacondmicos», entre otros.

Pero en general las matematicas aparecen sepatadaseconomia. De hecho, esta
misma visién aparece en el Libro Blanco de EconofAizeca 2005f, donde las
matematicas figuran como un «conocimiento sopddsi¢o)» al lado de la estadistica

y las tecnologias de proceso de la informacién esguial.

2.2.2 Los libros de texto o de consulta

Otro indicador que hemos querido analizar es ldidgtafia recomendada en los
programas revisados. A continuacion mostramos ilm®d que mas veces hemos
encontrado citados en estos programas, ordenadok fgieecuencia con la que han

aparecido:
Sydsaeter, K. & Hammond, P.J. (199@atematicas para el Analisis Econdmico.
Larson, R. E., Hostetler, R. P. & Edwards, B. HHQ&).Célculo Vol. 1y 2
Chiang, A. C. & Wainwright, K. (2006 Métodos Fundamentales de Economia Matematica
Balbas, A.; Gil, J. A.& Gutiérrez, F. (198%nalisis matematico para la Economia l y II.
Alegre, P.et al (1990)Ejercicios resueltos de Matematicas Empresarialg$ll
Camara, A.; Garrido, R.& Tolmos, P. (200Pyoblemas Resueltos de Matematicas para Economia y
Empresa
Gutiérrez Valdeon, S. & Franco, A. (199K)ateméticas aplicadas a la economia y la empresa
Blanco, S.; Garcia, P. & Pozo del, E. (2002xtematicas Empresariales |. Vol. 1y 2.
Barbolla, R. et al. (2001Dptimizacién. Cuestiones, ejercicios y aplicacioada Economia.
Stewart, J.(2001Calculo de una variabl&ol. 1.
Sanz, P. & Vazquez, F. J. (1996uestiones de célculo

18 http://www.aneca.es/var/media/150292/libroblanconeemia_def.pdfpag 104)
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Como podemos observar, aparecen tanto libros dirsga las matematicas aplicadas a
la economia como libros exclusivamente matemétiSadvo el volumen de Chiang
(2006), el resto de los libros mantiene una esiracbasada en la logica de la
construccion de los conceptos matematicos y nadagdica de los grandes tipos de
problemas econémicos. A modo de ejemplo presentdmsomdices de los dos libros
mas citados en las bibliografias de los programas:

. Introduccién.

. Funciones de una variable: introduccion.
. Polinomios, potencias y exponenciales.

. Célculo diferencial de una variable.

. Mas sobre derivacion.

. Limites, continuidad y series.

. Consecuencias de la continuidad y de la detidalbl
. Funciones exponenciales y logaritmicas.
. Optimizacion en una variable.

10. Integracion.

11. Otros temas de integracion.

12. Algebra lineal: vectores y matrices.

13. Determinantes y matrices inversas.

14. Otros temas de algebra lineal.

15. Funciones de varias variables.

16. Técnicas de estadistica comparativa.
17. Optimizacién en varias variables.

18. Optimizacion restringida.

19. Programacion lineal.

20. Ecuaciones en diferencias.

21. Ecuaciones diferenciales.

O©oo~NOOTh, WNBE

Tabla 2.2. indice del librdviateméticas para el Analisis Econémide Sydsaeter & Hammond

1 Limites y sus propiedades

2 Derivacion

3 Aplicaciones de la derivada

4 Integracion

5 Funciones logaritmica, exponencial y otras fumestrascendentes
6 Ecuaciones diferenciales

7 Aplicaciones de la integral

8 Técnicas de integracion, regla de L’'Hopital egnales impropias
9 Series infinitas

10 Cénicas, ecuaciones paramétricas y coordenataep

11 Vectores y la geometria del espacio

12 Funciones vectoriales

13 Funciones de varias variables

14 Integracién mdltiple

15 Analisis vectorial

Tabla 2.3. indice del libraCalculo Vol 1de Larson & Hostetler
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Como se puede observar ambos libros tienen indic@tares a pesar que el primero
esta dirigido a lagnatematicas aplicadas a la econonyieel segundo es un manual
matematico sin ninguna vinculacion con otra disegpl En un analisis detallado del
primero observamos que ninguno de los conceptogmddicos introducidos viene
motivado por una cuestion econdmica. Es mas, |ksaajpnes econdmicas aparecen
muchas veces como ejemplos mostrativos de lo quecaea de explicar unas pocas
lineas antes y en algun capitulo aparece como alltapartado uno dedicado
exclusivamente a «aplicaciones a la economia».cdalo se lee en el prélogo, «el
propésito de este libro es ayudar a los estudiangekjuirir las habilidades matematicas
gue necesitan para leer los articulos de econorafesntécnicos, al menos, y asi ser
capaces de desempeiiar una labor de economistasnaldgtas financieros en el mundo
contemporaneo. [...] A veces damos importancia aclinémico no solamente para
motivar un tema matematico, sino para ayudar ar tena intuicion matemaética. [...]
Sin embargo, es posible estudiar este libro areesmbarcarse en estudios de economia

propiamente dichos.»

En cambio, el libro d€hiang que la mayoria de programas de los grados deedan
analizados cita —aunque practicamente ninguna téatultiliza como referente—
presenta una estructura muy original donde losdgstipos de problemas econémicos
son los que rigen la organizacion de los contenithasematicos. A continuacion

mostramos el indice reducido (el completo se ertcaiem el anexo 2.2):

La naturaleza de la economia matematica

Modelos econémicos

Anadlisis del equilibrio en economia

Modelos lineales y algebra lineal

Modelos lineales y algebra matricial (continuacidn)
Estatica comparativa y el concepto de derivada

Reglas de diferenciacién y su uso en estética catipa
Analisis estatico comparativo de modelos con fumesogenerales
Optimizacién: Una variedad especial del analisigqiglibrio
10. Funciones exponenciales y logaritmicas

11. El caso de mas de una variable de la elecciéon

12. Optimizacion con restricciones de igualdad

13. Dindmica econ6mica y calculo integral

14. Tiempo continuo: Ecuaciones diferenciales de prionden

©oOoNOTRAWDNPR
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15. Ecuaciones diferenciales de orden superior

16. Tiempo discreto: Ecuaciones en diferencias de proreen

17. Ecuaciones en diferencias de orden superior

18. Ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferersmultaneas
19. Programacion lineal

20. Programacion lineal (continuacion)

21. Programacion no lineal

Tabla 2.4. indice dMétodos Fundamentales de Economia Matematic&€hiang

El contenido de los tres libros es muy parecidoo peientras en los dos primeros se
presentan conceptos matematicos y luego sus apheas; el libro deChiang muestra

problemas econdémicos que se resuelven con herr@wsi@matematicas. A modo de
ejemplo, mostraremos como se introduce en lodibexs citados un mismo concepto:

la derivada.

4. Célculo diferencial de una variable

Un tema importante de las disciplinas cientifiégasluyendo la economia, es el estudio de la
velocidad de variacién de las cantidades con el Para calcular la posicién futura de un
planeta, para predecir el crecimiento de la pobladie una especia bioldgica, o para dar una
estimacion de la demanda futura de un bien, narmesg informacion sobre la tasa de
variacion.

El concepto matematico que se usa para descritastade variacion es el de derivada, que es
el concepto central del andlisis matematico. Ee eabpitulo se define la derivada de una
funcién y se dan algunas reglas sencillas paralleala. En el capitulo siguiente se dan otras
reglas que permiten calcular las derivadas de dmes mas complicadas.

Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz (164&6L6) descubrieron, independientemente,
la mayoria de esas reglas. Esto inici6 el desardal calculo diferencial e integral.

4.1 Pendientes de curvas

Aunque en economia nos interesa usualmente la adericomo tasa de variacion,
comenzaremos este capitulo con una motivacion geisméel concepto. [...]

Tabla 2.5Introduccién de la derivada étatematicas para el Analisis Econdmide Sydsaeter & Hammond

Capitulo 2 — Derivacién
Seccion 2.1 — La derivada y el problema de la riectgente
Hallar la pendiente de la recta tangente a unaacemwun punto.

Usar la definicién de limite para calcular la dada de una funcién.
Comprobar la relacion entre derivabilidad y contiad.

El problema de la recta tangente
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El calculo se desarroll6 a la sombra de cuatro Ipnoéis en los que estaban trabajando los
matematicos europeos en el siglo XVII.

El problema de la recta tangente (seccion 1.1laysestcion)

El problema de la velocidad y la aceleracién (sews 2.2 y 2.3)

El problema de los maximos y los minimos (seccidn 3

El problema del area (secciones 1.1y 4.2)

Cada uno de ellos involucra la nociéon de limiteoginia servir como introduccidn al célculo.

En la seccién 1.1 se hizo una breve introducci@rablema de la recta tangente. Aunque Pierre
de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1&3@)stian Huygens (1692-1695) e Isaac
Barrow (1630-1677) habian propuesto solucionesigas; la primera solucion general se suele
atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfriegidniz (1646-1716). El trabajo de Newton
respecto a este problema procedia de su interda pefraccion de la luz y la éptica.

¢, Qué quiere decir que una recta es tangente aunvea € un punto? En una circunferencia, la
recta tangente en un purfoes la recta perpendicular al radio que pasaPpoomo se muestra
en la figura 2.1.

Sin embargo, en una curva general el problema s®laa. Por ejemplo, ¢cOmo se podrian
definir las rectas tangentes que se observanfegula 2.2? Afirmando que una recta es tangente
a una curva en un punsi toca a la curva eR sin atravesarla. Tal definicién seria correcta
para la primera curva de la figura 2.2, pero n@ parsegunda. También se podria decir que ung
recta es tangente a una curva si la toca o haesséarion en ella exactamente en el pihto
definicién que serviria para una circunferencieop@o para curvas generales, como sugiere I
tercera curva de la figura 2.2.

En esencia, el problema de encontrar la recta ta@ga un punt® se reduce al de calcular su
pendiente en ese punto. Aproximar la pendienta dedta tangente usandaéeta secantéque
pasa poP y por otro punto cercano de la curva, como se traies la figura 2.3. Stff(c)) es el
punto de tangencia ¥£Ax, f(c+Ax)) es el otro punto de la gréfica flda pendiente de la recta
secante que pasa por ambos puntos se encuentraysmsto en la férmula:

2=y fle+dx)-f(c) fle+Ax)-f(c)
m="" = mg, = Msec = Ax

X2—Xq - (c+Ax)—c
El miembro de la derecha en esta ecuacién esoaiente incremental o diferencial El
denominadonx es elcambio (o incrementokn x y el numeradony = f(c + Ax)
La belleza de este procedimiento radica en queusdgn obtener aproximaciones mas y mas
precisas de la pendiente de la recta tangente thompontos de la grafica cada vez mas
proximos al puntd de tangencia, como se muestra en la figura 2.4

Definicion de la recta tangente con pendiente

Sif esta definida en un intervalo abierto que contieng ademas existe el limite
Ay o fle+Ax) - f(c)
lim — = lim =m
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Entonces, la recta que pasa pgrf(c)) y cuenta con una pendientees la recta tangente a la

gréfica def en el puntod, f(c)).
[...]

Se ha llegado a un punto crucial en el estudiocddulo. El limite utilizado para definir la
pendiente de una recta tangente también se upliza definir una de las dos operaciones
fundamentales del célculo: derivacion.

Definicién de la derivada de una funcion

La derivada dé enx viene dada pof (x) = limquo%;_fm siempre que exista ese limite.

Para todos los x para los que exista este lifhigss una funcion de

Tabla 2.6Introduccién de la derivada €alculo Volumen He Larson & Hostetler
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Cap. 6 — Estéatica comparativa y el concepto devaldai

6.1. La naturaleza de la estatica comparativa

La estatica comparativa, como su propio nombreesegitrata de la comparacion de los
diferentes estados de equilibrio que estan asogiado diferentes conjuntos de valores de los
parametros y de las variables exdégenas. Con talvopatiempre se empieza asumiendo un
estado de equilibrio inicial dado. Por ejemplo,eémodelo de mercado aislado, tal equilibrio
estaria representado por un precio determinado Ruycorrespondiente cantidad Q.
Anédlogamente, en el modelo sencillo de renta natig®.23), el equilibrio inicial estaria
especificado por una determinada Y y su correspoieliC. Ahora bien, si introducimos un
cambio que desequilibre el modelo — mediante unacién en el valor de algin parametro o de
alguna variable exégena —, por supuesto el eqailibicial se vendra abajo. Como resultado, las
distintas variables endégenas deberan experimeigaos ajustes. Si se supone que puede
definirse y alcanzarse un nuevo estado de equalitiacionado con los nuevos valores de los
datos, la cuestion que se plantea en el analigiiGescomparativo es: ¢ COmo comparariamos el
nuevo equilibrio con el anterior?

Conviene observar que en estatica comparativa teanpo hacemos caso del proceso de ajuste
de las variables; simplemente comparamos el esladequilibrio inicial (precambio) con el
estado de equilibrio final (postcambio). De nueambhién excluimos la posibilidad de que el
equilibrio sea inestable, porque suponemos quaealaequilibrio es alcanzable, tal como lo era
el anterior.

Un analisis estatico-comparativo puede ser de tarac cualitativo o cuantitativo. Si por
ejemplo, estamos interesados solo en la cuestiési da renta de equilibrior crecera o
disminuird cuando se incremente la inversignel andlisis serd cualitativo porque solo se
considera cudl es la direccion del cambio. Permsireferimos a la magnitud del cambioYea
resultas de un cambio égm(es decir, la magnitud del multiplicador de laarsion), el analisis
obviamente serda cuantitativo. Sin embargo, al a@btemna respuesta cuantitativa,
automaticamente podemos identificar la direccidrcdmbio a partir de su signo algebraico. De
aqui que el andlisis cuantitativo siempre incluyeualitativo.

Debe quedar claro, por tanto, que el problema aiderar es esencialmente el de hallar la tasa
de cambio: tasa de cambio del valor de equilibeouda variable endégena con respecto al
cambio en un parametro particular o variable exagPor esta razén, el concepto matematico de
derivada toma un significado preponderante eniestaébmparativa, porque este concepto — el
mas fundamental de la rama de las matematicas iden@omo calculo diferencial - jesta
directamente relacionado con la nocién de tasa dmbio! Ademéas, mas adelante,
encontraremos que el concepto derivada también s importante en los problemas de
optimizacion.

Tabla 2.7 Introduccién de la derivada émétodos Fundamentales de Economia Matematic&hiang

2.2.3. Los examenes

Los programas no aportan una informacion suficreetdge fiable sobre el tipo de

actividades matematicas que se realizan en el Balauestra opinion, los examenes

propuestos pueden ser un buen indicador de lolquefesor — como representante de

la institucion escolar— ha considerado esencigbo¥ ello hemos revisado una amplia

muestra de los examenes realizados durante el agestemico 2010/11 en diferentes

grados de economia de diferentes facultades egzanol
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Si los programas nos mostraban una realidad similarque encontramos en carreras
cientificas, los examenes vienen a confirmar egte@on. La mayor parte de los
enunciados analizados nos muestra una estructuémdes en los que abundan
problemas expresados en contextos econémicos, dsedelantean cuestiones
matematicas y a lo sumo se propone en algun apaatgdna aplicacibn econémica. A
modo de ilustracion mostramos el siguiente problgmmpuesto en el examen de la
asignatura de Analisis matematico del grado enauoday finanzas de la Universidad

Auténoma de Madrid, en junio del afio 2011

3. Un almacén de camisetas vende dos marcas colozetiA y B. El propietario del almacén
puede obtener ambas camisetas a un coste de 2lauwnoislad y calcula que si las camisetas
tipo A se venden & euros cada una y las de tipo By &uros la unidad, los consumidores
compraran cada dia 400 — %00400/ camisetas de tipA 'y, 200 + 608 — 70¢/ camisetas de
tipo B. Se pide:

(a) [0.5 puntos] Obtener la funcion que determirize@eficio diario del almacén en funcién de
los precios ey de cada tipo de camiseta.

(b) [1 punto] ¢Qué precios debe fijar el propietadiel almacén para obtener el maximo
beneficio? ¢Cuantas camisetas de cada tipo se réendgariamente? ¢Cuanto ganara el
almacén?

(c) [0.5 puntos] ¢ Es la solucién encontrada un méxglobal?

Como se puede ver, los dos primeros apartadoseplargituaciones aplicadas a la
economia, pero la tercera es una cuestion matematic ninguna interpretacion
econdmica. La tdnica general consiste en aprovdobatcontextos economicos» para

plantear cuestiones matematicas.

En el anexo 2.3 se presenta una recopilacion éeediies examenes, cuya revisién nos
permite concluir que, en la mayoria de los casosenrequiere ninguna interpretacion
econdémica. Mas bien, los problemas se presentamtuomentedisfrazados de
entornos econdmicgsara plantear cuestiones exclusivamente materaatiabe afadir
gue hemos encontrado muchos enunciados de exaethes que no se hace ninguna
referencia economica y bien podrian pasar por eados de examen de cualquier
asignatura de matematicas de carreras cientifEastodo caso, las preguntas con

contenido econdmico representan un porcentaje mydn la nota global del examen.
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3. Las mateméticas para las ciencias sociales erbathillerato espafiol

En el apartado anterior se ha visto como, mayaitente, las matematicas que se
estudian en los grados en economia no difieren ough las que se estudian en

cualquier carrera cientifica y que su alejamiergdadrealidad econdmica hace que esta
asignatura no esté plenamente integrada en tdledicss En esta seccidn, veremos que

esta falta de adecuacion es incluso mas graveaselde los estudios de bachillerato.

Tal como hemos hecho en el caso de los estudiegmitarios, empezaremos por un
breve recorrido histérico de la formacion econonmacala ensefianza secundaria en
Espafa y sus relaciones con las matematicas, ipahménte llegar al momento actual y

ver en qué estado se encuentran estos estudios.

3.1. La formacion econdmica en la historia de la eefianza Secundaria espafiola

A finales del siglo diecinueve, el pedagogo y futatade lalnstitucion Libre de
Ensefianzd Francisco Giner de los Rios fue pionero en lagiatgion de la economia
en la educacion elemental. El crefia que facilitandnocimientos econdmicos a la
poblacion se favorecia una buena administracidlmslescursos del pais. Asi, en 1896,
incorporé al programa de bachillerato de dichaitunsbn una asignatura llamada
Principios de técnica agricola, industrial y econéa) que incluia temas elementales
de economia politica. En el afio 1938 una refbtrea el bachillerato eliminé esta
asignatura del programa. No es hasta la introdoat#la Ley de Ordenacion General
del Sistema Educativd(LOGSE), en el afio 1991, que se incorpora de nlzermateria
de Economia al bachillerato, concretamente en lalafiiad de Humanidades y
Ciencias Sociales. Con esta reforma aparece tambiéasignaturaMatematicas
aplicadas a las Ciencias Socialesque sustituye a la asignatura Eiatematicas Il
vigente hasta ese momento— que es la que, de foamngal, deberian cursar aquellos

alumnos que quieren iniciar sus estudios univergg#tan el area de economia.

17 Institucion educativa privada fundada en 1876 po grupo de catedraticos comprometidos en laviaaion
educativa, cultural y social de Espafia que habfinseparados de la Universidad por defender ¢athld de catedra

y negarse a ajustar sus enseflanzas a los dogmeislesfi en materia religiosa, politca o moral.
(http://www.fundacionginer.org/historia.hym

18 ey de Reforma de la Ensefianza Media de 20 deesepe de 1938 - BOE de 23 de septiembre de 1938.
(http://www.filosofia.org/mfa/fae938a.hjm

1 ley Organica 1/1990, de 3 de octubre de 1990, deder@cion General del Sistema Educativo.
(http://www.boe.es/boe/dias/1990/10/04/pdfs/A2898842.pdf
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Sobre la adecuacion de estas asignaturas conlitdacka la que se refieren, en el Libro
Blanco de Economia (Aneca 2005) se recogen lagesigs reflexiones:

La LOGSE corrigio parcialmente el déficit existents la inclusion de la materia Economia en la
modalidad de Bachillerato de Humanidades y CierS@sales, alejando de ella a los alumnos de
las otras tres. Pero la ausencia de un itinerads mspecifico para la formacion de futuros
economistas revela el que constituye uno de losoreayproblemas del disefio actual: la
inadecuada formacion en matematicas de este Baelidlrespecto de la que se les va a exigir en
la universidad.

Junto a la notable diferencia entre los conten@osculares matematicos de este itinerario y los
de Ciencias y Ciencias de la Salud, hemos de ocemsicdjue los docentes de la asignatura
tropiezan con el desinterés y la falta de basendemayoria de alumnos que literalmente, huyen
de las matematicas. Desde luego que la Economiaz£iencia Social, pero no cabe duda que
necesita de un instrumental matematico mucho mgy®ta Historia, la Geografia, la Psicologia o
el Derecho.

Hasta el momento, para acceder a la Diplomatur&mpresariales o a las Licenciaturas de
Direccidon de Empresas o de Economia, no se exiger lsaiperado ninguna modalidad especifica
de Bachillerato y basta con aprobar la selectivitles de extrafiar que haya buenos estudiantes
que fracasen al llegar a la universidad y comoosstata con caracter general, en el primer curso
sea muy comun un elevado niumero de suspensos esenpados en Matematicas, constituyendo
un enorme tapén que distorsiona toda evaluaci@neefe a la calidad de la doceritia

Esta reflexion, propuesta por un grupo de recomascigrofesores de diferentes
facultades espafiolas de Economia y Ciencias Emjalesa arroja una realidad
bastante desalentadora, que va empeorando a npeidaasan los afios sin que nadie

le ponga remedio.

Mas en general, en cuanto a la formacion econdritda enseflanza secundaria

espafiola, en el Libro Blanco se afirma:

[...] Constituye un principio pedagégico fundamerntaehsiderar que han de ser las actividades
cotidianas cercanas al alumno las que deben inldicacuenciacion conceptual de los contenidos
gue se ofrecen. Pese a ello, comprobamos comoeenivad educativo [la ESQO] y en la mayoria
de opciones del Bachillerato permanecen ausente@amentes basicos para la formacion del
ciudadano, como los referentes al mercado, suseel®s y caracteristicas; a los agentes
econdémicos (economias domésticas, empresas y athaadnes publicas) y sus interrelaciones;
al significado de las macromagnitudes, de los pessios publicos, del ahorro, los impuestos, la
politica econdémica, etc. Por su significacion egdebabria que destacar la funcién reguladora del
Estado y su imprescindible papel en la redistribuicie la renta.

20 |bid. p.82.
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Por todo ello, son muchos los docentes que esteoaneniente la implantacion en la oferta
educativa del segundo ciclo de la ESO de una raatgroductoria que ofrezca los conocimientos
econdmicos esenciales. Esta asignatura formarfiadanos para ejercer un consumo responsable
y sentaria las bases del espiritu emprendedor smpde una posible iniciativa empresarial, tan
necesaria en nuestra socied#id| p.81).

Durante la elaboracion de esta memorid)epartament d’Ensenyament del Govern de
la Generalitat de Catalunyaa aprobado un plan que, buscando fomentar lativia
empresarial entre el alumnado de secundaria, imtigden el curriculum de cuarto de
ESO una nueva asignatura: Orientacion profesionaiceativa emprendedora, que los

alumnos podran escoger de manera optativa a gattiurso 2012/13.

Finalmente nos parece oportuno afiadir otra reflexgde va en la misma linea,
publicada por José M. Domingdéz J. Felipe F&f en el diario de economf@inco

Dias

[...] Desde hace afios, muchas voces se han manifeatéalior de acabar con el confinamiento
actual, abogando por generalizar las ensefianzasca®mia al conjunto de modalidades del
bachillerato. Son numerosas las razones que, desdstro punto de vista, avalan dicho
planteamiento: la transcendencia de los aspectoségtcos en la vida real y su necesaria
asimilacion para el ejercicio de una ciudadanigpaesable, la relevancia creciente de las
cuestiones econémicas en las distintas facetascoebcimiento, asi como sus evidentes
repercusiones en todas las ocupaciones y secterexctividad, en los que el alumno ya se
desenvuelve como consumidor.

En este contexto, no parece razonable que seaanieceEmer que cursar estudios universitarios de
la especialidad para poder tener una vision baamerca del funcionamiento del sistema
econdmico, de las relaciones comerciales internatés, del papel de los impuestos, de la
configuracién de los servicios publicos y de loguesnas de prestaciones sociales, entre otras
importantes cuestiones, todas ellas imprescindidea forjarnos una idea adecuada de nuestros
derechos y deberes como ciudadanos, ahorradoreestatarios, la familiarizacién con los
fundamentos econdémicos allana el terreno para relasiones sociales mas solidas, fluidas y
transparent@é.

21 http://www.elperiodico.cat/ca/noticias/societatiativa-empresarial-sera-una-materia-optativa-dexb3296

22 Catedratico de Economia aplicada de la UniversitaMalaga y vocal de la junta directiva de la Oizmeion de
Economistas de la Educacion.

3 profesor de Economia del Instituto «El Palo» ddalyiy miembro de la Asociacién Estatal de Docedtes
Economia en Secundaria.

2427 de febrero de 2007.
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3.2. Los programas

Dada la diferencia existente entre las comunidadé&omas en Espafia en cuanto a la
programacion (debida, entre otras cosas, a lasmoi@s derivadas del estudio de las
diferentes lenguas oficiales), nos centraremo® eué sigue en el caso del bachillerato
catalan. Tal como queda recogido en el decreta2088” de la comunidad auténoma
de Catalunya bajo el marco de la Ley Organica dec&iéri® espafiola, existen tres
modalidades del bachillerato: artistico, cientHieonoldgico y, humanistico y ciencias
sociales, estructurado en materias comunes, erriasattee modalidad y en materias

optativas.

Los alumnos tienen que cursar, en el conjunto dedtis cursos del bachillerato, un
minimo de seis materias de modalidad, de las cahl®&nos cinco tienen que ser de la
modalidad escogida. Entre las materias de la naathlde Humanidades y Ciencias
Sociales encontramo$€conomia Economia de la empresa | y, I Matematicas
aplicadas a les ciencias sociales | y?ll Estas cinco materias tienen una evidente
importancia para nuestro trabajo, ya que son l& loas la que el futuro estudiante
deberia iniciar sus estudios de grado de cual@uiea de economia. Por ello, hemos
analizado las relaciones que se establecen ewrreltdenencionado.

En el caso de I&conomia el decreto indica que esta materia tiene relac@m las
Matematicas aplicadas a las ciencias socials que requiere el conocimiento de la
estadistica descriptiva y la interpretacion delcadl de los pardmetros mas
significativos, asi como de las diferentes formas rdpresentacion grafica como
herramientas fundamentales para asegurar el andksidatos. También comporta la
comprension de la idea de funcion y de su reprasgmt (especialmente por lo que se
refiere a las curvas de demanda y oferta) y dedres de ecuaciones relacionado con el
precio y la cantidad de equilibrio del mercado.r&stus contenidos encontramos:

25 Decreto 142/2008, de 15 de julio, por el cual sml#ece la ordenacion de las ensefianzas del leaatul en
Catalunya ffttp://www.gencat.cat/diari/5183/08190087.htm

%6 | ey organica de educacion, 2/2006, de 3 de mayo:
(http://www.boe.es/boe/dias/2006/05/04/pdfs/A17 13207 . pdjf

27 El resto de materias de modalidad son: Geogr&@téego | y Il, Historia del arte, Historia del mumd
contemporaneo, Latin |y Il, Literatura univerdateratura catalana y Literatura castellana.
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- Resolucion grafica del modelo de competencia perfda determinacion del
precio de equilibrio

- ldentificacion de los cambios que suponen desplezdos de las curvas y sus
consecuencias en el equilibrio

- Célculo e interpretacion de la elasticidad-precio.

El decreto establece explicitamente que la coneg@m la materia déatematicas
aplicadas a las ciencias socialee da a través de lpsogresionegun modelo para el
estudio del interés simple y compuesto); dédga de calculo(una herramienta para
resolver problemas de matematicas financieras);ladeepresentacién gréafica de
funcionespor medio del uso de programas informaticos;atdlisis de funcionepara
extrapolar modelos de fendmenos sociales y ecomdmde laestadistica descriptiva
(gestion, tratamiento e interpretacion critica dgod, graficos y parametros, y las
diferentes fases y tareas de un trabajo estagdistiedasdistribuciones bidimensionales
(interpretacion de fenOmenos sociales y econénanague intervienen dos variables), y
de laresolucion de sistemas de ecuaciofieserpretacion de dos ecuaciones lineales
aplicacion del estudio local y global de una funcadsituaciones propias de las ciencias

sociales y econGmicas).

Por otro lado, en la materia &Eonomia de la empresal decreto precisa que existen
numerosas conexiones con los contenidos den&smaticas aplicadas a las ciencias
socialesrelacionadas con el andlisis y tratamiento desdgtee permiten la toma de
decisiones. Mas concretamente, en el primer clstss €onexiones vendrian dadas por
la estadistica descriptivégestion, tratamiento e interpretacion criticaddeos, graficos

y parametros); ednalisis de funcionegara extrapolar modelos de fendmenos sociales y
econémicos, y laepresentacion grafica de funciongsr medio del uso de programas
informaticos). Y en el segundo curso, por el irgegiénple y compuesto; las anualidades
de capitalizacién y amortizacion; la programaciaeadl, y los problemas de maximos y

minimos.

Como hemos podido observar, la asignaturddéematicas aplicadas a las ciencias
sociales presupone conexiones importantes con las tresnasigs propiamente
econdmicas ya desde primer curso del bachilletanenos de forma oficial en el

curriculum. El problema surge por la no obligatdai@ de cursar ninguna de estas cinco
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materias pudiéndose dar el caso paraddjico quelumna que inicia primer curso

universitario de cualquier grado de economia naltaysado ninguna de ellas.

Nos parece importante poner en evidencia la existate algunas incoherencias en los
contenidos que marca el curriculum. Por ejempldaenateriaEconomia aparece un
concepto muy importante utilizado en teoria ecocémiaelasticidad—que procede
inicialmente del campo de la fisica— que se detm@o la variacion porcentual de una
variable en relacion con otra variable. Se trataudeconcepto fundamentado en la
nocion de derivada que en ningln momento se traraja materia déatematicas
aplicadas a las ciencias sociales

Por otro lado, si comparamos el curriculum de lsignaturas deMatematicas—
correspondiente a la modalidad de bachillerato tifieortecnolégico— y de
Matematicas aplicadas a las ciencias social@sservamos que cualquier alumno que
haya cursado la primera estara mejor preparado gr@rantarse a la asignatura de
matematicas en estudios universitarios en econoyai@ue sus contenidos son mas
afines a los seguidos en los estudios de econ@uiaejemplo, en muchos programas
analizados, el calculo integral forma parte delaemde la universidad cuando en el

curriculum de bachillerato de ciencias socialesarsta).

A continuacién mostramos una tabla comparativdizesta a partir de los contenidbs
de las asignaturas déatematicasy Matematicas aplicadas a las ciencias sociales
las dos modalidades de bachillerato (cientificovdé@gico y humanistico-social) que
aparecen en el decreto 142/2008, donde se han doataato los contenidos comunes

(en negrita) como las alusiones a la economiayesiva).

2 No se ha tenido en cuenta el bloque de Probatifidestadistica por estar fuera del ambito detestajo.
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Clasificacion y representacion de los conjuntos énigos:

- Ampliacién de los conjuntos numéricos de los naésri
a los reales: problemas y ecuaciones que se pu
resolver en cada conjunto.

- Representacion de los nimeros reales sobre la recta
Los numeros complejos como solucion de ecuaci
cuadraticas que no tienen raices reales. Difere
representaciones

notaciones

- La notacion cientifica para trabajar con calculadgio | - Numeros racionales e irracionales.
ordenador, en contextos cientificos. - Aproximaciones decimales en funcion
- Las aproximaciones y los errores en la medida | contextos.
calculo. - Errores absoluto y relativo.

- Algunos calculos sencillos con fracciones algelasaic

El comportamiento en el infinit
de una sucesién: un paso previo al estudio enun@dn: = - Aumentos y disminuciones en porcentaje.
- Estudio de situaciones donde se presentan colexx
ordenadas de numeros. Reglas de recurrencia ynd@sr
generales.

- El comportamiento en el infinito en casos elemeiste
Suma de los términos de una progresion geomé
decreciente.

Andlisis

cientificos tecnolégicos y:

cientificos.




funcion valor absoluto.
- Las funciones de proporcionalidad inversa en femrs:
fisicos.
- Comportamiento asintético. Estudio, con ordenader
las funciones homograficas como translacion de El modelo de crecimiento exponencial frente a
funciones de proporcionalidad inversa. modelos lineales o cuadraticos:

La funcion logaritmica:
aplicacion al estudio de fenomenos cientificos
tecnolégicos.

Interpretacion fisica y geométrica de les tasasaiabio

en contextos cientificos diversos:

- Tasas medias de cambio. Aproximar e interpretaast
instantaneas de cambio en modelos cientificos.ulea
gréafico de la pendiente de una curva en un pumtrgr
de la pendiente de la recta tangente: construepiéica
de la funcién derivada. Calculo analitico de detas
por aproximacion de pendientes de secantes.
Célculo de funciones derivadas: derivadas de
funciones elementales, las derivadas y las operesi
con funciones. Derivadas sucesivas. Calculo dedtal
tangente a una curva en un punto: aproximaciorlliag
una curva.

Uso de calculadoras y/o programas informaticos
facilitan tanto el célculo simbdlico como
representacion gréfica.

Las funciones circulares en el estudio de fenome

periodicos y la trigonometria para resolver prolast

mediante triangulacion:

- El angulo como giro. Unidades de medida de angu
Razones trigonométricas de un angulo cualquiera.
funciones sinus, cosinus y tangente. El estudim
ordenador, de las funciones trigonométricas [
cambios de escala: periodo y amplitud. Aplicaciér
estudio de fenémenos periédicos.

Resolucién gréfica y analitica de tridngulos:
teoremas del seno y del coseno. Problemas geoo
gque se pueden resolver por triangulacion.
procedimientos de calculo en la topografia.

Los vectores, una nueva herramienta para rest

problemas de geometria. Las cénicas en ambitog

matematicos:

- Los vectores como manera de representar una meg
y una direccion. Los vectores libres como translaes
en el plano.

- Ecuaciones de la recta. Direccion y pendie|
Problemas de incidencia y paralelismo. Angulos
distancias. Aplicacion a la resolucion de probler
geomeétricos.

Lugares geométricos: las conicas. Las cOnicas ante
y la arquitectura.
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Algebra lineal Algebra lineal y geometria

para resolver sistema
representar algunas transformaciones geométricas,
general,

reales.

- Determinantes de orden 2 y 3. Rango de una me
Célculo de la matriz inversa.
Discusion y
(con un parametro como maximc Método de Gauss.
Planteamiento de con enunciado.

Geometria en el espacio

tres con dos
- Vectores libres en el espacio. Dependencia - Diversos usos de la simbologia de los vectore
independencia lineal. el plano.
Direccion y pendiente de las rectas expresada
Ecuaciones del plano y de la recta. Posicionesivata la forma ax + by + ¢ = 0.

tres
El planteamiento y la resolucién de problemas m@srien
el espacio
- Producto escalar. Perpendicularidad y angulos.
- Producto vectorial y mixto. Interpretacic
geométrica y aplicaciones al calculo de area
volumenes.
Calculo de distancias.
La modelizacion de situaciones que requie
sistemas de inecuaciones
- Inecuaciones lineales de una y dos incégnitas.
- Representacion de una situacion mediante
sistema de inecuaciones de primer grado con
incégnitas. Representacion grafica de la reg
factible.

La aplicacién del estudio local y global de unacfdn a -Interpretacion fisica y geométrica de las tasas
situaciones geométricas, cientificas y tecnolégicas cambio y las asintotas en situaciones relacioni
con las ciencias sociales
Una aproximacién al concepto il -

en las
funciones racionales con un polinomio de prin




- Continuidad.  Clasificacion de los puntos grado en el numerador y en el denominador
discontinuidad. funciones exponenciales. Interpretacion
- El teorema de Bolzano: un método para aproximaesa asintotas en contextos no matematicos.
- Estudio, con ordenador, de los puntos de no delidal - Tasas medias de cambio. Aproximar e interpr,
de una funcion. tasas instantdneas de cambio en modelos d
ciencias sociales y econémicas que piden. Cal
gréafico de la derivada de una curva en un pun
partir de la pendiente de la recta tangel
Construccion gréafica de la funcién derivag
Calculo analitico de derivadas por aproximac
de pendientes de secantes.
Calculo de funciones derivadas: derivadas de
funciones elementales, las derivadas vy
operaciones con funciones. Derivada de
compuesta de una funcion en casos senci
Célculo de la recta tangente a una curva er
punto: aproximacion lineal a una curva.
La aplicacion de el estudio local y global de
funcién a situaciones propias de las ciencias ks
y econdémicas

SINEGES

maximos
y minimos absolutos, concavidad y convexidad, i ;
de inflexion. polinomicas, homogréficas y exponencia
Aplicacion a situacione! sencillas que sean modelos de situaciones
geométricas, cientificas y tecnoldgicas. ambito de las ciencias sociales y econémicas.

aplicados a las
ciencias sociales y economicas.

El calculo de areas planas, una de las situacigues
requieren el calculo integral
- Antiderivadas o primitivas de una funcion. Célcude

primitivas casi inmediatas que se pueden hi

directamente aplicando las dos reglas basicasadiailo

integral o con cambios de variable sencillos, gnétodo

de integracion por partes.
- Introduccién al concepto de integral definida atipate

la aproximacién del célculo del area bajo una curva
Aplicacion al célculo de areas.

Como se puede observar —incluso a simple vista—isteexun evidente desnivel
respecto a la cantidad de contenidos de ambas iasatéknalizandolos con mas
profundidad se observa que practicamente todoredrie de la modalidad humanistico-
social esta incluido en el de la modalidad cierdiiécnica, que es mucho mas extenso.
Como ya hemos dicho, los contenidos de la materiMatematicasdel bachillerato
cientifico-tecnolégico serian mas apropiados phoadar un primer curso universitario

de los grados de economia, con lo que nos encawdrante una situacion paraddjica.
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3.3. Los libros de texto

Otro de los indicadores empiricos que hemos amkizon los libros de texto de
Matematicas aplicadas a las ciencias socigbesa segundo de bachillerato, que de
forma mayoritaria se utilizan en Catalunya. Pala, élemos revisado a fondo las
Ultimas ediciones de los textos publicados porpiascipales editorialé& poniendo
especial atencion a las aplicaciones sobre la eci@no

A pesar que el curriculum es Unico para los esttelade segundo de bachillerato, los
libros de texto de cada editorial eligen algunosa® que consideran mas relevantes y
omiten otros. El criterio que utilizan lo descormoos, pero hemos podido constatar que
en ningun indice se hace referencia a cuestiorsggi@aciones econémicas 0 sociales.
En ninguno de ellos hemos encontrado descritalidadt para la economia de cada uno
de los contenidos, es decir la «razén de ser» da gao de los temas que aparecen.
Sdlo hay referenciasconémicasen algunos ejercicios que aparecen al final de cad

tema, nunca como punto de partida para introdunarawestion.

Parece mas bien que los contenidos de la asignktateamaticas aplicadas a las
ciencias socialese han disefiadmplificandoel libro de segundo de bachillerato de la
asignatura de matematicas para la modalidad dmntécnoldgica. Incluso
encontramos bastantes ejercicios que estan coaliesitos en diferentes ambitos de la
guimica o la fisica en lugar de estarlo en situssoecondmicas (o0 de otras ciencias

sociales).

Para concluir este apartado, queremos mostrar sfaeircoherencia no se limita al
estado espafiol sino que parece ser habitual enasiattos paises. Asi, en el momento
de la publicacién del manifiesto post-autista qeehs mostrado al principio del
capitulo, de los cuatro bachilleratos francesesentifico, econémico, de letras y de
artes— solo el cientifico era tomado en considérapor las facultades de economia,
en las que lo Unico importante era saber mane@r lnis modelospara encontrar el
«buen resultado, acorde con la hipétesis de pattitara obtener el titulo de
bachillerato, los alumnos del itineraegondmico debian responder a examenes en los

que se les preguntaba sobre «los efectos de laipag#dn del trabajo sobre el

29 McGrawHill, Santillana, Editex, Barcanova, Castelln¥icens Vives y Edebé.
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crecimiento econdémico», «la relacion entre progtésaico y crecimiento a partir del
andlisis de Schumpeter» y «el desarrollo de laeslad democrética y la igualdad de
oportunidades a partir del andlisis de Tocquevillea vez en la facultad, si
conseguian ser admitidos —un alumno por cada verdeedente del bachillerato
cientifico—, este tipo de preguntas desapareciacrmed el paso a retahilas de
ecuaciones. «Hace mas facil el calificar y da aclases apariencia de rigor cientifico
aungue nunca responden a los grandes interrogegdasmicos contemporaneos», dice

el documento estudianti.

3.4. Los examenes de acceso a la universidad

Si bien es cierto que el curriculum es el mismoapserdos los estudiantes de
bachillerato, aquellos contenidos que el alumndacacibiendo, depende de muchos
factores externos al propio curriculum oficial —#ib de texto utilizados, criterio del
profesor, etc.—, y por ello es dificil analizarlo su conjunto. Ahora bien, lo que es
comun para todos los estudiantes que quieren acaddeuniversidad es el examen de
acceso, y por ello, hemos querido también andliaenunciados de dichas pruebas en

la asignatura dMatematicas aplicadas a las ciencias sociales

La estructura de los exdmenes hasta el curso 2D@840a siguiente: se debian escoger
tres cuestiones de cuatro propuestas, y un prokdemna dos planteados. Cada cuestion
valia dos puntos y los problemas, cuatro. A patél curso 2009/10 la estructura

cambia y se presentan seis cuestiones de las csmleleben escoger cinco. Cada

cuestion vale dos puntos.

Las variaciones de una convocatoria a otra laslesg& anualmente una comision
formada por profesores universitarios y profesatesecundaria de matematicas que
son los que deciden que contenidos tendran unarmiesnas probablesn las pruebas.
Este hecho condiciona a los profesores de secandag, apremiados por el escaso
tiempo de que se dispone en segundo de bachillesaleccionan los contenidos en
funcién de lo quees probableque salga en las pruebas, omitiendo descaradamente

aquellos cuya probabilidad es escasa, dando clarastma que el segundo de

30 http://www.autisme-economie.org/sites/autisme-eatirmrg/IMG/article PDF/Rebelin-de-los-alumnos-

de_al50.pdf
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bachillerato esta exclusivamente orientado a lash@s de acceso. Este hecho implica
que la «razon de ser» de los contenidos matematexista, reforzando las hipétesis
de Fonseca (2004) ya comentadas en esta memaialasf akislamiento y rigidez de
las organizaciones matematicas escolanespidiendo asi a los alumnos establecer
conexiones entre los diferentes contenidos ya qusenexplican «debido a que no
saldra en el examen» y limitAndose a hacer ejescitiecanicos de los tipos que pueden
salir en la prueba de selectividad. Aunque en eictlum de segundo de bachillerato,
se explicita en muchas ocasiones «aplicacionesuacgines propias de las ciencias
sociales y econémica$y bien por falta de tiempo o bien por estar exaside las

pruebas de acceso, estas aplicaciones acaban esapdo del aula.

Una vez analizados todos los examenes propuesttas gimuebas de acceso desde el
curso 1999/08 hasta la actualidad en Catalunya, hemos obseruad@umento
progresivo de la presencia de «situaciones propiaslas ciencias sociales y
econdmicas». Pero se trata de una presencia coaltextas que conceptual. Asi,
mientras hace unos afos los enunciados de losepnablde las pruebas eran o bien

exclusivamente matematicos:

[Curso 2002/03, Serie 2, Junio, Problema 6pn triangulo rectangulo tiene el vértiok
correspondiente al angulo recto, en el origen dedsmadas. Otro de sus vértices es el punto
B(2,4), y la hipotenusa tiene por ecuacion la rgefa Calculad:

a) Las ecuaciones de los ladéB y AC;

b) El tercer vérticeC;

c) El area del triangulo.

0 bien en contextos ajenos a las ciencias sociales:

[Curso 2003/04, Serie 1, Junio, Problema &e quiere construir una piscina que tenga por base
un rectangulo y dos semicirculos adjuntos, talm@se indica en la figura siguiente:

aip

Sabiendo que el perimetro de la piscina tiene queles 30 m, calculad sus dimensiones para que
la superficie sea maxima.

31 Cf. pp.86-87.

%2 Recopilacién de examenes de los afios 1999 a ZMl@étac. Exercicis de Selectivitat. Humanitats inCies
Socials Barcelona : Ed. Vicens Vives, y recopilacién deaddios sucesivos a partir de la web del gobierratéra
http://www.gencat.cat/economia/ur/ambits/univetsitcces/vies/pau/examens/index.html.
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A medida que han ido pasando los afios, esta teiadesta variando y es mas comuan

encontrar enunciados mas propios de la asignatura:

[Curso 2008/09, Serie 4, Junio, Problema 6fl precio de coste de una unidad de un cierto

producto es de 120 €. Si se vende a 150 € la unidazbmpran 500 clientes. Por cada 10 € de

aumento en el precio, las vendas disminuyen eri@ftes.

a) Encontrad un férmula mediante la cual obtengamabédmeficios.

b) Calculad a qué precip por unidad tenemos que vender el producto pamnebtun beneficio
maximo.

c) En el caso anterior, encontrad el nimero de unglgde se venden y calculad el beneficio
maximo.

Aunque todavia nos encontramos con enunciadosgopiados:

[Curso 2009/10, Serie 4, Junio, Problema 6FEn una explotacién ganadera se declara una

epidemia, y los veterinarios prevén que la propiégade esta seguira la funciditx) = —2¢ + 48

+ 162, dondex representa el nimero de semanas que han tradecdesde el momento de la

declaracion de la epidemiaf(x) indica el nimero de animales afectados.

a) ¢Cuantos animales hay afectados en el momentoctiratse la epidemia? ¢ Cuantas semanas
duraré la epidemia hasta el momento en que ya edequingin animal afectado?

b) Indicad cual sera el nUmero maximo de animaledades, y en qué semana se producira?

Como podemos ver en estos cuatro ejemplos, lodgmnals son muy estereotipados e
intentan adecuar el contexto para pedir siemprenigsnas cosas. Raramente se
requiere hacer una interpretacion de los resultatdtsnidos ni responder a preguntas

abiertas o inversas.

Un indicador muy relevante que nos aportan lashiaside acceso a la universidad de la
asignatura deMatematicas aplicadas a las ciencias socialde las ultimas
convocatorias son las notas medias que se hanidterEstos resultados, que se
presentan a continuacién en una tabla, revelameaidad bastante preocupante, ya que
estas son muy bajas, lo que augura una dificultédielete para dichos alumnos en

seguir la asignatura de matematicas del gradosmoneliente:

Afno 2006| 2007] 2008 20090 2010 2011
Nota Media| 4,55 | 4,64 519 459 500 4,90

Tabla 2.8. Notas medias en las PAU de la asigndtiidatematicas aplicadas a las ciencias

sociales en el periodo 2006-2011

33 http://www.gencat.cat/economia/ur/ambits/univetsitecces/vies/pau/info/estadistiques/index.html
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4. Sintesis de resultados y problemas transpositis@biertos

4.1. El «aplicacionismo» en economia

Una vez constatado el estado actual en el quecseinan las matematicas aplicadas a
la economia, tanto a nivel universitario como epretuniversitario, nos centraremos en
analizar el modo en que dichas instituciones ese®linterpretan y describen las

matematicas y la relacion que estas tienen cocolacenia.

Tal y como hemos observado en nuestro estudiostablece una separacion rigida
entre las matematicas y la economia, de manerdagy®imeras, una vez construidas,
se «aplican» a la segunda sin «contaminarse» [as; §lsin que ello suponga ningun
cambio relevante ni para las matematicas ni pararddblematica de las ciencias
econdmicas a cuyo estudio contribuyen. Denominacapsicacionismo» a esta forma

de interpretar la relacion de las matematicas asmiémas ciencias.

Tanto en la institucion universitaria como en lausglaria, se asume que cada tipo de
problemas se resuelve aplicando una determinadac&enatematica y que dicha
aplicacion da origen a un tipo particular de modualatematico que permite resolver
todas las cuestiones planteadas. No se considaesmtianes problematicas que vayan
mas alla de las cuestiones internas a cada aglicgearticular de los modelos
estandarizados. No se plantean, por tanto, preggotare la «comparacién» del grado
de adecuacion de dos o mas modelos de un misneonsishi sobre la necesidad de
modificar progresivamente un modelo determinada p#ar respuesta a las nuevas

cuestiones problematicas.

B. Barquero (2009) en su tesis doctoral establecia serie de indicadores del
«aplicacionismo» que retomaremos en este punto ey rps permitirAn contrastar
empiricamente hasta qué punto prevalece el apdic@ono en ambas instituciones.

Recordamos primero dichos indicadores:
I1: Las matematicas se mantienen independientiEsderas disciplinas
I12: Las herramientas matematicas que se utilizaa msolver problemas cientificos forman
parte de una formacion matematica basica comun.

I3: La ensefianza de las matematicas sigue la ldgidactivista.
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I14: Dado que las «aplicaciones» vienen despuésndefarmacion matematica bésica, se

destaca una proliferacion de cuestiones aisladasodgen en distintos sistemas y que se

mantienen fijas.

I5: La ensefianza de las herramientas matematisasabd&iempre es anterior al estudio de su
aplicacion.

16: Se podrian ensefiar los sistemas sin los madedodecir, se podria ensefiar economia sin

matematicas.

Una vez analizados los programas, la bibliografiesyenunciados de examenes de las
matematicas aplicadas a la economia, a nivel wsiiggp y en su etapa previa,

podemos establecer que:

(1) Las matematicas y la economia evolucionan con d8giadependientes y sin
ninguna interaccion, reduciendo asi el posible Ipaeelas matematicas como
herramienta de modelizaciéon de los sistemas ecmodmiEfectivamente, las
matematicas que son ensefiadas presentan una wstrooily estereotipada y
cristalizada que no se mezcla con los sistemas sguanodelizan y dichas
matematicas ensefiadas nunca se modifican comocoemeta de ser aplicadas.
[11, 12 y 13]

(2) La organizacion tradicional de los contenidos mat&os en los estudios de
economia sitla de forma preferencial el bloquediégico-tedrico en el origen de
la actividad matematica y, en consecuencia, tiendenstruir tipos de problemas
muy cerrados y aislados para obtener asi ejenguiioes de cada una de las
propiedades de cada tema y simplificar (algorimimgrel proceso de evaluacion.
[14 y 15]

(3) No se llega a plantear el problema matematico gadlico de como articular los
contenidos matematicos para que estos puedan ibeadas como instrumentos
necesarios e imprescindibles en el estudio de ionest econdmicas. Es por ello
gue la organizaciobn matematico-didactica de lasematicas en los estudios de
economia potencia y refuerza la creencia segunué seria posible ensefiar

economia sin matematicas. [16]
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4.2. Problemas transpositivos abiertos
Al abordar el estudio de las matematicas que sefiansen los estudios de economia y
empresa de la universidad espafola actual, hemosadp evidencia sobre los

siguientes fen6menos, que avanzamos aqui a mochingturas documentadas.

En primer lugar, hemos visto que existe lo que j@maos llamar un «programa
prototipico» de asignatura de matematicas paradaognia y empresa que adoptan la
gran mayoria de universidades con muy pocas exareggi Dicho programa retoma sin
grandes modificaciones una organizacion muy estéheldos contenidos matematicos
del Célculo diferencial y el Algebra lineal, materielementales de la mayoria de
estudios universitarios cientificos. Esta organéade los contenidos es absolutamente
«intramatematica» en la medida en que se basalégita de construccién teérica de
los conceptos matematicos y no toma como puntcadeda las grandes problematicas
econdmicas o empresariales a las que las mateméabo&ribuyen a aportar respuestas.
Podemos citar, en contraposicion la gran innovagig@supone la propuesta@kiang
que, a pesar de ser un libro citado en la mayaigprdgramas, no sirve como eje
estructurador a ninguno de ellos.

Esta situacion es muy similar a la que describéaBRarquero (2009) en términos del
«aplicacionismo dominante» en la ensefianza de kenmticas para las ciencias
experimentales. En esta perspectiva, se considerdog estudiantes deben aprender
primero unas matematicas basicas que serian lamasigpara todas las ciencias
experimentales y que, una vez construidas, unoderia a «aplicar» en su ambito de
actividad concreto (la biologia, la geologia, et€gdo sucede como si, también en los
estudios de ciencias econdmicas y empresarialéstjeea un corpus de matematicas
basicas y una organizacion dada de estas matem@gtiealos alumnos van a «aplicar»
posteriormente en las asignaturas de economianztwsa empresa, etc. Estas
aplicaciones quedan siempre relegadas al finabsliéeimas de estudio y, como hemos
constatado al analizar los examenes de algunasafisigs de universidades importantes
(Autébnoma de Barcelona, Autbnoma de Madrid, Conapis¢, Pompeu Fabra), estan
practicamente ausentes en las evaluaciones o erdarfirales. Podemos considerar en
este sentido que en el ambito de las matematicadgpaconomia y empresajtrbajo
transpositivorealizado hasta la fecha se limita a retomar wganizacién ya elaborada
por la matematica sabia, a afladir algunos problenmagdo de «ejemplos motivadores»

0 «aplicaciones» de final de capitulo dentro debifonde la economia y empresa
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(elasticidad, estudio de costes, etc.), sin pradecuna reconstruccion especifica de
contenidos mateméaticos a ensefiar a partir de lessitdes que se plantean en

economia y que estos contenidos vienen a colmar.

El andlisis de la evolucién historica de la ciene@ndmica y su relacién con las
matematicas muestra, tal como indica Artaud (1993)mplejos procesos de
transposicion institucional entre la comunidad @ ihvestigadores en economia y la
matematica sabia. La emergencia de la economia coemwia autbnoma ha ido
siempre muy relacionada con la inclusién, consiéra construccion y creacion de
modelos matematicos, a pesar de que la relacida ecbnomia y matematicas no haya
dejado nunca de ser altamente polémica.

El movimiento «post-autista» de los estudiantesvarsitarios de economia de
principios de los afios 2000 muestran hasta quéopmsta polémica ha traspasado a la
ensefianza, poniendo en evidencia las dificultadas genera esta carencia
transpositiva. Por un lado, y como hemos vistoakignaturas de matematicas ignoran
las problematicas de la economia y empresa, haci@mdligar nimio a la construccion,
uso y validaciéon de modelos matematicos a partisitl@ciones problematicas extra-
matematicas. Por otro lado, las asignaturas mgsgzrale la economia y empresa se
podrian dividir en dos grandes bloques. Algunasnacda microeconomia o las
matematicas financieras, darian rienda sueltacabuanzado de modelos matematicos
especificos de estos ambitos de actividad, pralido asi —de ahi la «queja» del
movimiento post-autista— la ensefilanza de una @eregonomica altamente
matematizada que se miraria el ombligo y serigoacae abordar los graves problemas
econdmicos Yy financieros que sufre nuestra socidgesldemas materias, por el escaso
uso que hacen de la herramienta matematica, eelimensaje de que la economia y
empresa podria desarrollarse perfectamente al madms modelos matematicos.
Creemos que el andlisis de este complejo fenOmemspositivo no puede hacerse
manteniéndose Unicamente en el &mbito de la imaesin econdmica y matematica (lo
que tradicionalmente se considera como estudiostespologicos) o en el de la
ensefianza, porque ambos estan intimamente reldomnal problema que manifiesta
el fendmeno «post-autista» es a la vez un problepiatemoldgico y didactico.
Postulamos que un primer paso para abordarlo estéorentar la ensefianza
universitaria de las matematicas hacia un paradigoe incorpore la modelizacion

matematica como una herramienta esencial del ayétiendmico y empresarial.
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Cuando ampliamos el ambito empirico de la ensefianizarsitaria para incorporar los
estudios de bachillerato y la asignatura espedifigase cred en los afios noventa de las
Matematicas para las ciencias sociales, apareo@seho problema transpositivo. La
dificultad para integrar la ensefianza de las mdteasa como herramienta de
modelizacién no es menor en el bachillerato qudaenniversidad. De ahi que la
asignatura especifica de la modalidad de cienmamles haya acabado siendo una
version «reducida» de su analoga para la modatidaciencias y tecnologia, en lugar
de proponer un conjunto mas ajustado no sélo depfawxipales herramientas
matematicas que se utilizan en economia sino, $obce de las funciones y problemas

econdmicos que les dan su razon de ser.

De este modo, hemos podido documentar y empezantaastar empiricamente las
conjeturas que avanzdbamos al final del Capitale dsta memoria:

C3.1. Extrapolando los resultados obtenidos por Barq20®9), podemos postular
qgue las matematicas se presentan en las instiegiescolares (tanto en el bachillerato
de ciencias sociales como en la ensefianza unam@iton logicas intramatematicas y
sin ninguna interaccion con la economia ni la esgres decir, sin considerarse como
una herramienta de modelizacion de sistemas eceons8nmy empresariales. En las
instituciones escolares responsables de la ensefidmdas ciencias econémicas se
asigna a las matematicas un papel secundario gueitpea lo sumo, precisar y
cuantificar algunos aspectos de los fenbmenos ewugp8 cuyo nucleo esencial, se
supone implicitamente, puede ser construido y esgtadsin hacer ningun uso de las
matematicas.

C3.2. De forma anéloga a lo que ocurre en la ensefianzarsitaria de las Ciencias
Experimentales, postulamos que la ensefianza deal@snaticas en los primeros cursos
universitarios de Economia y Empresa siguen lompdriamos considerar como una
«organizacion estandar» con contenidos de caldfdcedcial en una y varias variables,
y de algebra lineal elemental. Estos contenidossgicturan siguiendo la logica de la
construccion tedrica de los conceptos otorgandmapel secundario al uso de las
matematicas en Economia.

C3.3. En las instituciones escolares (tanto en el blachib de ciencias sociales como

en la enseflanza universitaria), se considera queniematicas no son de ninguna
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maneraconstitutivas del conocimiento econdmitionecesarias para la resolucion de
problemas empresariales. Las matematicas, una eegtragidas,se aplicana las
ciencias economicas sin «contaminarse» por elts gue ello suponga ningan cambio
relevante ni para las matematicas ni para la pnodtiea econdémica a cuyo estudio
contribuyen. Se supone que las mateméticas y laoetia tienen una existencia y un
desarrollo independientes. hatividad de modelizacién se entiende asi comonugra
«aplicacion»del conocimiento matematico previamente constroiden los casos mas
extremos, como una simple «ejemplificacion» del dsdas herramientas matematicas
a ciertos sistemas econdmicos que, en ocasionesnstuyen artificialmente para que

se ajusten a la utilizacion de las herramientagmaticas que se quieren aplicar.
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CAPITULO 3. Las matematicas para las ciencias sodis en
el paso de Secundaria a la Universidad

1. Discontinuidades matematicas y didacticas entta Secundaria y la Universidad

El alumno que inicia sus estudios universitariobedbacer frente en poco tiempo a
multiples situaciones nuevas para las cuales nsidw preparado. La institucion de
procedencia —la escuela secundaria— esta demapradoupada en poder finalizar
todo el contenido susceptible de aparecer en leebps de acceso a la universidad, a la
vez que continda con la misma metodologia que iliaagio durante todos los cursos,
sin anticipar al estudiante lo que se encontranastdo unos meses mas tarde en la

universidad.

Hasta la implantacion del Espacio Europeo SupeioEducacion (EEES), la llegada
del estudiante a la universidad suponia una rupturg grande con respecto a la
secundaria. El nuevo EEES parece haber incorpoesti@tegias de mejora en el
traspaso entre ambas instituciones. En este semtidontramos en el estatuto del
estudiante universitarfdalgunos articulos que asi lo confirman:

- [los estudiantes de Grado] tienen derecho a regii@ntacion y tutoria personalizadas en el

primer afio y durante los estudios, para facilismadlaptacion al entorno universitario y el
rendimiento académico. (art. 8)

% Real Decreto 1791/2010 de 30 de diciembre, pubdieadel BOE (NGm. 318 Viernes 31 de diciembre d&020
Sec. |. Pag. 109353)
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- [...] se ofreceran metodologias de trabajo en laarsidad y formacion en estrategias de
aprendizaje, para proporcionar ayuda a los esttgdiaan los momentos de transicion entre
las diferentes etapas del sistema educativo. Bart.6

Todavia es muy reciente para comprobar el impage eptos nuevos cambios estan
teniendo sobre los alumnos, ni tampoco hemos eracmimuchas investigaciones al

respecto. De hecho, tradicionalmente las investgas en didactica tienden a

concentrarse o bien en la institucion de salida estaiela—, o bien en la de llegada —
la universidad—, pero en menor medida encontranstsd®s que se centren en la
transicion entre ambas instituciones. En esta lam@ntramos a Evans (2000) que
presenta una recopilacion muy completa de estastigaciones, abarcando desde los
estudios mas genéricos —sociologicos o0 pedagogidussta los mas especificos de las
diferentes disciplinas ensefiadas —fisica, mateastastadistica, geografia, economia,

contabilidad, administracién y direccién de empsesarecho, educacion, entre otras—.

En este capitulo nos centraremos en la transicedmrdbas instituciones en el caso
concreto de la asignatura de matematicas de losepys cursos universitarios en el

ambito de la economia y la empresa en Espafia.

1.1. Las dificultades de los alumnos de matematicas el paso de Secundaria a la

Universidad

Sin duda, la generalizacion de la ensefianza segangacorrelativamente de la

ensefianza universitaria explicaria parte de lasuttdides con las que los alumnos se
encuentran en los primeros cursos universitarioadi¢ionalmente la universidad

estuvo acostumbrada a ensefiar a una élite saaidlectual muy seleccionada y en las
Gltimas décadas se ha producido una apertura Hacimayoria de alumnos de

secundaria. Esta entrada masiva de alumnos hagadean aumento de la diversidad
qgue al sistema de ensefianza le esta costandoaasihtdsta la reciente reforma del
Espacio Europeo de Educacion Superior, la univadgsgkguia con los mismos planes
de estudio, metodologias didacticas y sistemas/dkeiacion que hace cincuenta afnos,
sin modificarse en funcién de la nueva realidads M@ncretamente, a nivel espafiol, la
implantacion de la reforma educativa LOGSE, quéesge la ensefianza secundaria
obligatoria hasta los dieciséis afios, ha generadaliversidad enorme en la extension

y profundizacion de los conocimientos matematicm$od alumnos que posteriormente
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iniciaran estudios universitarios. Esto ha provocada disminucién, muchas veces

consciente, del nivel de exigencia mateméaticaptentla ensefianza secundaria como
universitaria. La distancia entre la nueva secuadala universidad se esta agravando
tanto, que la mayoria de universidades espafotggpen desde hace unos afios unos

«cursos cero» para facilitar la transicion entsedas instituciones.

En este capitulo partiremos de la situacion actmlla que la universidad se ve
«abocada» a proponer estos cursos e intentarenadigaansus posibles funciones
«remediadoras», haciendo posteriormente una prigpdacticamente fundamentada,

experimentandola y evaluandola empiricamente.

Partiremos de los resultados obtenidos por C. Ean&04) en su tesis doctoral en
didactica de las matematicas tituladiscontinuidades matematicas y didacticas entre
la Secundaria y la Universidadjue ya hemos comentado en el Capitulo 1 y que

podemos resumir en las dos proposiciones sigutentes

(1) Las dificultades que manifiestan los alumnos gmasb Secundaria—Universidad se
pueden formular en términos déscontinuidades matematicas y didacticagre
las dos etapas educativas. En efecto, en securslar@nstruyen praxeologias
matematicas puntuales y locales incompletas y tiesadas, con un fuerte
contenido préactico-técnico y un débil componentaaédgico-tedrico. En cambio,
en la universidad se construyen praxeologias maieasa locales también
incompletas y desarticuladas pero con un fuertepomente tecnoldgico-tedrico y
un débil componente practico-técnico. Ademds, noadigulan laspraxis de
secundaria con lokgos de la universidad. En general, en ninguna de tss d
instituciones se parte de las cuestiones probleagtjue estan en el origen de las
praxeologias matematicas que se ensefan, es ldegire llamamos la «razén de
ser» del conocimiento matematico que se ensefa.

Se postula que la «incompletitud» de las matenstestudiadas en las dos
instituciones estaria relacionada con una «incatitydedidactica» causada por una
débil realizacién de algunas dimensiones importad& proceso de estudio y por
la ausencia de un cuestionamiento inicial que ragtiotorgue una «razén de ser» a

las principales nociones y técnicas que los alurtireosn que aprender a utilizar.
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(2) Una manera de reducir estas discontinuidades, ggm ajrado o en algun ambito
concreto de la matematica estudiada, consiste safali praxeologias didacticas
que permitan la reconstruccion de praxeologias métteas locales relativamente
completas, tanto en la ensefianza secundaria, corf@umiversitaria, como en el
paso de una a la otra. Se postulan dos condicineessarias para hacerlo: el
desarrollo suficiente y adecuadamente dirigidotdabajo de la técnicy eltomar
como punto de partida del proceso de estudio unestan («razén de ser»)
suficientemente rica a la cual la praxeologia maitoa local aporte una

respuesta.

Partiendo de estas hipétesis, hemos formuladouastionesQ; y Q. que ya se han
presentado en el Capitulo 1 de esta memoria yajasmamos a continuacion:

Q1: ¢ Como se puede describir e interpretar la respuegsttucional espontanea, que
se materializa mediante los cursos «cero» de mateasa al problema de las
discontinuidades matematicas y didacticas entrselaundaria y la universidad?

Q11: ¢Qué caracteristicas tienen los dispositivos dm# que han sido
creados en las universidades espafiolas paradaellitransito de los alumnos
de secundaria a la universidad? ¢Cual parece sdundamentacion

matematico-didactica (mas o menos explicita) deadidispositivos?

Q12: ¢En qué medida estos dispositivos parecen apiagpipara paliar las
discontinuidades matematicas y didacticas entre ségundaria y la

universidad?

Q2. ¢Qué caracteristicas diferenciales, en relacién aa respuesta instituciona
espontanea, pueden presentar los cursos «cero»e siusdamentan en la teorfa

antropoldgica de lo didactico?

Q21 En un curso propedéutico disefiado en base al lmegéstemoldgico-
didactico que propone la TAD, ¢qué dispositivos aditos deben
instaurarse? ¢ Cudles son las praxeologias matesgtie se proponen para
ser estudiadas? ¢Como se relacionan entre si ardo Hel proceso de

estudio? ¢ Qué papel juega la modelizacion matea?atic
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Q22: ¢ En qué medida los «cursos cero» disefiados enablas criterios que
propone la teoria antropoldgica de lo didactico npen paliar las
discontinuidades matematicas y didacticas entre Skcundaria y la

Universidad?

1.2. Los «curso cero» de matematicas como nuevopmlisitivo didactico

Partiremos de un fendmeno que esta sucediendo pan&sen los ultimos afios,
coincidiendo con la llegada a la universidad deglrgeraciones de la reforma educativa
de 1990, que alargaba la ensefianza obligatori@sié4 a los 16 afios y reducia la
secundaria post-obligatoria de cuatro cursos a @omo reaccion a la llegada de los
«nuevos alumnos» de la reforma a la universiddithades de la década de los noventa
del siglo pasado, un gran numero de universidades® gn marcha unos cursos
preparatorios para los alumnos de nuevo ingresamgdos también «cursos
propedéuticos», «cursos cero», «cursos de nivelaciétc.). Su duracién no suele
exceder de tres semanas y se acostumbran a redlizamte los primeros dias de
septiembre, antes de empezar el curso académicpririipal objetivo edacilitar el
transito de los alumnos entre las dos instituciormsnpletandolos contenidos
matematicos que se estudian en secundaria con l@ugle se consideran

imprescindibles para cursar las asignaturas demdditeas de primer ciclo universitario.

Hemos querido comprobar qué investigaciones hay iva&l respafiol sobre la
preocupacion por el nivel con que llegan los alusnde secundaria a la universidad.
Hemos centrado nuestra busqueda en investigacibeelsas en el campo de la
administracion y direccién de empresas y las cesnecondmicas y empresariales, que
es donde centraremos nuestra experimentacioneParaos hemos remitido a las actas
publicadas de las jornadas que anualmente se apldbsde |Asociacion Espafiola de
Profesores Universitarios de Matematicas para laofmmia y la Empresa

(ASEPUMA) y las delCongrés Internacional de Docencia Universitariamnbvacio
Los trabajos que abordan el tema que estamosdmtaan primordialmente en las dos

lineas que describiremos a continuacién. En prilmgar, encontramos trabajos que

proponen un diagnéstico del perfil del alumno degd a la universidad, con el objetivo
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de averiguar el porqué del fracaso de este alurarante el primer curso de estudios.

A grandes rasgos, estos estudios achacan el fracagémico a la corta duracion y la
«mala calidad» de los estudios del bachillerattatgal hecho que el perfil del alumno
que accede a dichos estudios es el de un estugiante motivado y sin demasiada

vocacion para estos estudios.

La segunda linea de trabajos se centra en dari@odsca las dificultades de los
alumnos aportando pequefas variaciones en losscdesmatematicas de primero para
mejorar el rendimiento académico. Podemos destaces propuestas: una consiste en
modificar completamente la metodologia didacticdlizatla, basando la nueva
organizacion didactica en el aprendizaje cooperdiistapé 2005); otra se basa en la
incorporacion de un capitulo «cero» que aportar@ahase econdmica para explicar las
necesidades que provocan la utilizacién de lasméteas en la economia y la empresa
(Erice 2005).

La tendencia de los ultimos afios apunta a la pcesdabitual de los llamados «cursos
cero» en casi todos los grados donde en el primesocuniversitario se imparte la
asignatura de matematicas, ya sea como créditlisrdeonfiguracién ya sea de forma
«obligatoria» en forma de un primer cuatrimestrerae. Los estudios de economia no
son una excepcion y de hecho en muchas universidadse trata de un dispositivo
institucionalizado plenamente. Ante esta realidathds querido analizar como estan
disefiados estos cursos y hemos buscado informsaide los aspectos siguientes:

- Cual fue el origen de la implantacion del curso;

- Qué relacion tiene el disefio del curso con el detso académico» habitual;

- Cual es la funcion principal del curso;

- Qué relacion tiene con las matematicas estudiatdasaindaria;

- Qué relacion tiene con las matematicas que seiasincen la universidad;

- Qué efecto tienen estos cursos en el «rendimiem¢olos alumnos durante el

primer afio de estudios en la universidad;

35 Alvarez, Blanco, Guerrero & Quiroga (1998), Cansadfernandez, Gémez, Masero, Vazquez & Zapata 2005
Castellanos, Gonzalez, Gonzalez de Sela & Manza®@8j1Corcho, Cortienes & Guerrero (2005), Fernandez
Escribano (2005) y Garcia Hernandez (2001).

98



- Qué responsabilidades (matematicas y didacticars® tjue asumir el alumno en
estos cursos y en qué se diferencian de las gqabaestcostumbrado en la

enseflanza secundaria.

Esta informacion nos permitira deducir una carégderdon de las «tecnologias
didacticas» universitarias dominantes y sus pasibtmsecuencias en las dificultades
de los alumnos que llegan de secundaria. Y nosridebdormar sobre el tipo de
diagndstico espontaneo que hace la universidade dabrdeficiencias de los alumnos

gue provienen de secundaria y la posibilidad depges remedio.

1.3. Mapa de los «cursos cero» de matematicas

Durante el periodo 2005-2009 llevamos a cabo wndasipormenorizado de distintos
dispositivos que nos permitieran delimitar el estdd los «curso cero» que se estaban
realizandd®. Entre ellos, destacamos:

- Las entrevistas con disefiadores de los cursos yprdesores responsables de

impartir, tanto «cursos cero» como «acadeémicos»;

- La asistencia a las clases de estos cursos;

- El analisis de los apuntes y materiales, tantordegores como de alumnos;

- El analisis de encuestas pasadas al final del @uls® alumnos;

- Las entrevistas con los alumnos.

Entrevistando a profesores responsables de losaegw@wero» nos encontramos que la
mayoria no habian tomado la decisién de implardagigoor tanto, no tenian muy clara

la «razdn de ser» de estos cursos. Esto nos himapgue su implantacion se habia
constituido como unaodaimpuesta en cada universidad para no ser menosague

demas, sin llevar a cabo un andlisis previo deesesidad, eficacia y adecuacion del
disefio. Ante la pregunta de qué relacion tienelasmmatematicas que se veran en la
universidad, mayoritariamente dicen que a pesaiodievanzar la materia que se vera en
la universidad, si que seleccionan aquellos ternassqn basicos para desarrollar las
matematicas que forman parte del «curso académitda.pregunta de qué relacion

tiene el disefio del curso de septiembre con ebckmsrmal» de matematicas de primer

% Dicho estudio y sus conclusiones se puede encatetallado en la memoria de investigacién presengor la
autora de esta memoria para optar al Diploma diistivancats (Serrano 2007)
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curso, las respuestas apuntan en la linea que nsideoan que deba existir ninguna
relacion ya que entienden los «cursos cero» comeepaso de secundaria. Ante la
pregunta de qué relacion tiene con las matematesiadiadas en secundaria,

mayoritariamente dicen que es un resumen de |laanmaditas vistas en bachillerato.

Para establecer qué efecto tienen estos cursoe sbbendimiento de los alumnos
durante el primer afio de estudios en la universjdaas encontramos que,
mayoritariamente, los profesores no han hecho niregiudio en esta linea. Ademas
como estos cursos no se acostumbran a evaluap¢amps podian proporcionar datos
gue pudieran relacionar el rendimiento de los ahsnan el curso «cero» con su

rendimiento posterior en la asignatura académica.

En definitiva, los profesores resultaron ser urenfe muy pobre de informacién sobre
el motivo, disefio e incidencia de estos cursosesebrendimiento universitario de los
alumnos. Esto nos condujo a llevar a cabo una roktgh «naturalista» de

observacion de algunos de estos cursos.

1.4. Los programas de los cursos «cero»

Los «cursos cero» van dirigidos a un amplio abad&@alumnos que iniciaran carreras
muy diferentes, donde tedricamente las matematieasn también diferentes niveles
de complejidad. Esto podria hacer pensar que efidig contenido de cada uno de estos
cursos tendria que estar adaptado a las pecutiasdde los diferentes estudios
universitarios. La realidad, sin embargo, desmieesta suposicion. El objetivo
principal en la mayoria de estos cursos es cubnragimo namero de contenides el
poco tiempo que dura el curso, intentando hacerepaso exhaustivo de toda la
matematica de secundaria, independientemente depsutancia en relacion al curso
académico, y también del tipo de alumnado al que \dirigido el «curso cero» en

cuestion.

En este sentido no creemos muy atrevido clasifioarcursos observados en dos
grandes grupos, segun ltipos ideales de modelos docentdsscritos en capitulo
primero de este trabajgX.5). Encontramos por un lado, cursaamgpiristas que

combinan dos dimensiones del proceso de estuditotalmpreponderancia: el momento
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del trabajo de la técnica (moddkxnicistg y los momentos exploratorio y del primer
encuentro (modelmodernisty. Su principal caracteristica es la estructuradéincurso
partiendo de un listado de ejercicios y problen@adgemasiado articulados entre si pero
MAas 0 menos organizados por temas o ambitos t@wakt estudio de esta larga lista
de problemas diferentes conduce al alumno a vina especie deterno momento
exploratorio que, por falta de tiempo, no es nunca productivueg el profesor acaba
frustrando con un «bombardeo» continuo de recordatde técnicas y tecnologias de
manera muy oportunista siguiendo las necesidadesadea caso. Los alumnos
acostumbran a ver asi una gran cantidad de prayaeslonatematicapuntualesy
aisladas con todos sus componentes. A pesar de la apaielciuna metodologia
«activa» centrada en la resolucion de problemasalehjo en el aula lo acaba haciendo
principalmente el profesor. Creemos que esta egieaes la que domina en el caso de

los cursos ofertados en carreras cientificas.

El segundo gran grupo lo conforman lo que llamacwsos de estilo clasice que
combinan dos dimensiones del proceso de estudimoshento tecnoldgico-tedrico
(modelo teoricistg y el momento del trabajo de la técnica (modonicistg. Su
principal rasgo es ver desfilar una gran cantidagrdxeologias matematicas siguiendo
una sucesion de temas fijados a priori, dondeiebdrilo conductor entre ellos, cuando
lo hay, se situa en el nivel del discurso tedrige go forma parte de la responsabilidad
matematica del alumno puesto que esta responsabiisl asumida en exclusiva por el
profesor. Al final, el alumno también acaba trabdf@ con una gran cantidad de
praxeologias matematicgmintualesy aisladas aunque el discurso del profesor las
presente conectadas y estructuradas en praxeologigsnaticas locales o regionales.
Creemos que esta estructura corresponde mas aulesscofertados en carreras de

tematica econémica y social.

En Serrano (2007) se encuentra un analisis madladietasobre el estudio de las

praxeologias didacticas en las que se basan un enspirista» y otro «clasico».

1.5. La situacién actual

La nueva estructura en grados no parece haber icamthf el funcionamiento de los

«Cursos cero» en las facultades espafiolas de e@nors programas a los que hemos
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podido acceder desde las diferentes Wele las universidades asi lo confirman. A
modo de ejemplo mostramos algunos programas deoscuksero» ofertados en

diferentes grados de economia en facultades egzafiol

Universitat Autonoma de Barcelona
.- Introduccion
1. Repaso de calculos algebraicos basicos
2. El sistema de los nimeros reales: igualdades, ulddides, intervalos, valor absoluto
3. Logica formal béasica: proposiciones, implicacioresdiciones necesarias y suficientes
4. Demostracion matematica: razonamiento inductivegudtivo
5. Teoria de conjuntos basica: operaciones con cagudiagramas de Venn
I.- Calculo diferencial
1. Funciones de una variable real: dominio, imagepresentacion grafica
2. Familias de funciones: polinomiales, exponencidtagritmicas, trigonométricas
3. Limites y continuidad: definicion, interpretaciéeagnétrica
4. Derivadas: definicion interpretacién geométricatadés de derivacién
Ill.- Célculo integral
1. Integrales indefinidas: interpretacién geométrnatodos de integracion
2. Integrales definidas: Interpretacién geométricapirdades
IV.- Algebra lineal
Matrices: definicion, operaciones con matrices
Determinantes: definicién, propiedades
Rango de una matriz
Matriz inversa
Sistemas de ecuaciones lineales

aogrONE

Universidad Carlos 11l Madrid
1. Polinomios y fracciones algebraicas.
2. Resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuacione
3. Funciones elementales.
4. Célculo de limites.
5. Funciones continuas.
6. Célculo de derivadas.
7. Representacion gréfica.
8. Calculo de primitivas.

Universitat Pompeu Fabra
El curso sera eminentemente practico, con muclwdu@én de problemas y muchos calculos.

El contenido se centrara en aspectos basicos dmil@aton fracciones, manipulacion
algebraica de exponentes, potencias, raices, fitapldn de expresiones, factor comun,
resolucion de ecuaciones e inecuaciones de prinsggyndo grado, sistemas de ecuaciones
lineales, graficas y tablas de valores de funcieeesillas. También se trataran los errores mas
comunes en el tema de las potencias y las raices.

Universidad de Zaragoza
Unidad Didactica 1: Calculo operacional: fraccigrnestencias, raices y logaritmos.
* Fracciones:Conceptos. Operaciones. Operaciones con fraccalgebraicas.
» Potencias y raicesConceptos. Propiedades de las potencias. Progiedael las raices.
Funcion potencial y funcion exponencial.
» Logaritmos:Conceptos. Propiedades. Funcién logaritmica.

37 Cabe destacar la dificultad para encontrar diciogrpmas en los portales de acceso publico de ébsde las
Universidades.

102



Unidad Didactica 2: Ecuaciones, inecuaciones gsias de ecuaciones e inecuaciones.

» Ecuaciones: Conceptos. Ecuaciones polinébmicas con una incagBiduaciones
no polinémicas con una incognita. Ecuaciones canimimignitas.

« Inecuaciones: Conceptos. Inecuaciones polindmicas con una int@dnecuaciones
racionales con una incégnita. Otras inecuacionesw@ incégnita. Inecuaciones con dos
incognitas.

« Sistemas de ecuacion&donceptos. Sistemas de dos ecuaciones con dosiitadSistemas
dem ecuaciones conincognitas.

« Sistemas de inecuaciong3onceptos. Sistemas de inecuaciones con una inadé§mstemas
de inecuaciones con dos incégnitas.

Unidad Didactica 3: Trigonometria.

+ Medidas de angulos: el grado sexagesimal y el maiRdzones trigonomeétricas de un angulo
agudo. Razones trigonométricas de un angulo cuakluiRelacion entre las razones
trigonométricas de dos angulos. Otras igualdadgenibmétricas. Funciones trigonométricas
y sus inversas.

Unidad Didactica 4: Numeros reales y nimeros cojogle

« NUmeros realesNUmeros naturales y numeros enteros. NUmeros nae® y nimeros
irracionales. NUmeros reales.

« Numeros complejosConceptos. Operaciones. Representaciéon grafigandpolar y forma
trigonomeétrica.

Unidad Didactica 5: Geometria en el plano.

« Puntos y vectore?untos en el plano. Vectores fijos. Vectores §bre

* Rectas: Inclinacion y pendiente de una recta. Ecuacionesuda recta. Incidencia y
paralelismo.

e Conicas:Circunferencia. Elipse. Hipérbola. Parabola.

Unidad Didactica 6: Matrices, determinantes y siste de ecuaciones lineales.

« Matrices: Concepto. Tipos de matrices. Operaciones con eeatrPropiedades. Operaciones
elementales. Rango de una matriz. Célculo de lazmatversa por el Método de Gauss.

« DeterminantesCalculo. Propiedades. Calculo de la matriz. calddl rango de una matriz.

e Sistemas de ecuaciones lineal&oncepto. Tipos de sistemas lineales. Discusiérurde
sistema lineal. Métodos de resolucién de sistemeaalks.

Unidad Didactica 7: Funciones reales de varialdé re

* Funciones reales de variable re&@onceptos béasicos. Funciones elementales. Limitende
funcion.

« Derivada de unafuncion real: Conceptos basicos. Interpretacion geométrica. Banci
derivada. Regla de L"Hopital.

« Representacion graficaCrecimiento y decrecimiento. Extremos relativooon€avidad,
convexidad y puntos de inflexién. Asintotas y ramasabdlicas. Estudio y representacion
gréfica.

Universidad de Malaga
INTRODUCCION A LA TEORIA DE MATRICES
1. Matrices y determinantes
2. Sistemas de ecuaciones lineales
INTRODUCCION
1. Razones trigonométricas. Operaciones. ldentidagesigciones
2. De los numeros naturales a los complejos
3. Monomios y polinomios
TEORIA DE FUNCIONES
Funciones. Forma de expresar una funcién
Limite en un punto. Continuidad. Propiedades ddifoises
Tipos de funciones. Operaciones con funciones
Funcién exponencial. Funcion logaritmica
Funcién derivada. Interpretacién geométrica. Aglicaes de la derivada.

agrodpPE
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Como podemos observar en la muestra presentadarecepgue la entrada en el nuevo
Espacio Europeo de Educacién Superior haya camléadstructura de estos cursos,

que siguen estando compuestos por un numero nvgdelele contenidos.

1.6. Conclusiones

El contrato didactico, es decir el reparto de raspbilidades entre profesor y alumno
en lo que se refiere al contenido matemético egojuasi como el tipo de actividad
matematica que los alumnos tienen que realizarstraugue estos cursos pretenden que
los alumnos trabajen en una cantidad muy importdetgraxeologias matematicas
diferentes para intentar recubrir, en cierta manler@asi totalidad del curriculum de
secundaria. El tiempo limitado de que se dispoma pate objetivo tan ambicioso no
permite que los alumnos puedan vivir los diferem@snentos del proceso de estudio.
En consecuencia, cada curso se limita a propoganas momentos privilegiados que,
supuestamente, permiten hacer una «reconstruc@gpidas» de las praxeologias
matematicas consideradas. Estos sormmemento tecnologicm bien el momento
exploratorig acompafados dehomento del trabajo de la técnicue, por falta de
tiempo, aparece siempre interrumpido antes de pseleproductivo. Asi, en ningun
caso se dispone del tiempo y el espacio necesairdogh trabajo de desarrollo técnico ni
para llevar a cabo el cuestionamiento que se megpara construir praxeologias
matematicas locales que agrupen y otorguen masifldad y eficacia a las técnicas y
tecnologias que los alumnos aprenden a utilizaeeaondaria. Nos parece que este tipo
de praxeologia didactica no sélo no contribuye hapda desarticulacion de las
praxeologias matematicas que se estudian en se@yrglao que reforzarian todavia

mMAas su aislamiento y rigidez.

Estas conclusiones corroboran la conjetura 1 queokepresentado en el primer
capitulo:

Conjetura 1. Efectos de los cursos propedéuticos tradicionalasla transicion

Secundaria-Universidad

Los cursos propedéuticos (0 «cursos cero») se ffoeai@n (implicitamente) en

modelos didacticos que, a lo sumo, toman en corsigley dos de losnomentos
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didacticoso dimensiones del proceso de estudio que propohAly y se sustentan en
un modelo epistemoldgico de las matematicas ederaiée «conceptualista» vy
«acumulativo» (esto es, un modelo que interpreteorbcimiento matematico como
una red de conceptos que puede ampliarse median@gcumulacion de nuevos
conceptos y nuevas relaciones entre ellos). Enecoesicia, favorecen y agravan el
aislamiento y la desarticulacion de las praxeobgfamtematicas que se estudian en
secundaria y no contribuyen a paliar las discordames matematicas y didacticas entre

la secundaria y la universidad.

Una primera explicaciéon de este fendbmeno radicalehecho que estos cursos se
organizan mediantepraxeologias didacticas uni o bidimensionaléoricistas,
tecnicistas, «modernistas» 0 «clasicas») que rEnauno o dos momentos del proceso
de estudio en detrimento de los otros. En conse@idions procesos de estudio que se
derivan no permiten reconstruir praxeologias matieas locales relativamente
completas que agrupen Igsuntuales estudiadas en secundaria otorgandoles la
flexibilidad técnica y el desarrollo tecnoldgicofisiente para hacer instrumentos

eficaces para el estudio de nuevas cuestionesgpnakicas.

Este analisis nos condujo a hacer una propuestaatiiva de «curso cero» que va, en
cierta forma, en sentido contrario a los cursoseaifios habitualmente en las
universidades. Si, como hemos postulado, el prahdigndicap con el que llegan los
estudiantes a la universidad es su incapacidad gricallar conocimientos teoricos y
practicos para formar estrategias de resolucioe, vayan mas alla de la simple
aplicacion de técnicas puntuales a problemas ais)ahtonces creemos que el objetivo
de un curso de transicion Secundaria—Universidadr it que facilitar este trabajo a los
alumnos. En vez de una revision rapida y necesaritamsuperficial, de una parte
importante de los conocimientos que los alumnodacale estudiar (o de los que
deberian haber estudiado), proponemos llevar a cabaestudio detallado y en
profundidad de unas pocas cuestiones problematicas interés para los estudiantes,
que les conduzcan a conectar conocimientos, aicnastias técnicas aprendidas y a

desarrollarlas hasta dotarlas de mas alcancedezali

105



2. Disefio y experimentacion de un «curso cero» deatematicas desde el enfoque
de la teoria antropoldgica de lo didactico

A partir de los resultados sobre las discontinuddachateméticas y didacticas entre la
secundaria y la universidad ya presentados, raforpar nuestro analisis exploratorio

de los «cursos cero» existentes actualmente emiasrsidades espafolas, proponemos
disefiar y experimentar un curso que intente pdinas discontinuidades. En otras

palabras, ante el fendmeno de la atomizacion geigde las praxeologias matematicas
escolares, el problema didactico que nos planteasosl de disefiar un proceso de
estudio que posibilite integrar ciertas praxeolsgantuales en una praxeologia local

relativamente completa.

2.1. Andlisis a priori de la praxeologia matematica reconstruir

El curso que proponemos debe cumplir las caratitmgssiguientes:

(1) El objetivo general efa articulacion de unas cuantas praxeologiaatematicas
puntualeso locales estudiadas en secundaria, que presenten un grgdodéa
«completitud». Se trata de praxeologias que lasmds no son capaces de conectar
espontdneamente y que formen parte de una praxeotmgematicdocal central
en el programa de la asignatura de matematicaesdestudios universitarios que
iniciaran.

(2) La articulacién de estas praxeologias matematicasuples debera hacerse como
respuesta a unauestion problematica iniciajue tenga interés y «sentido» para los
alumnos. Se pretende que la articulacion de laseplagias matematicas puntuales
tenga unduncionalidad matematicg no responda (solo) a presiones del contrato
didactico.

(3) La reconstrucciéon de la praxeologia matematical lagaartir de las praxeologias
matematicas puntuales que «aportan» los alumnbg, g®vocamue surjan y se
integren de manera funcional los diferentes monsedi proceso de estudsin

gue haya el predominio de algunos pocos en dettovtenlos otros.
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2.1.1. La praxeologia matematica local que se quieconstruir

La cuestion inicialQy que hemos escogido como punto de partida del poodidactico
puede condensarse en el estudio de desigualdadgsodé(x) = g(x) dondef y g son
funciones «elementales» de variable real. El orideresta cuestion se vincula a un

problema de comparacion de magnitudes economicas:

Qo: Determinar para qué ventas los ingresos de una esgison mayores que los costes, o los
precios unitarios mayores que los costes medidss dbeneficios mayores que un valor dado, o los

costes menores que un valor dado, etc

Si modelizamos los ingresos, costes, precios umstacostes medios y beneficios de
una empresa mediante funciones que dependen dénisamvariable —las ventas—,

entonces la cuestion planteada conduce al estudiaurdh desigualdad del tipo

considerado. Supondremos que en todos los casomdalo matematicg(x) = g(x)

ya esta dado (es decir, no pediremos a los aluoum@sieterminen las funciones a partir
de ciertas informaciones sobre la empresa) y qpeobllema reside en determinar los

valores dec para los que se cumple la desigualdad.

La praxeologia matematica que permitira dar regpugda cuestion inicial, puede

considerarse como una articulacién de tres pragédomatematicas puntuales que se

estudian en secundaria:

(1) La resolucion de ecuaciondtineales y cuadraticas, cubicas con raices entera
racionales, logaritmicas o exponenciales muy dasgilque designaremos [yo;

(2) La resolucidon de inecuaciones algebraicasle primer y segundo grado
basicamente), muy incipiente en secundaria y gsiguo@emos paP;

(3) La representacion grafica de funciones elementdlgslinomios de grade< 3,

funciones exponenciales y funciones racionale®,dpsignaremos p&x.

Para los estudiantes que acaban el bachilleratas &®s praxeologias aparecen muy
poco conectadas entre si. El estudio de ecuacionas parte del trabajo algebraico
con expresiones de primer y segundo grado quduomas estudian con anterioridad a
la introduccion de las funciones. La resolucioriageotros tipos de ecuaciones (cubicas
o logaritmicas y exponenciales elementales) apaneckferentes temas del curriculum,

ligada normalmente al estudio de funciones, peroy mpoco vinculada a su
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representacion gréfica. Si bien la resolucién deaeiones puede aparecer como una
sub-técnica para la representacion grafica de dmesi, las graficas no se utilizan nunca
como herramienta para resolver ecuaciones ni icemues. De hecho, dentro del
estudio de funciones, las gréaficas siempre apareoem el producto final de una
técnica muy estandarizada que empieza con la detesidn del dominio, el estudio de
los limites de la funcion en los puntos fronter& daminio, la determinacion de los
puntos de corte con los ejes, el célculo de lavdda, el estudio de la monotonia, la
concavidad y convexidad, etc. En este sentidordficg es siempre el objetivo Unico y
final del proceso, no se considera nunca como udelnode la relacion entre dos
magnitudes que puede resultar util para resolveblpmas. Los alumnos aprenden a
representar funciones, pero no aprenden a hacer c@d estas representaciones. Por
este motivo, cada funcion, sea o no elementalpssidera como un elemento aislado,
casi como un pretexto para poner en marcha unaicéécrtuyos pasos estan
especificados previamente (dominio, limites, gtaue conduce a la construccién de la
gréfica. En particular, no se estudian las famitlasunciones elementales como tales
ni, por tanto, las relaciones entre los valoredodeparametros que determinan una

funcion de la familia y la forma de la gréfica del funcion.

La hipotesis que asumimos es que, después detiaiossde secundaria, los alumnos
son capaces globalmente de realizar, dentro depradaologia, los siguientes tipos de

actividades:

Peq: Resolver ecuaciones de primer grado mediante miacipnes algebraicas,
resolver ecuaciones de segundo grado aplicandariaufa del discriminante, resolver
ecuaciones de tercer grado —so0lo si tienen unaraaianal— utilizando la técnica de

factorizacion de Ruffini y resolver ecuaciones exgwiales del tipa-B = c.
Pin: Resolver inecuaciones de primer grado mediantepukationes algebraicas y, en
algunos casos, resolver inecuaciones polindmidaspdax — xg)- (x —xq)-... & —x;) = 0, con

Xo, X1, ..., Xn NUMeros racionales.

Ps: Dada una funcion elementék), buscar el dominio, limites, puntos de corte losn

ejes, intervalos de variacion, etc. hasta lledarrapresentacion grafica.
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Presentamos a continuacion, a modondeleloepistemolégico de referencia manera
como estas tres praxeologias proporcionan losdientes necesarios para producir una
respuesta a la cuestion inici@dh considerada y como la produccion de la respuesta
articula estos ingredientes insertando las praggasoconsideradas en upaxeologia
local mas amplia y compleja. A partir de este modelorelerrido matematico,
formularemos el andlisis a priori de la praxeologi@actica que proponemos
experimentar en el «curso cero» disefiado. Finakraggcribiremos la experimentacion

realizada y su evaluacion a posteriori a partilodeesultados obtenidos.

2.1.2. Presentacion del modelo epistemologico tereacia

La reconstruccion de una praxeologia local que vads alla de la simple aplicacion de
una técnica para resolver un tipo de problemasigesyartir de un cuestionamiento
«potente» —esto es, que requiera como respuestprareologia local relativamente
completa— que guie y, a la vez, justifique el peacde estudio que se tiene que tomar.

En nuestro caso, la cuestion problematica que hestrgyido es:

Qo: ¢ Para que se cumplef (x) = g(x) sify g son funciones cualesquiera?

Ante la imposibilidad de dar una respuesta Uniesta cuestion, se decide considerar
casos particulares de la misma, tomando como iorikes familias de funcioned y g
consideradas: funciones afines, cuadraticas, csibldperbdlicas y exponenciales. Se
vera que, al introducir nuevas familias de funcgre técnica utilizada para resolver la
desigualdad se tendra que ir modificando. Se puwedsiderar asi que la variable

«familia de funciones» constituyerabtorde la dinamica del estudio.

En el anexo 3.1 se encuentra el desarrollo compkettada una de las sub-cuestiones y
aqui solo presentaremos un esquema que lo resume:
- Consideramos una primera sub-cuestion que restehgstudio a la desigualdad
cuando las funciones son afines. En este cas@gerd de tres técnicas:
o Algebraica consistente en resolver directamente la desigdalan el caso de las
funciones afines se debe distinguir entre los cdsdscreciente yf decreciente
debido al cambio de sentido de la desigualdad. Mdfesiremos a esta técnica

comorta.
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Algebraica-ecuacional consistente en reducir la inecuacién a la ecunacio
correspondiente y con los puntos solucion establitervalos, estudiando en
cada uno de ellos donde se cumple la desigualdacel Easo de las funciones
afines, se trata de una técnica fiable y econémme poco justificada. La
llamaremosag.

Grafica, consistente en representar las dos funciones gréficamente en que
intervalos se cumple la desigualdad. En el cadagifinciones afines, se trata de
una técnica fiable y facil de justificar, pero poemnoémica. Nos referiremos a

ella comore.

- Consideramos una segunda sub-cuestion que resgingstudio a la desigualdad

cuando las funciones son polinémicas de grado Elosste caso se dispone de las

mismas tres técnicas:

o

Algebraica que sera apropiada Unicamente en el caso enagu#os funciones
tengan el mismo término cuadratico.

Algebraica-ecuacionalque es poco justificada (si no se recurre a taida
grafica) y poco econdmica debido al nimero de tddcgue se tienen que
realizar.

Grafica, es fiable y facil de justificar.

- Consideramos una tercera sub-cuestion que resteh@gstudio a la desigualdad

cuando las funciones son polindmicas de grado Easeste caso se dispone de

cuatro técnicas:

o

o

Algebraica que tendra un alcance muy limitado.

Algebraica-ecuacionalque sera fiable si las funciongsg o f—g tienen raices
evidentes, pero siempre realizando muchos calculos.

Grafica, fiable y facil de justificar siempre que las edcean evidentes.
Grafico-numérica consistente en realizar las graficas y establdeemanera
aproximada las raices mediante algiin método dexiapaoién de raicé& En
este caso se tratard de una técnica fiable y edoadmMos referiremos a ella

COMOTGN.

% Método de la Dicotomia (o Biseccién), Método de Mew Método de la Secante, Método de la
Regula-Falsi, etc.
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- Consideramos una cuarta sub-cuestion que restehgsstudio a la desigualdad
cuando las funciones son hiperbdlicas. En este smslispone de las mismas cuatro
técnicas:

o Algebraica que tendra un alcance muy limitado.
o Algebraica-ecuacionaltambién con alcance limitado y solo sera fiabléas

funcionesf—g tienen raices evidentes.

(@)

Grafica, fiable y facil de justificar siempre que las escean evidentes.

(@)

Grafico-numéricafiable y econdmica si las raices no son evidentes

- Consideramos una quinta sub-cuestion que restrhgestudio a la desigualdad
cuando las funciones son exponenciales. Dispondméss cuatro mismas técnicas:
o Algebraica que tendra un alcance limitadisimo.
o Algebraica-ecuacionatambién con alcance limitadisimo.

o Gréfica, fiable y eficaz si la funciéfig tiene ceros evidentes.

0

Grafico-numéricaapropiada si las raices no son evidentes.

- Consideramos una sexta sub-cuestion que restringstedio a la desigualdad
cuando las funciones son de alguno de los tipasiargs pero diferentes entre ellas.
Las técnicas seran:

o Algebraica que tendra un alcance limitado.
o Algebraicaecuacional también con alcance limitado.
o Grafica, 6ptima si los ceros son evidentes.

o Grafico-numérica 6ptima si los ceros no son evidentes.

Una vez considerados todos los casos particulaiese tiene que estudiar la
desigualdad f(x) > g(x) donde f y g son funciones elementales cualesquiera
(polindbmicas de grade 3, hiperbolicas o exponenciales), se ha visto qunegeneral,
las técnicas algebraicas acostumbran a no funciogae, por el contrario, las técnicas
graficas son mucho mas eficientes y economicasjususolo proporcionan, en general,
respuestas aproximadas que se deben «afinar» ipos@mnte mediante algin método
numerico. Por tanto, ahora ya se puede dar unsemimespuesta a nuestra cuestion
inicial Qo:

Qo: ¢ Para que se cumplef (x) = g(x) sif y g son funciones cualesquiera?
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Roi: Sify g son funciones elementales de los tipos consideradteriormente, o de
algun tipo para el cual se puede obtener facilmenéerepresentacion gréafica, entonces
se puede aplicar la técnica grafica o la graficovwica y deducir el intervalo

aproximado de valoresdeseado.

Roz: Si no se dispone facilmente de la representagiéfica def y g, ni de alguna
desigualdad(x) = k(x) equivalente, entonces se puede realizar un estadimpleto»
de la funcionf — g (estudiando los limites en la frontera del domiihds intervalos de
monotonia, etc.) y deducir un valor aproximado id&rvalo solucion a partir de la

gréfica.

Una vez llegados a este punto, es facil que dedestde la desigualdaf{x) > g(x)

surjan nuevas cuestiones probleméticas, como pordy:

Q.*: ¢ Cémo asegurar, a partir solo de la grafica€es,csin un estudio completo de la funcféng),
gue se han encontrado todos los puntos de corefeng?

Esta cuestion pone de manifiesto la necesidadstiedlie de las variaciones fle g, por
ejemplo utilizando derivadas, y puede servir conativacion del estudio «completo»

que citabamos anteriormente.

También pueden surgir nuevas cuestiones a partradaciones de la cuestion inicial
Qo como, por ejemplo, como varian las solucione® gij@ una de las dos funciones y
se varia la segunda dentro de una determinadaidageilfunciones. Esta es la opcion
gue hemos escogido nosotros en el recorrido qupopemos a los alumnos, al
proponerles un nuevo tipo de problemas generadoepa@studio de una cuestidon
econdémica donde se dispone de dmacion de costesse tiene que «construir» la
funcidén de ingresoy se plantea el problema de escoger el precianumipropiado

para que la empresa siempre tenga beneficios & partun determinado valor de
ventas. Este tipo de problemas «refuerza» en cgamtido el trabajo con la técnica
gréfica y el interés de representar graficamerstelés funcionefx) y g(x) en vez de la

diferenciaf(x) — g(x).
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Praxeologias disponibles: Q. fygafines> Ry

Algebraica Q.: fy g polindmicas de grado-2R, O R,
Qo ¢Para qué se Algebraico-Ecuacional
) Gréfica Qs: fy g polindbmicas de grado-3R; 0 R, O Ry
cumplef(x) > g(x) si Gréfico-Numérica

. Q4 fygracionaless Ry
fy g son funciones

\ 4

cualesquiera? Qs: fy g exponencialess Rs
Qe: f y g funciones de los tipos anteriores pero difereatese
ellos - Rg 0 {Ry, Ry, Rs, R4, Rs}

Q;: f y g no son ninguna de les funciones anterioseR; [1 Ry

Tabla 3.1. Resumen del modelo epistemolégico dzartia utilizado en el curso «cero» del 2006/07.

Estas consideraciones se aclararan en el proximdagp con la presentacion del
andlisis a priori de la praxeologia didactica gaeesperimentara. En el anexo 3.2 se
presentan unas tablas que resumen los andlisisoagseindicando, para cada sub-
cuestion considerada, aquellos aspectos (técnitaslyién tecnoldgico-tedricos) en los
que las diferentes praxeologias consideradas sestraneeficaces y a la vez las

limitaciones que presentan.

2.2. Andlisis a priori de la praxeologia didactica

El curso que aqui presentamos estaba dirigido mrads que iniciaban sus estudios
universitarios en ADE o Ciencias Empresarialesad&dcultat d’Economia IQS de la
Universitat Ramon Llull (Barcelona) y fue prograraagrealizado por nuestro equipo
de investigacion en didactica teniendo en cuerst@dsultados de las investigaciones de
este equipo sobre las discontinuidades matematidatacticas entre la secundaria y la

universidad (Fonseca 2004).

El objetivo del curso era intentar iniciar procedesestudio motivados por una cuestion
problematica inicial relacionada con los estudiog gan a empezar permitiendo la
construccion depraxeologias locales relativamente completasno respuesta a esta

cuestion.

El curso se estructur6 en dos bloques diferenciaibprimero estaba dedicado al
trabajo con desigualdades entre funciones elenasni@ingresos y Costes»), y el
segundo a la modelizacion elemental con paramét@smpra y venta de camisetas»).

Al final de estos dos bloques se realizo una priiebh
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A continuacion presentaremos el disefio a priori piteceso de estudio. Lo hemos
estructurado en unidades, que se corresponden imaidmente con las diferentes
sesiones del curso, donde cada una de ellas ssntae=n forma de una tabla dividida
en cuatro partes fundamentales:

1. El objetivo, estructura y principales contenidodadenidad (O—E—-C);

2. La referencia al recorrido matematico (RM) en e ggta centrada la unidad, en
relacion al modelo epistemologico de referenciasgméado en el apartado
anterior;

3. El disefio a priori del recorrido didactico (RD) puesto, es decir, la descripcion
de como se tienen que hacer evolucionar temporédmieis aspectos mas
importantes del proceso de estudio. También seeetreula documentacion
necesaria y la forma de gestionar los diferentesnembos del proceso de
estudio.

Para indicar de quien es la responsabilidad de tm@@ en cada momento
distinguiremos diferentes posiciones: PR — profedbr— alumno individual,
GA — grupo(s) de alumno(s) en que se divide laecla€E — comunidad de
estudio (grupo clase con profesor);

4. Algunos elementos importantes para la gestioneterrido didactico (GRD).

Solo presentaremos aqui el andlisis didactico aripdorrespondiente al bloque
dedicado a las desigualdades. Veremos cémo, aipionlas unidades corresponden a
la completacion de las diferentes praxeologias mieas consideradas inicialmente
hasta llegar a la técnica grafica que se tieneirge@nstruyendo y completando poco a
poco a medida que se introducen nuevas familiagudeiones. La ultima unidad
corresponde al estudio de una cuestion econoOmitdedambién se tiene que comparar
una funcién de ingresos y una de costes pero haepai no viene dada explicitamente.
Ademas, el tipo de cuestiones que se planteanemguconsiderar diferentes funciones
de ingresos y de costes a medida que se variaeelopunitario o el coste fijo,

provocando asi una pequefia variacion de la tégnideca.
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2.2.1. Estudio de funciones elementales con parasetingresos y Costes»

El trabajo de esta primera parte del curso conbéseamente en abordar la cuestion de
la comparacion de dos funciones de una variahlea de ingresos y otra de costes
mediante la representacion grafica de funcionesiesitales. Este trabajo requiere la
articulacion de tres praxeologias puntuateBzq, Pn Y Pe— que los alumnos han
estudiado en bachillerato.
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UNIDAD 1: (3 horas)

O-E-C

- Presentacion de la cuesti®g:

SeaB(x) la funcién de beneficio de una empresa que pmgycoductos, ¢ cuantos productos tiene gue

producir para obtener ganancias, es decir, paraajoees dex el beneficioB(x) es positivo?
Se tiene que interpret@, como un caso particular de la cuestién preserdgadd apartado 2.1.2:
Bx)z20eIx)—Cx)=20e1(x) = C(x)

- Comentar que la cuestion inici@} pretende modelizar una situacion real, pero antmposibilidad de
estudiar funciones de varias variables (ya quellasinos todavia no la han estudiado) nos reducse
al caso en el que el beneficio depende de una uarizble.

mo

- Considerar otras cuestiones que se podrian planteao del beneficio maximo, estudio de sus

variaciones, etc.
- Recordatorio de las familias de funciones que seelstudiado en secundaria.

RM

Planteamiento d€), y exploracion rapida dea, Tag Y T, conocidas por los alumnos, en el caso
funciones afines, parabdlicas y cubicas.

RD

Documentacién: Entrega de la lista de funciones. ¢V anexo 3.3).

Evolucion y gestion del recorrido didactico:

Momento del primer encuentro del grupo de alumné3(G

Presentacion de la cuestién generd@jzy trabajo en gran grupo hasta plantear la desigda(x) > C(x).

Los alumnos se distribuyen en grupos de 2 6 3 yieap a trabajar la cuestion planteada para lasepais
funciones de la lista (afines, parabdlicas y cid)ica

Trabajo exploratorio (GA):

Trabajo en grupos para la redacciéon de la primespuesta provisional @, Uno de los objetivos e
observar con qué técnica resuelven la cuestionngtaeion utilizan y si verifican la solucién ent@ala.
Institucionalizacién y evaluacién (PR y CE):

El profesor, una vez ha analizado las respues@asdaprovechando una pausa a media clase), hag
sintesis en la pizarra de desigualdades entre ates ge funciones afines (una sin cambio de sigoinay
con cambio) y entre dos pares de cuadraticas,and@ las diferentes técnicas que han aparecid
facilidad o dificultad de uso y sus limitaciones & estudio del caso cuadréatico se introducedaité
grafica (los alumnos ya saben, en principio, repres pardbolas) que tiene que aparecer como la|
potente, siempre y cuando se pueda aplicar de mafgida y fiable (sin tener que hacer el estudicatial
funcion).

de

GRD

El profesor no tiene que participar en la elabdnacie las respuestas de los alumnos ya que séainfee
aparezcan de manera espontanea las principaleeranate hacer» que se ensefian en secundaria.

En la evaluacién e institucionalizacion hace féitagcar un nombre compartido (con los estudiantes)
designar las técnicas y sus componentes. Tamb@nfhba enfocar la evaluacion como una caraciesi
de las técnicas utilizadas y no de las capacida@esores de los estudiantes.

Se puede aprovechar para poner en evidencia lascias tedricas de los alumnos en lo que respedeta a

justificacion y validacion de las técnicas: comgseden justificar, cuando y porqué son validaédndo y

porqué no lo son, cémo se pueden generalizar, etc.
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UNIDAD 2: (3 horas)

Propuesta de utilizacion de la técnica graficaguopotencia y eficacisiempre y cuando no se tenga que
(|) hacer el estudio «completo» de las funciones.
'-'lJ Programacion del estudio: agrupacion de los casgpanslos tipos de funciones.
O | Delimitacién del problema inicial al estudio de fasciones cuadraticas.
5 Q0Qu~> 1A, TAE Y TG
Documentacion: la misma lista de funciones
Evolucion y gestién del recorrido didactico:
Institucionalizacion (PR y CE):
El profesor expone los principales ingredientesnftgbs y tedricos) deg para el caso de las parabolas:
Translaciones horizontales y verticales, dilataesymliferentes escrituras de la ecuacion de ldbpkxa
Una vez explicada la representacién gréfica detalmla ya se puede dar respuesta.a Q
Se aprovecha para expongrpara el caso de las funciones afineg §Qdar una primera respuesta parcial a
Qo en el caso que las funciones implicadas seansafip®linémicas de grado 2.
Momento exploratorio (GA):
a Se pide a los alumnos que consideren las funcidedes lista donde estan implicadas parabolas gsect
@ | Trabajo de la técnica (GA):
Diferentes maneras de aplicar las translaciondltadiones; diferentes escrituras posibles; casosillos
(y = a(x — »)-(x — x1)); variaciones de la técnicg £ a{x — %) (X — x1) + k); combinaciones entre rectas y
parabolas; etc.
Momento tecnologico-teorico (GA y CE):
Pueden surgir cuestiones como las siguientes,|qurefesor anotara en la pizarra:
- Podemos estar seguros que dos parabolas soéloatoetaiel(s) punto(s) encontrado(s)?
- Se han estudiado todas las configuraciones pog8ibles
- Coémo interpretar los casos donde no hay puntosde entre les funciones implicadas?
Momento de la institucionalizacion y evaluacion f@éécnica gréafica) (CE y PR):
Al principio de la siguiente clase el profesor haoa sintesis del trabajo realizado indicando &s0s mag
faciles y aquellos donde surge algun tipo de carapién (variaciones técnicas).
Los casos no considerados en clase se dejan pamadracasa.
La representacion gréafica de la pardbola acosturabsar del dominio del alumno. El trabajo con |las
@ translaciones y dilataciones, no.
O | Latécnica gréafica es poco sensible a los erraregnicos.
Los alumnos oponen resistencia cuando se les pidiiar de técnica respecto a lo que han hechp en

secundaria.
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UNIDAD 3: (3 horas)

Propuesta de utilizacion de la técnica grafica porpotencia y eficacia en el caso de las funciones
(l) polinébmicas de grado 3.
'-'lJ Programacion del estudio: agrupacion de los casga@nslos tipos de funciones.
O | Delimitacién del problema inicial a las funcionébicas.
Z | Q0 Qo> Ta, Tag, T6 Y Ton
Documentacion: la misma lista de funciones.
Evolucion y gestién del RD:
Institucionalizacion (CE y PR):
El profesor, después de hacer una sintesis delccasivatico expone los principales ingredientesn{tds y
tedricos) de Ppara el caso de las clbicas: translaciones, ditetag, cambios de variable.
Al intentar dar respuesta@g; puede pasar que los puntos de corte no sean &gdgrpor tanto se deba
introducir Ryy.
Una vez explicada la representacion grafica deilsce se puede dar respuesi@say aQ, en el caso que
las funciones implicadas sean polindmicas de gra8lo
Momento exploratorio (GA):
Se pide a los alumnos que consideren las funcideda lista donde estan implicadas cubicas, paasbg|
@ rectas y que intenten dar respuesf g Q, (para el caso afin, cuadratico y cubico).
Trabajo de la técnica (GA):
Diferentes maneras de aplicar las translacionalatadiones; diferentes escrituras posibles; casosillos
(y=a(x — %) (X —X1)- (X —X2)); variaciones de la técnicg £ a-(X — %)-(X — X1)- (X —X,) +K); combinaciones
entre rectas, parabolas y cubicas; etc.
Momento tecnologico-teorico (GA y CE):
Pueden surgir cuestiones como las siguientes:
» ¢ Podemos estar seguros que dos cubicas sélo oetalas puntos encontrados?
* ¢Se han estudiado todas las configuraciones psgible
» ¢La aproximacion numérica de los puntos de corpodea hacer méas rapidamente?
Momento de la institucionalizacion y evaluacion f@eéécnica gréafica) (CE y PR):
Al principio de la siguiente clase el profesor haoa sintesis del trabajo realizado indicando &s0s mag
faciles y aquellos donde surge algin tipo de carapién (variaciones técnicas).
A diferencia de lo que pasa con las parabolasepaesentacion de las cubicas no acostumbra a ker de
@ dominio del alumno de secundaria.
O

Los casos no considerados en clase se dejan pamadracasa.
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UNIDAD 4: (3 horas)

Propuesta de utilizacion de la técnica gréafica @sdunciones hiperbdlicas.
Programacion del estudio: agrupacion de los casgp@nslos tipos de funciones.
Delimitacion del problema inicial a las funcionepdrbdlicas.

RM | O-E-C

Qs Qo> Ta, TaE, TG Y ToN

RD

Documentacion: misma lista de funciones.

Evolucion y gestion del RD:
Institucionalizacién (CE y PR):
Después de la sintesis del trabajo hecho con lasag] el profesor expone los principales ingrede
(técnicos y tedricos) degPpara el caso de les hipérbolas: translacioneszdmgles y verticales
dilataciones; diferentes escrituras de la ecuaa#la hipérbola.
Al intentar dar respuesta g Quede pasar que los puntos de corte no sean &sd@ero siempre se pued
calcular porque el problema se reduce a resohaeanacion de segundo grado.
Una vez explicada la representacion grafica dagérbola podemos dar respuesta ay@ Q en el casq
gue las funciones implicadas sean polinémicas deéayt 3 e hipérbolas.
Momento exploratorio (GA):
Se pide a los alumnos que consideren las funcideda lista donde estan implicadas cubicas, paséb
hiperbdlicas y afines y que intenten dar respues@, y Q, (para el caso afin, cuadratico, cubicd
hiperbdlico).
Trabajo de la técnica (GA):
Diferentes manera de aplicar las translacionedayadiones; diferentes escrituras posibles; concinas
entre rectas, parabolas, clibicas e hipérbolas; etc.
Momento tecnolégico-teérico (GA y CE):
Pueden surgir cuestiones como las siguientes:

» ¢Podemos estar seguros que dos hipérbolas s&@wéroen los puntos encontrados?

* ¢Se han estudiado todas las configuraciones psgible

* ¢Enqué casos se pueden calcular los puntos @ cort

» ¢Cuando se tienen que aproximar?

Momento de la institucionalizacion y evaluacion (CER):

Al principio de la siguiente clase, el profesorénana sintesis del trabajo realizado indicand@de®s mas
faciles y aquellos donde surge algin tipo de carapién (variaciones técnicas).

Hace falta recalcar que la técnica grafica «parsfiamaciones de funciones elementales» es madargy
eficaz que la técnica de estudio «completo» de funaién que los alumnos aprenden a utilizar
secundaria.

en

GRD

Tal como pasaba con las cubicas, los alumnos dmdada tampoco dominan la representacién grafic
las hipérbolas. Asi que tendran tendencia a retdarig@cnica de estudio «completo» de una funcid@ el
la que saben utilizar. Hace falta hacerles veregide aplicacion mucho mas compleja, aunque pas

el

les parezca mas facil que la técnica nueval(iacion.
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UNIDAD 5: (3 horas)

O-E-C

Propuesta de utilizacion de la técnica gréafica pEsdunciones exponenciales.
Programacion del estudio: agrupacién de los caspaslos tipos de funciones.
Delimitacion del problema inicial a las funcionepenenciales.

RM

Qs Qo> Ta, Tae: T Y TeN

RD

Documentacién: misma lista de funciones.

Evolucion y gestion del RD:
Institucionalizacién (CE y PR):
Después de la sintesis del caso de las hipértmlpsfesor expone los principales ingredientesn{tds y
tedricos) de P para el caso de las exponenciales: translaciondzohtales y verticales, dilataciond
correspondencia con las diferentes escrituras deuacion de la funcién exponencial.
Al intentar dar respuesta g Quede pasar que los puntos de corte no sean &sdgpor tanto se tenga g
introducir Ry 0 recordar el uso de logaritmos para resolvera@gnas exponenciales.
Momento exploratorio (GA)
Se pide a los alumnos que consideren las funcideel lista donde estadn implicadas exponencis
cubicas, parabolas, hipérbolas y afines, y quaieatedar respuesta a RQo.
Trabajo de la técnica (GA)
Diferentes maneras de aplicar las translaciongitadiones; diferentes escrituras posibles; coationes
entre rectas, parabolas, cibicas e hipérbolas; etc.
Momento tecnolégico-tedrico (GA 'y CE)
Pueden surgir diferentes cuestiones:

« ¢Podemos estar seguros que dos exponencialeostlian en los puntos encontrados?

« ¢Se ha estudiado toda la casuistica (configuraziposibles)?

Momento de la institucionalizacion y evaluacion l@éécnica grafica) (CE y PR)

Hace falta indicar al final de la clase cuales lssrfunciones de la lista que no son de ningunisléipos
estudiados en las sesiones anteriores y que segispmente, aquellas que delimitan el Ambito dielea
de la técnica gréfica. Esto facilita la sintesiktd#bajo realizado hasta el momento y conducecabis
mediante parametros los tipos de funciones utidigdthsta el momentaf(x —b) + c, dondef(x) es de log
tipos considerados. Pueden aparecer variacionestesw de la técnica grafica, por ejemplo con fumes
del tipof(ax —b) 0 f(x%).

1

e

ales,

GRD

Esta sesion tiene que ser mas «agil» que las ameripara que quede tiempo al final para
institucionalizacién del recorrido global y pareelaluacion de la técnica grafica.

Se dejan para hacer en casa los casos que no &e hagido estudiar en clase y aquellas funciones

qu

salen fuera del ambito de validez de la técnictiagra
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UNIDAD 6: (3 horas)

(l) Estudio de una cuestién econdmica donde el modelpupsto se reduce al estudio de una desigualdad

LllJ donde una funcion es fija y viene dada, y la otréiene que construir y varia en funcién de unpatéo

O | (precio unitario). Esta situacion pone en evidelieeconomia» y eficacia del uso de la técnicfiogra

E Situacién econémice Pgy
Documentacion: Lista de problemas (ver anexo 3.4)

Evolucion i gestién del RD:

Momento exploratorio (Al y CE)

El trabajo se hace de forma individual. Cada alutercel enunciado del primer problema y se comehta
primer caso en la pizarra para asegurarse que tos@studiantes han construido el modelo apropigdiq
> C(X).

Momento del trabajo de la técnica y tecnologicoritem (Al y CE)

E La resolucion del problema requiere una variacd@mica sostenida por la interpretacion tedricaejweste
fijo corresponde a la translacion vertical de lacidn de costes (problema 1) y que el precio unitar
corresponde a la pendiente de la recta. La vanad@estos dos parametros permite modificar ehviate
de soluciones y es sobre esta variacion que hiagdaonar en este caso.

Institucionalizacion y evaluacion (Al)

Al volver de la pausa se corrige el primer problgmai no hay tiempo de acabar el segundo, se peopo
entregarlo el préximo dia para hacer una evaluaoidiridual.

La evaluacién de todo el trabajo llevado a cablsase con la prueba final.

De hecho, la resoluciéon de estos dos problemas|aifipequefias) variaciones técnicas y tedricas| que
suponen, se corresponde con la verdadera evalugeilanR que se ha construido hasta el momento.

Dado que es el primer trabajo de modelizacion guerspone a los alumnos, es importante que el grpfe
se asegure que todos los alumnos entienden lagmii#s interpretaciones que se les pide y que mode

@ evidente ninguna de estas interpretaciones.

© Puede surgir la cuestién de saber si el nimeratétulas producidos y el nUmero de articulos veoslid

coinciden. Hace falta remarcar que es una hipatesshacemos para simplificar el trabajo de modeidn

a pesar que sea poco realista.
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2.2.2. Modelizacion elemental con parametros: «Qamypventa de camisetas»

La segunda parte del curso se adentra en el trab@jonodelizacion matematica
propiamente dicha. El caso propuesto proviene deabajo de investigacion de nuestro
grupo (Ruiz-Munzén 2010) centrado en la ensefaezéa dnodelizacion algebraico-
funcional en bachillerato. Simula una situaciénepotalmente real en la que un grupo
de estudiantes hace una consulta al grupo-clasequer les digan si un determinado

negocio de estampacion y venta de camisetas dasab@meficios deseados:

PEDIDO 1. ¢ Como ganar 1000 € vendiendo camisetas?
Un grupo de alumnos de segundo de bachillerato demidié estampar y vender

camisetas en la fiesta mayor del barrio para filsase el viaje de fin de curso. Tienen
datos de sus comparferos de cursos anteriores. Demmw, saben que, en los afos
anteriores, se tenia que pagar 150 € al ayuntaonpemtel alquiler destandde la feria.

Os pedimos que los ayudéis a determinar una egater tal de recoger unos 1000 €
de beneficios.

Curso 03 /04 03/04 03 /04 04 /05 05/06
Ventas camisetas 70 180 120 243 16D
Costes totales 325 600 450 7576 550
Ingresos totales 280 720 480 972 64

Tabla para hacer estrategias:

Precio | Coste| Alquiler | Ingresos| Costeg Beneficip Obsvaciones
p [ L | C B=1—-C | Para obtener un beneficio de 1000€]...

El estudio de esta situacion se puede expresaalmente mediante una desigualdad
del tipoB(x) =1(x) —C(x) > 1000, dondé(x) = px es la funcidn de ingresos (sierulel
precio unitariode venta) y se introducen dos funciones de costeslineal:C;(x) = cx
+ L (siendoc el coste unitariode fabricacibn o de compra de las camisetads g}
alquiler del stand) y una cuadrati€(x) = (o + Kx)x + L (siendoc = o + Kx un coste

unitario que crece con la produccidn

En ninguno de los dos casos el estudio de la dadigdB(x) = I(x) — C(x) > 1000
conduce directamente a una solucion «realista»upoetj nimero de ventas necesarias
para obtener 1000 € de beneficios no corresponde aproxima a las ventas obtenidas
por grupos de alumnos hasta el momento. Se regeietences que se discutan
diferentes estrategias posibles: aumento del pretiariop, disminucion de los costes
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¢, aumento de las ventasHace falta por lo tanto ir planteando nuevasasitbtnes mas
complejas que se modelicen mediante familias deidaes de una variable con
parametros (rectas, parabolas o hipérbolas). Esspraente en la manipulacion de los

parametros donde se encuentra la solucion final.

En la primera sesion (Pedido 1 — costes linedi@s)alumnos trabajan por grupos en la
resolucion de la cuestion planteada y se discatepdsibles respuestas. Ante el fracaso
de todas ellas, se determinan distintas estrateg@® el nUmero y tipo de parametros
escogidos: coste unitario de las camisetas, preciario de venta, costes fijos del
local. Cabe destacar lo que podriamos llamar laaksidad» de los alumnos en el
tratamiento de la cuestion planteada por lo qupexa a las diferentes estrategias de
venta propuestas. En lugar de proponer las vanasiale parametros que habiamos
previsto (aumentar el precio de venta o disminas tostes), surgieron en clase
propuestas mas variadas y mas realistas, como béeas para las ventas grandes
(«un articulo gratis si se compran 3») con la @uiente complicacion matematica de

obtener un modelo funcional apropiado.

En la segunda sesion los grupos de alumnos coasiteias diferentes posibilidades de
variacion de los parametros y, mediante el recarsmdelos algebraicos (los modelos
graficos no son necesarios en este punto), obtrvieonjuntamente una respuesta
viable al problema, destacando el parametro peitpe— c (diferencia entre el precio

unitario y el coste unitario).

En la tercera sesion se les hace entrega de afiidopéPedido 2 — funcidon de costes
cuadratica):

PEDIDO 2. ¢ Cémo ganar 7000 € vendiendo camisetas?
Una tienda de deportes también ha venido a pedaywda. Esta tienda vende un tipo

especial de camisetas y nos piden que estudiemusgeizio y que hagamos propuestas
para mejorar la rentabilidad de forma que obtengacom sus ventas un beneficio de
7000 €, sabiendo que las ventas se encuentran3gtne 3000 unidades.

Sabemos que el alquiler mensual del local es d€€L20tra informacién adicional a
tener en cuenta es que el coste de una camisetaunstante, depende linealmente del
nimero de camisetas compradas: 10°x + 2,5 (dondex es el nimero de camisetas

compradas).
Mes Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio
Ventas camisetas| 886 900 1093 2450 1660 2670
Costes totales | 3422,85| 3458,10 | 3944,45 | 7385,03| 5377,56| 7946,29
Ingresos totales | 3544 3600 4372 9800 6640 10680
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La tienda de deportes ha realizado anteriormentestudio de mercado del cual ha
recibido la siguiente informacion:

- El precio de venta del producto que nos han priogaado no puede ser superior a 5 €.
- El coste unitario para ventas pequefias siemprasgyér que 2 €.

- El precio del alquiler de un local en misma zonawgserior a 900 €.

En este caso, la consideracion de las desigualdaeparametros hace indispensable
el uso de modelos graficos (parabolas e hipérlmaasasintotas oblicuas). Para abordar
este segundo pedido, los alumnos partieron deedsgltados obtenidos en el primer

pedido y recurrieron a los modelos graficos de mahastante agil.

2.2.3. Prueba final

Finalmente se propuso a los alumnos una prueb& dinadida en dos partes. La
primera hacia referencia a la primera parte debacuresolucion gréafica de una
desigualdad funcional). La segunda proponia un@adiin de consultoria analoga a la

de la segunda parte del curso (compra y ventalderas).

Una empresa produceunidades de un producto. Determinar el intervalpreluccionex aconsejadas

. L . -3
si sabemos que la funcién de |ngresols(>es=le+ 3,y la de costes €x) =x*+0,5.

El coste de produccién de un determinado articel&(® = x* + 2x + 4, dondex es el nimero de

unidades. El articulo se vende a 7 € por unidad.

0] Representar en un mismo gréfico la funcidn de suge la de costes.

(i)  Determinar el intervalo de producciones para latesuse obtienen beneficios.

(i)  Como cambiara este intervalo si los costes fijgsenian a 9 €? Dar una explicacion a partir de la
grafica.

(iv) ¢Como cambiara este intervalo si se decide aumeinpaecio de venta a 9 € por unidad? Dar una
explicacion a partir de la gréfica.

Los alumnos de 1° de bachillerato quieren vendésepas de goma con los colores del instituto para
recoger dinero para el viaje de fin de curso. Eteae cada pulsera es de 0,30 € y las quiererevend
1 €. El precio del alquiler de la parada es de.80 €
1. Escribir la funcién de ingresdéx), la de coste€(x) y la de beneficioB(x).
2. Representar la funcion beneficio.
3. Indicar en la gréafica el numero minimo de ventas pdtener beneficios positivos.
4. Utilizar la gréfica para calcular aproximadamentartas pulseras se tienen que vender para obtener
un beneficio de 750 €. Calcularlo exactamente.
5. Explicar como varia la gréfica de la funcién de dferios y el nimero minimo de ventas para obtener
750 € de beneficios en los casos siguientes:
i. El precio de las pulseras sube a 1,20 €.
ii. El coste de las pulseras sube a 0,35 €.
iii. El alquiler de la parada baja a 65 €.
6. Si el alquiler de la parada es de 100 €,
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i. Determinar cudl ha de ser la relacion entre eliprée venta y el precio de coste de cada pulsera
para obtener un beneficio de 750 € con la ven&0@epulseras.

ii. ¢Se puede obtener este beneficio con estas veatabendo pulseras a menos de 1,5€? ¢ Se puede
obtener este beneficio con estas ventas, vendiguderas al doble de su precio de coste?

Como se puede observar, el primer problema cornelpoexactamente a una
desigualdad como las trabajadas en la primera padaerso, donde se debe comparar
una cubica y una hipérbola. El segundo problemadege una situacion muy similar a
los dos problemas estudiados en la unidad seisfuomiones de costes cuadréticas
donde se pide realizar e interpretar dos variasiol@ede los costes fijos (translacion
vertical de la funcidén de costes) y la del preaitario (aumento de la pendiente de la
recta de ingresos). El tercer problema proponestinde analogo al del caso de las
camisetas cuando la funcién de costes es lineal.pteguntas son muy detalladas e
incluyen aspectos técnicos e interpretaciones emiriés del sistema econdmico

considerado.

2.3. Descripcion de la experimentacion

El curso que se propone aqui ha sido experimergada Facultat d’Economia IQS de

la Universitat Ramon Llull en el mes de septiemtheelos afios 2004, 2005 y 2006,

tanto en sesiones de mafianas como de tardes. Bsidasasos, la duracion del curso ha
sido de 30 horas distribuidas en 10 sesiones. faenuide alumnos ha variado entre los
40 y 50 por sesion. Durante los cursos del 200a06 hubo dos profesoras, una por la
mafana y otra por la tarde, y una observadoraglayaipo de tardes. Durante el curso
2006 una profesora diferente de las dos antersagsponsabilizd de los dos grupos

de mafianas y tardes. Este curso no fue objetosis@tion.

La estructura y la gestion de cada sesion han Isadtante similares en todas las
experiencias. Nosotros consideraremos aqui el axperimentado en septiembre de
2005 en la sesiéon de tardes. Descartamos la exg@anion del 2004 ya que creemos

gue una primera edicién no es 6ptima para el asaiso tener referencias previas.

A continuacion detallaremos brevemente como sedViai experimentacion de este

curso en relaciéon con el analisis a priga.e):
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= Unidad 1

Se presentd a los alumnos la cuestion geri@rdcomparar ingresos con costes) y se
entrego el primer listado de funciones (cf. anex3).3Tal y como se ha descrito en el
analisis a priori del recorrido didactico, el pade inicio el momento del primer
encuentro especifico la cuestion en términos del estudioddsigualdades entre
funciones y dejé a los alumnos explorar los probkemor grupos. La distribucién se
hizo por grupos de 2 6 de 3 personas. Creemosupiede sido mejor hacerlos de 4, ya
que hubiera facilitado la comunicacion y el debates grupos estuvieron discutiendo
las primeras inecuaciones durante tres cuarto®de Gada grupo entreg6 un informe
con las soluciones. Se hizo una pausa para quefiespra revisara todos los informes
donde efectivamente se comprob6 que las técnicasndaotes en secundaria son
algebraicas y que los alumnos no validan las soh@s ni saben como expresar la
solucién de una inecuacion (que es un intervaleatieres y no un nimero concreto). A
la vuelta de la pausa, la profesora introdujo gidarra la técnica grafica para invalidar
las soluciones erréneas propuestas por los alunaspecialmente en el caso de las
inecuaciones de segundo orden. Se deja para haceasa el estudio de las otras

funciones cuadréticas y lineales presentes esta li

= Unidad 2
Una vez «motivada» en la sesion anterior la neaddie |la técnica grafica, la profesora
explica a los alumnos las traslaciones y dilatasoque permiten pasar de la parabola
y=x*ay = a(x — B%+ c. De entrada, los alumnos son un poco escépticoseyequ
volver siempre a la técnica aprendida previameltaevalores a la funcion y, a lo sumo,

encontrar los puntos de corte con el efe O

= Unidad 3,4y5
En este caso, como que los alumnos no dominanplesentacion grafica de las
cubicas, hipérbolas y exponenciales, la técnicaadetransformaciones les parece
apropiada y no ofrecen tanta resistencia como easel de las parabolas. En general los
alumnos que asistian al curso tenian una buenarna@pn matematica, lo que explica
mejor sus «resistencias» a técnicas nuevas cuaamdiominan otras. Se adaptaron
rapidamente a la técnica grafica porque les progmoaba una vision mas global y

comprensible de las situaciones consideradas.
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= Unidad 6
Esta ultima unidad de resoluciéon de problemas deefimacion fue como la daga final
para los que se habian resistido a cambiar dect&cya que las interpretaciones y las
pequefias variaciones de la grafica hacian pociaples tanto la técnica algebraica de
resolucién de inecuaciones como la técnica de peaesentacion gréfica «paso por
paso». También queremos comentar que en generablloanos se mostraban
satisfechos de estudiar casos econdmicos «realeskes|aportaba una visién funcional

de la matematica y, muy especialmente, del tradpagohabian hecho hasta el momento.

Globalmente, y como pasa siempre que se trabajg@mmos de alumnos, el ritmo de

trabajo y el bagaje matematico del grupo era btestagterogéneo. Ademas, el hecho de
venir de centros de secundaria diferentes, otorgabaactividad propuesta una nueva
funcién que no habiamos previsto: la de unifica pequefias variaciones que se
producen en las notaciones, designaciones y «ngderdecir» que a veces complican

mucho la comunicacidon matematica con los alumnos.

2.4. Andlisis y resultados obtenidos

Uno de los objetivos de las experimentaciones egwue incidencia ha tenido sobre los
alumnos la realizacidon del curso experimentadoalesgunto de vista deéndimiento
académico Evidentemente hay muchos factores que influygmoy,tanto, a la hora de
hacer un andlisis tenemos que acotar las variglesjueremos estudiar. En todo caso
no pretendemos llevar a cabo un andlisis de cofperenentalista ni un control

completo de todas las variables.

En primer lugar, tenemos que definir lo que entermepor «rendimiento». Dado que
en el curso «cero» solo se trabaja el tema de telizacién funcional con una variable,
hemos creido conveniente estudiar la incidencika @gesistencia al curso sodeenota
del primer parcialque es el que corresponde al estudio de funcianesa variable (el
curso consta de tres bloques: Funciones en unabl@riFunciones en varias variables y

Algebra lineal).
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Una vez establecida la nota sobre la que haremestiedio, escogimos hacer un disefio
factorial complet® tomando como posibles factores los siguientes:

» Asistencia al curso (minimo el 80% de les sesignes)

» Haber demostrado interés en la asignatura de matasda criterio del profesor

responsable: asistencia continuada a les clasesgarte ejercicios, etc.);
» Opcién de Matematicas en Bachillerato (cientifieoAblogico o ciencias sociales);

» Procedencia (bachillerato o de ciclos formativos).

Cada uno de estos factores Ginicamente puede tarsamtbres, existiendo por tantd 2
combinaciones posibles. Construimos una matriz dg, Biunter & Hunter (Box,
Hunter & Hunter 1999) para considerar un disefidoféad completo 2 y obtenemos
como resultados mas relevantes que (1) haberdasaticurso sobre la nota del examen
del primer parcial esl segundo factor mas importardespués del hecho de provenir
de bachillerato y no de ciclos formativos y (2hetho de haber realizado el curso cero
ha permitido que los alumnos obtuviesen por térmiealio 17,59 puntos magobre

100)que los que no lo han realizado.

Otro de los objetivos de nuestra experimentacibmaagen del aspecto de la incidencia
académica, es la valoracion que asignan los alurahdsabajo realizado. Por ello,

pasamos un cuestionario (que se puede consultar &mexo 3.5) en cada una de las
experimentaciones en las que se pide valorar dileseaspectos del curso: novedad del
tipo de trabajo realizado, relacion con las materastde secundaria, ritmo de trabajo,
explicaciones de los profesores, expectativasail@sj «cantidad» de conceptos nuevos
abordados, aprovechamiento del curso, adecuacibhadario, duracion, etc. En el

anexo 3.6 mostramos los resultados obtenidos endaesta pasada a los alumnos del

curso 2004/05, de los que destacamos aqui lossigsi puntos:

% Estudio realizado en el marco del curso de dogtordisefio de Experimentos» de la Facultat d’Ecéad®S
durante el curso 2004/05.
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(1) En general podemos hablar de sa#isfaccion general del curstos alumnos no
destacan grandes insuficiencias, aportan comestpasitivos, consideran el curso muy
atil y, a pesar de la duracion, se les hace cditolo consideran demasiado dificil y

notan que se dedica bastante tiempo a cada tema.

(2) La mayoria de los alumnos comentan como grartapon del curso la aparicion de
la técnica grafica, que les ha permitido resolveblemas de forma &gil y «entender el

porquéx» de cosas que habian aprendido a hacecwrdsea.

(3) Muchos alumnos encuentran que en el curso sant@ducido pocos conceptos
nuevos. Esta apreciacion es sin duda debida a queham de los contenidos
introducidos son aspectos técnicos (en oposiciéaamceptuales») que no tienen un
nombre establecido, la cual cosa los hace difecideéntificar por parte de los alumnos.
Esto también denota que los alumnos estan acostdoga ver muchas cosas en muy
poco tiempo (y en el curso que nosotros presentamagen «pocas» cosas en mucho
tiempo) y que se esperan un curso de repaso domdabgrdaran, de manera
necesariamente superficial, la mayoria de contsnigosecundaria. Asimismo, también
podemos considerar que esta observacion denotdifimdtad para institucionalizar las
praxeologias matematicas introducidas y reconstsilidebido sin duda a la falta de un
vocabulario prestablecido para designar y nomboar domponentes praxeoldgicos

utilizados.

(4) La sensacion general de los alumnos es qu@draibido un cambio importante en

el tipo de trabajo que estan acostumbrados a aeadiz secundaria, tal como indican
comentarios del tipo: «en secundaria se hacianscsisasaber por qué y de forma
mecanica, y en este curso te explican para quersias cosas y de forma mas sencilla,
sin tener que hacer tantos calculos», «hemos wiséwas formas de resolucion mas

practicas y eficaces» o bien «el ritmo del cursmepr ya que es mas practico».

2.5. Conclusiones de las experimentaciones

La observacion de diferentes cursos cero «estamiariabia conducido a formular la
hipotesis que, por el gran nimero de praxeolog&tematicas introducidas y el tipo de
praxeologias didacticas utilizadas, los cursos cececontribuyen a aumentar el

aislamiento y la rigidez de las praxeologias mateas estudiadas en secundaria

(Serrano 2007). Nuestra propuesta consistio eriiaisen curso que intentase superar
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este aislamiento proponiendo elementos articuladenelos términos introducidos por
Fonseca (2004).

La experimentacion de este curso en sus distintadaldades constituye un primer
contraste de la conjetura 2 formulada en el Capftule esta memoria que recordamos

a continuacion:

Conjetura 2. Efectos de los cursos propedéuticos basados eAladn la transicion

Secundaria-Universidad

Los cursos propedéuticos disefiados y gestionadosacimndamentacion didactica de
la TAD modifican sustancialmente el tipo de actadmatematica mediante el uso
sistematico de la modelizacion matematica, favarete articulacion de ciertas

praxeologias matematicas tradicionalmente atomizgdan consecuencia, disminuyen
0 suavizan algunas de las discontinuidades entsedandaria y la universidad. Estos
efectos deberan ser descritos con mas precisifumerdn del curso «cero» en cuestion
pero, en cualquier caso, postulamos que su indalesra siempre muy limitada en
relacion al enorme problema de las discontinuidaciesdas. Los cursos «cero»,
situados en un «limbo» entre la secundaria y laeusidad, constituyen en todos los

casos una respuesta puntual al citado problemanyg tal, completamente insuficiente.

Para mostrar en qué medida se ha cumplido dichgtoom, sintetizaremos los
principales resultados obtenidos en las experimgntas.

- Respecto de la praxeologiliedactica utilizada:

En cada una de las unidades propuestas, se h#addeque los alumnos vivieran los
diferenteamomentos del estudjode la forma mas autbnoma posible. Esta autonsenia
consiguid para anomento exploratorig del trabajo de la técniggpero, excepto en la
tercera parte del curso, no se ided ningun didposéspecifico para que fueran los
alumnos los que gestionaran laementos de la institucionalizacigrde la evaluacion.
La gestion delmomento tecnoldgico-tedricdue bastante compartida dado que los
alumnos formulaban dudas y cuestiones durantenlomentos exploratorioy del
trabajo de la técnicajue eran recogidos sistematicamente por el pnofjesatados en
gran grupo. Falté quizas que alguna de estas onestise incluyera posteriormente en

el momento de la institucionalizaciddando un estatuto particular y asignandole el
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lugar que le pertenece en la construccion de laeptagia matematica global en

construccion.

Dado que la autonomia de los alumnos es poco éEwe secundaria, los alumnos
mostraban cierta resistencia a asumir las nuegaemsabilidades que se les proponian.
Aun asi, creemos que se acabaron adaptando aVa sileacion. Estavolucion del
contracto didacticoen el sentido de conseguir que los alumnos asumayores
responsabilidades en la gestion del estudio, dagstun resultado muy importante de
nuestras experimentaciones puesto que el corte ehttontrato didactico habitual en
secundaria, y el que se requiere para hacer \avmaddelizacion matematica en los

estudios universitarios es una de las principassicciones que debemos superar.

- Respecto de las praxeologias matematicas aparecidas

Recordemos que una praxeologia matematica seré masos «completa» en funcion
del grado en que sus componentes cumplan los duties descritos en el Capitulo 1.
En este curso que presentamos, se han conseguwoiponar en un alto grado las

caracteristicas dadas por los indicadores sigugente

= PL1.Integracion de diferentes tipos de problemas
La representacion grafica de funciones, la reséfude ecuaciones, la resolucion de
inecuaciones y el estudio del beneficio de una esgpfdada la funcion de ingresos y la

de costes) aparecieron en el curso como un Umoalt tarea.

= PL2.Diferentes técnicas para cada tipo de tareas
Los alumnos vieron que para representar graficasimg@ones, resolver ecuaciones o
resolver inecuaciones habia mas formas de hacelagugue habian aprendido en
secundaria y que todas estas nuevas técnicas restabraadas por ingredientes
praxeoldgicos que ellos tenian disponibles. Ader@agn criterios para seleccionar en

cada caso, la técnica mas adecuada (fiable y edoapm
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= PL5.Interpretacion del funcionamiento y del resultadgoaglicar las técnicas
Como hemos visto en los comentarios que los alurapodan en el cuestionario final,
esta exigencia tecnologico-tedrica de explicaerpretar y «entender lo que hacen» se

consiguio plenamente. Creemos que es uno de losslogas importantes del curso.

= PL6.Existencia de tareas matematicaiertas»
Este aspecto aparecio en las dos ultimas partesuda y creemos que los alumnos

supieron asumir bastante bien el desconciertoderégguntas abiertas.

= PL7.Integracion de elementos tecnoldgicos e incidesolare la practica
Este indicador estd muy correlacionado a PL1 y RLfesulta claro que la praxeologia
matematica construida en torno de la técnica grafiontiene precisamente unos
elementos tecnolégicos muy préximos a la practiegesarios para justificar las
soluciones de las inecuaciones y permitir calauhavalor aproximado.

» Para el indicador PL3 I(dependencia de los objetos ostensivos que
instrumentan las técnicados alumnos acostumbrar a mostrar cierta resistea
utilizar notaciones y expresiones diferentes dejlesestaban acostumbrados. Dado que
todos ellos provienen de centros de secundariaediies, se intenta unificar términos,
expresiones y notaciones de cara a favorecert&jtran grupo y la interaccién entre

los alumnos y la profesora.

2.6.Variaciones de los «cursos cero»

Durante el periodo 2007-2011, en IQS School of &fgment, se han realizado
diferentes variaciones del curso presentado. En mmtiodo no se ha llevado a cabo
recogida sistematica de informacion como en lasi@uks anteriores. Cada edicion del
curso se ha dividido en diez sesiones de dos lwa@da una, habiendo un grupo de
mafana y otro de tarde. En cada una de ellas seillzado una cuestion generatriz

diferente dando siempre mas énfasis al trabajoatiehzacion de sistemas econdémicos
reales y a la presentacion de resultados. A modoejdmplo, mostraremos los

enunciados de las Ultimas ediciones. En los andxby 3.8 se presenta un diario de

sesiones.
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[CURSO CERO 2009/1D Dada la situacion de crisis en la que se encaelat industria
discogréfica mundial desde hace ya varios afiosgjeuesultar interesante hacer un estudio de
las actividades econ6micas que desempefia una engisesgrafica actual. El objetivo de este
ejercicio, que se ira desarrollando a lo largo aeko introductorio, sera realizar un estudio
simplificado de las caracteristicas empresarialescgndmicas de la empresa discogréfica
catalana Picap a través de modelos y razonamiengiematicos, utilizando datos reales
orientativos proporcionados por la propia discageag informacion que los alumnos deberan
ser capaces de encontrar de forma autonoma. Coneltm se realizara una prediccion de la
situacion a la que podria llegar esta empresa €mpiéximos meses, creando debates de las
ventajas y los inconvenientes de las magnitudemGmiwas que constituyen los modelos
utilizados.

Picap es una discografica catalana que nacio Iofieigte en la primaver
de 1984. La idea principal de esta empresa eragjarte a los

p I ' : p intérpretes y autores de Catalufia, respetando sasép linguistica,
pero dando un soporte preferencial al catalan pRisauna empresa

formada por un joven equipo de profesionales caleajan con
profesionalidad e ilusion.

157

[CURSO CERO 2010/1) A pesar de la situaciéon de crisis en la que esontramos y el
estancamiento del consumo, algunas empresas haageodo desafiar las no muy alentadoras
previsiones. Puede resultar interesante iniciagaindio sencillo, para una de estas empresas que
se encuentran en pleno auge, acerca de las posi@les de su éxito y analizar algunas de las
actividades econémicas desempefiadas. Nos centsremda firma de moda Desigual, una
empresa espafiola en expansién internacional. Edtiedj de este ejercicio, que se ira
desarrollando a lo largo del curso introductorerasrealizar un estudio simplificado de algunas
de las caracteristicas empresariales y econdmeastd firma de moda a través de modelos y
razonamientos matematicos, utilizando datos realientativos proporcionados por la propia
empresa e informacion que los alumnos deberanagerces de encontrar de forma auténoma.
Con todo ello se realizara una prediccion de laasibn a la que podria llegar esta empresa a
corto plazo, creando debates de las ventajas indosivenientes de las magnitudes econémicas
gue constituyen los modelos utilizados y razonaawica de la viabilidad de estas predicciones.

Moda atrevida
«La empresa Desigual tiene su origen en el tandemefdo por el disefiador
suizo Thomas Meyer, fundador y alma mater de lapediia, y Manel Adell, el
ejecutivo que en 2003 tomo las riendas del grupa giaigir su expansion
internacional. Su historia empieza en los afios@&ndo Thomas Meyer se
paseaba por el puerto de Ibiza apenas sin supsrablafios de edad. Thomas
Meyer vendia camisetas en el mercadillo de laf&lao una tienda, sin nombre
en el barrio de la Marina. En ese tiempo primatzanisetas con el sello | love
Ibiza. A contracorriente, imprimié en sus t-shetsampados basados en graffit|s
y manchas caleidoscépicas. Asi nacié Desigual.»

(J. S Derqui

Finalmente, acabaremos este apartado indicandergeecurso 2011-12, a peticion de
la propia universidad donde se imparten estos sur€@S School of Management
(Universitat Ramon Llull), se realiz6 un estudiggpaomprobar la incidencia del curso
«cero» sobre el curso ordinario. Los resultadostra@s que aquellos alumnos que
habian cursado el curso «cero» globalmente obtan&ares resultados en el primer
trimestre pero no en el segundo Yy tercer trime&isée dato revela que los estudiantes

que cursaron el curso «cero» no eran mejores, @upst su rendimiento en los
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trimestres sucesivos es similar, pero si obtienexoras resultados en el primer
trimestre. Por lo tanto, parece que el curso «ckeoeonseguido el objetivo de articular
los contenidos del segundo trimestre con los quessadian en el primer trimestre
universitario. Ademas, se confirma que el cursol@amente insuficiente-de acuerdo
con la conjetura-2 para salvar las enormes discontinuidades entBetandaria y la
Universidad.

3. A modo de sintesis

Hemos visto que la respuesta espontanea desdeiMersitad al problema de las
discontinuidades matematicas y didacticas de lammbs que provienen de secundaria
se materializa en cursos propedéuticos con un gmogramplisimo. Se pretende
«visitar» un gran numero de praxeologias matenggcaun tiempo muy reducido y
con una praxeologia didactica muy simplista porglee respecta a los diferentes
momentos que se proponen hacer vivir al alumno: embonde lanstitucionalizaciony
momentoexploratorioo tecnoldgico-tedricoEsta situacién nos conduce a postular que,
al margen de otro tipo de posibles beneficios,sju@luda aportan, este tipo de «cursos
cero» agravan la desarticulacion y la rigidez de peaxeologias matematicas que
conforman el bagaje de los alumnos y, por tan®diacontinuidades matematicas y

didacticas entre la Secundaria y la Universidad.

Como respuesta, hemos mostrado la posibilidad t®durcir en el sistema de
ensefianza universitario una praxeologia didactiabke» elaborada partiendo de los
siguientes criterios directores propuestos por €an$2004) en las conclusiones de su
trabajo:

(1) La praxeologia didactica tiene que posibilitelr desarrollo de las técnicas
matematicas que utilizan los alumnos mas alla dpbaacion rigida a un unico tipo de
problemas;

(2) El proceso de estudio tiene que partir de westoon con suficiente poder generador
como para que su respuesta requiera la articulad®ndiferentes praxeologias
matematicas previamente disponibles en una pragieolcomo minimo local y

relativamente «completax».
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Dadas las caracteristicas particulares de los guteoo en qué centramos nuestro

estudio, hace falta afadir a las dos caractergsticteriores, una tercera:

(3) Tanto la cuestion inicial como las praxeologmatematicas disponibles que se
deben completar e integrar se tienen que elegmaleera que su desarrollo posterior
tenga un papel central en la asignatura de matessatjue los alumnos tendran que

cursar posteriormente.

Estas caracteristicas, o0 mejor, su ausencia, sogu@a nos permiten postular la poca
incidencia sobre el rendimiento académico postetefos alumnos de «cursos cero»
demasiado genéricos y exhaustivos como los querggomen habitualmente (Ruiz-
Munzén & Serrano 2011).

Para completar e integrar las praxeologias mateasadjue se estudian en secundaria, el
curso que hemos disefiado y experimentado introdocgue podriamos llamar
«técnicas mixtas» formadas a partir de la comp@sicle técnicas «simples» que
aparecen en las diferentes praxeologias matemdicasales que queremos articular.
Se trata de articular técnicas que la instituciérseélcundaria considera como técnicas
«independientes» y que, naturalmente, los alummosaiben relacionar ni integrar
espontaneamente. Entre estas técnicas «mixtasmpedgtar las siguientes:

» Las técnicas grafico-algebraicas que relacionarcémsbios de las graficas de
las funciones de una familia (especialmente camboweducidos por
translaciones y dilataciones de la gréafica) con dambios de la expresion
algebraica correspondiente.

» Las técnicas graficas que permiten resolver (ausgleesea aproximadamente)
la ecuacion o las inecuaciones asociadas a unafunc

» Les técnicas (muy poco visibles) que permiten pregtar las variaciones de las
gréficas de les funciones (o de los parametroa é&presion algebraica de estas
funciones) en términos de variaciones de las madgét que caracterizan la
situacion que modelizan. Este tipo de técnicas &st@iado a la modelizacién

funcional de sistemas (Ruiz-Munzén 2010)
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Otro resultado interesante que ya hemos destacadbamalisis de los datos obtenidos
en la encuesta que se paso6 a los alumnos al agkbbarso es que, por el hecho de
introducir un tipo de praxeologia didactica «pealiy, en todo caso, alejada de las
praxeologias didacticas habituales en secundaritg tas «resistencias» de los alumnos
como los comentarios que explicitaban sobre lo®relites aspectos del curso
(duracion, cantidad de teoria y de practica, ritde trabajo, etc.) muestrapor
contraposicionlas restricciones que pesan en la enseflanza se@usdbre el tipo de

proceso de estudio experimentado. Las podemos iresnnos tres puntos siguientes:

* Cuando los alumnos opinan que en el curso cerbasesto poca materia», nos
estan diciendo que, en general, en secundari@nel de introduccion de nuevas
nociones y nuevas técnicas es mucho mas rapido.tadtw, su grado de
desarrollo es mucho menor y esto conduce a la remegin de praxeologias
puntuales aisladas y rigidas.

e Cuando los alumnos opinan que «se ha visto poc&tganucha practica», nos
estan diciendo que, en general, en secundariggcelde praxeologia didactica
dominante es aquella donde el profesor presentdafiites) conceptos nuevos
gue después los alumnos aprenden a utilizar, ativ@kpoco tiempo».

e Cuando los alumnos opinan que con lo que han hexhe curso «entienden el
porqué de las cosas», nos estan diciendo que,namafieen secundaria, el tipo
de praxeologia didactica dominante otorga muy pespacio al momento
tecnologico-tedrico y a la interpretacion, valideciy justificacion de las

técnicas utilizadas.

Esta lectura de los resultados del cuestionaridirooa la hipétesis formulada por
Fonseca (2004) sobre el caracter puntual, rigidaisfado de las praxeologias
matematicas de secundaria, asi como de la «incttodle de las praxeologias
didacticas dominantes.

El dltimo resultado que queremos destacar, y quedserminante para la continuacion
gue proponemos de nuestra investigacion, es la irladficiencia que presenta el curso
cero como posible via de actuacién para resolvepreblema de la transicion

Secundaria—Universidad. En efecto, tanto el tipo cdestion general en la cual

englobamos este problemda desarticulacion de las matematicas escolaresomo
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los resultados obtenidos a partir de las experiavgories sucesivas del curso cero, nos
confirman la necesidad de abordar el problema tiaacesde un nivel superior de

actuacion.

Vemos dos posibles vias en este sentido. En pringar existiria la posibilidad de

hacer mas propuestas de cursos propedéuticos reidtegs» escogiendo diferentes
cuestiones problematicas y diferentes tipos degmagias matematicas de secundaria
para completar y articular. Esto daria lugar a b@an&o de «cursos cero» que, en su
conjunto podrian presentarse como la «estrategatidelacion» de las matematicas de
secundaria. Pero, debido a la amplitud que tomesta programa de estudios, esta
estrategia nos conduciria, en cierto sentido, ial@raspecto del problema abordado, es
decir, el de la creacion y experimentacion de mosale estudio «funcionales», en los
cuales se vivieran los diferentes momentos diddstie hiciera falta desarrollar,

completar e integrar las praxeologias matematicaficientemente como para

transformarlas en saberes utiles y no en simplgstasbculturales que se tienen que

conocer, 0 como minimo, «haber visitado».

Se podria pensar en integrar dichos cursos emeioitamiento normal del bachillerato,
pero nos encontramos con un obstaculo muy resestpré nos impide realizarlo en el
segundo curso, que es donde de forma natural debstér, que no es otro que las
pruebas de acceso a la universidad. Estas no satoam los contenidos sino que
también el tiempo que se dedica a ellos. Propuestigssimilares a estos cursos cero se
han llevado a cabo en diferentes institutos derskania, tal como queda recogido en la
tesis doctoral de Noemi Ruiz-Munzén (2010), peemgire en un primer curso de

bachillerato.

En cambio, la via de desarrollo de la investigacjoa hemos escogido para continuar
este trabajo es la de actuar, no sobre las matasdjue se ensefian en secundaria sino
sobre las que se enseflan en un primer curso utaviersLa opcion parece mas
econdmica porque las Facultades o Escuelas Urtamgasi disfrutan de mas autonomia
docente que los institutos de educacion secunga@aque los cambios que haria falta
proponer afectan a menos grupos de alumnos, a nm@odssores por centro y a

alumnos que ya tieneno tendrian que estar adquirierdmas recursos didacticos. En
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definitiva, porque las restricciones debidas alceso de transposicion didactica son

mas «duras» en la enseflanza secundaria que erdasidad.
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CAPITULO 4. Recorridos de estudio e investigacionreun
primer curso universitario de Matematicas para la enpresa

1. Introduccion

El andlisis de las asignaturas de matematicas erdiferentes grados del ambito
econdémico —programas, bibliografia, etc.— que sédsarrollado ampliamente en el
segundo capitulo de esta memoria nos ha permitichstatar que, en general, las
matematicas no se ensefian a partir de la necesidathodelizar situaciones o
cuestiones econdmicas, sino que se presentan coasherramientas basicas que el
estudiante debe aprender a manejar sin saberraquéotipos de problemas le permitira
resolver, es decir, no se integra de forma sisiemat normalizada el desarrollo
explicito de la actividad de modelizacion. A lo syral final del proceso de estudio se
llevan a cabo algunas aplicaciones puntuales dedeisnes y técnicas aprendidas. Se
ensefian conocimientos previamente matematizaddsreen en cuenta los procesos de
modelizacion de los sistemas —matematicos o exai@mmaticos— que han generado
estos conocimientos, mostrando a posteriori los vsaplicaciones de estos conceptos,
de forma independiente a las probleméticas quéiéesn origen.

La respuesta al problema didactico de la modeliragiatematica que propone la teoria
antropolégica de lo didactico se sustenta en urnvaispositivo didactico, los
recorridos de estudio e investigacion (REI) intmidas por Chevallard (2004, 2005b y
2006). Se trata de un tipo genérico de dispositilidacticos cuyo objetivo principal es
el de integrar mecanismos que permitan a la aeaiivtte modelizacion matematica vivir

institucionalmente.
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Como veremos, en el caso de la asignatura de m@tamée la licenciatura y grado de
ADE en 1QS School of Management, los REI se genarpartir de una Unica cuestion
problematica inicial que los alumnos deberan maisindo durante todo el trimestre. De
esta forma, los alumnos iran desarrollando las ebemgias necesarias para resolver un
problema empresarial complejo que requiere comstruiilizar sucesivamente distintos
tipos de modelos matematicos. Durante este prodesestudiantes deberan asumir
responsabilidades en el tratamiento matematicopaddlema asi como en la propia
gestion del proceso de estudio que el contratoctima tradicional asignaba en
exclusiva al profesor: reformular la cuestion iaighara facilitar el estudio; modificar
las condiciones iniciales del problema segun eb tile cuestion planteada; buscar
informacion sobre los modelos matematicos que sedgu utilizar; realizar
simulaciones; cuestionar los modelos construidtentgar nuevas cuestiones; tomar
decisiones sobre la planificacion y organizaciéh tdabajo; sintetizar los resultados
obtenidos; presentarlos de forma oral y escrita; & trata de aspectos de la actividad

matematica que la puesta en marcha de los REI eXmeez que posibilita

2. La asignatura de Matematicas en el grado de IQ8PE

Los programas de la asignatura de mateméaticasrtigasde ciencias econdémicas que
se han analizado en el segundo capitulo de estamn@ese describen habitualmente
mediante «temas» que incluyen determinadas defives, propiedades, teoremas,
demostraciones y tipos de problemas. Estos tipogrdélemas se utilizan para

ejemplificar el uso de las definiciones y teorenmdajmitando al mismo tiempo el

ambito de la aplicacion. Casi siempre apareceimal del proceso de estudio, como una
consecuencia de los contenidos de cada tema, yhaag#on» que les da sentido y

muestra la funcionalidad (se ven tantos tipos @élpmas como posibles aplicaciones
de este modelo). Esta organizacién tradicionabdecbntenidos de la ensefianza —que
se ha impuesto histéricamente— tiene el inconvémiel® esconder las cuestiones
problematicas que constituyen la «razén de setasleociones, propiedades, teoremas

y técnicas que han acabado cristalizando en el saditematico que se quiere ensefiar.
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Ademas, como esta organizacion sitla las nocionésogemas en el origen de la
actividad matematica, tiende a construir tipos deblemas muy «aislados» vy
«cerrados» para obtener aplicaciones y ejemplibcas de cada una de las nociones o

propiedades de cada tema.

En total contraposicion a esta organizacion, lgregura de matematicas impartida en
IQS School of Management desde el curso 2006/@gratla nocion deecorrido de
estudio e investigacidrgescrita en el primer capitulo, para abordar eblema de la
ensefianza de las matematicas como herramientadiiragcion. Dado que un REI se
inicia con una cuestion con fuerte poder generader,la que surgen numerosas
cuestiones derivadas, es facil que para elabosaiekpuestas se requiera movilizar un
gran numero de contenidos del programa (nocionegiquades, teoremas, etc.) que
aparecen asi como una consecuencia (y no comaehpdel proceso de estudio de la
cuestién generatriz. Los REI recuperan asi la i@agenuina entre cuestiones y
respuestas (0 entre problemas y teorias) que esé&h @igen de la construccion del
conocimiento cientifico en general, y de la actiddde modelizacion matematica en

particular.

Para integrar mas facilmente los REI en la orgamrahabitual de la asignatura, se
presentan como «talleres de modelizacidon matensatesadecir, como dispositivos de
estudio donde los estudiantes, bajo la supervidé&nprofesor, tienen que resolver
cuestiones a partir de la construccion, uso y eeabm de modelos matematicos
elaborados con los materiales tedricos y técniotyeducidos en la asignatura. Estos
talleres complementan asi las clases magistrale=odea y problemas, presentando una

praxeologia didactica de caracter completamenézeatitiado.

Hablaremos de «IQS-ADE» para designar los estudiesla Licenciatura en
administracion y Direccion de Empresas que se hapaitido en la Facultat
d’Economia 1QS (actualmente IQS School of Managdjnéa la Universidad Ramon
Llull (Barcelona) desde su creacion en 1991. Aipdgl curso 2008-2009, se inicio el
nuevo programa de Grado en Administracion y Didatode Empresas que desde

entonces sustituye a los estudios de licenciaidesde sus inicios, IQS-ADE acoge
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cada curso entre 150 y 200 estudiantes repartidoges grupos clase de 50 a 70
alumnos. Al pertenecer a una universidad privada &iimo de lucro, el pefrfil
socioecondmico de estos estudiantes es mediobatme el curso 2002/03, todos ellos

disponen de un ordenador portatil que se incluyel@onatricula del primer curso.

La asignatura de Matematicas tanto en la licen@atamo en el grado de IQS-ADE es
de cardcter anual con una frecuencia de 3 horaansdes. Su programa se divide en
tres grandes ambitos que corresponden a los tmasstres del curso: algebra lineal,
calculo diferencial en una variable y calculo difesial en varias variables. Este
programa (ver anexo 4.1) se viene impartiendo @nbios menores desde el curso
2006/07. La asignatura se imparte en dos sesi@mearales de una hora y media cada
una: la primera sesion se estructura en forma ake anagistral con explicaciones y
resoluciones de problemas por parte del profesolagpizarra, mientras que en la
segunda se desarrolla lo que se designa como «m@mwiro «taller de modelizacion
matematica», centrado en el estudio de una cueptiditiematica relacionada con la

economia o la empresa y con el temario del triragstre organiza en forma de REI.

Hasta el curso 2006/07, las investigadoras en tiidade las matematicas, Marianna
Bosch, Berta Barquero y la autora de esta memoeiah profesoras de esta asignatura
y las principales creadoras del material didaatitiizado. En ediciones posteriores, la
asignatura paso6 a impartirla Vanessa Serrano, nafi@spra ajena a la investigacion que
presentamos aqui, aunque es también una investigadalidactica, cuya area principal
de interés es la didactica de la estadistica. Emdgoria de cursos ha habido
profesorado asistente que ha colaborado en la fiwipar de los talleres de
modelizacion. Asimismo, durante algunos cursosutara de esta memoria ha acudido

como observadora de las sesiones de los talleres.

3. Los talleres de modelizacién matemaéatica

Los talleres de modelizacion matematisa iniciaron en la facultad de Economia del
Institut Quimic de Sarria de la Universidad Ramdulllde Barcelona durante el curso
académico 2006/07, a partir de un proyecto deMidbora de la Qualitat Docent

financiado por la Generalitat de Catalunya (Bosed82. Hasta el curso 2011/12 se han

realizado distintos REI, como se detalla a contima
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Curso Trimestre Descripcién REI
Primero REI 1 — movilidad (versién 1)
2006/07
Segundo REI 2 — prevision (version 1)
Primero REI 1 — movilidad (version 2)
2007/08
Segundo REI 2 — prevision (version 2)
Primero REI 1 — movilidad (version 3)
2008/09
Segundo REI 2 — prevision (version 3)
Primero REI 3 — Optimizacionl
2009/10
Segundo REI 4 — Optimizacion2
Primero REI 5 — Evolucién de poblaciones. Casordtsc
2010/11 | Segundo REI 6 — Evolucién de poblaciones. Casdroomt
Tercero REI 7 — Evolucion de poblaciones. Casoioialr
Primero REI 8 — Venta de camisetas. Ingresos yesost
2011/12 | Segundo REI 9 — Venta de camisetas. Estudio derfaadda
Tercero REI 10 — Venta de camisetas. Gestion dksto

Tabla 4.1. Relacién de recorridos de estudio esiiyacion implementados en el

IQS-ADE entre los cursos 2006/07 al 2011/12

Durante los cuatro primeros cursos académicos cerém versiones de los dos
recorridos de estudio e investigacién propuestas pas dos primeros trimestres
haciendo modificaciones a partir de los problend#g;ultades, etc. detectados en las
versiones precedentes. A partir del curso 201Glifitsoducen cambios mas profundos,

y se proponen tres recorridos de estudio e invastig con el mismo hilo conductor

para los tres trimestres.

En todos los casos, el nimero de alumnos que iparn fue similar, tres grupos de
primer curso de licenciatura (o grado) en Admiaistin y Direccion de Empresas, a los
gue se deben afiadir, durante los cursos 2006/0D%/ @3, dos grupos de Diplomatura

en Ciencias Empresariales. En total, representanxiappdamente entre 150 y 200
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alumnos por curso. La primera experimentacion ddadteres (2006/07) fue realizada
por cuatro profesores distintos, que eran los poryés habituales de la asignatura, tres
de los cuales forman parte de nuestro grupo destigaeion en didactica de las
matematicas: B. Barquero, M. Bosch y L. Serrano. Bs siguientes dos
experimentaciones (2007/08 y 2008/09), fueron dssprofesoras que lo llevaron a
cabo: B. Barquero y se incorpora V. Serrano. Enplasteriores, se ha mantenido
siempre V. Serrano de profesora.

En este trabajo detallaremos cinco recorridos dedis e investigacion: los dos
experimentados durante el curso 2006/2007 (primension de «Movilidad» vy
«Prevision») y los tres del curso 2010/2011 («Esidlu de poblaciones»). El motivo de
haber escogido las dos primeras versiones dellesetade «movilidad» y «prevision»
y no las sucesivas, esta justamente en mostrar @smlificultades encontradas en cada
edicién han motivado cambios en las ediciones pgosts, de manera que se mostrara
como las diferentes versiones de un mismo REI kHanenriqueciéndose con estas
aportaciones. En el caso de los tres talleres smorelientes a la «evolucion de

poblaciones» se han incluido los del curso 2010/11.

Para cada uno de los talleres seguiremos una npaata: empezaremos realizando el
analisis matematico a priori de la cuestion genergtie guia el recorrido de estudio e
investigacion. A continuacion haremos un analigisiari de la praxeologia didactica y
finalmente evaluaremos globalmente el conjunto et®mridos considerados que nos
permitira analizar el funcionamiento global del R¥ldestacar las restricciones

institucionales observadas durante las experimemntas.

El funcionamiento de un taller es el siguiente:l&mprimera sesién se presenta a los
alumnos una cuestion relevante y con interés agidel a los estudios que han iniciado,
es decir, con un componente econémico atractivgar§gone una serie de preguntas a
partir de unos datos ofrecidos por el profesorgmdoles que intenten dar respuesta a
dichas preguntas sin ninguna orientacion mas. jaaben grupos de tres o cuatro
personas con la ayuda de un ordenador portatiprdiesor deja vivir emomento del
primer encuentrdhasta que todos los alumnos han formulado susgedypotesis. Es
entonces cuando el profesor hace una puesta emammndas aportaciones de todos los
grupos y explica cual sera el camino a seguir.d€hb de trabajar con una cuestion

interesante pero a la vez realista, hace que losliastes entiendan que para llegar a
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dar respuesta a las preguntas planteadas nechsitermientas matematicas. Algunas
veces se trata de matematicas conocidas —porogestae estudiando paralelamente en
las clases de teoria o porque las conocen de satamedpero otras se deben desarrollar
haciendo un alto en el taller. De esta forma, |stidtantes se involucran en la

asignatura.

Aparece una figura nueva, la del «secretario atake», que ha ido evolucionando a lo
largo de las ediciones. En un principio, se nonmdorab azar un alumno cuya

responsabilidad era elaborar un informe que coetauina sintesis del trabajo realizado
durante las puestas en comun de cada sesion, mfgue era leido al empezar la
siguiente sesion. En las ediciones posterioredjodioforme se debia entregar al
profesor con anterioridad a la sesion para quevsara y lo pusiera a disposicion de

todos los alumnos a través de una plataforma tagtesible para todos ellos.

Ademas del informe semanal que de forma rotat@idebe entregar al profesor, los
alumnos a nivel de grupo y a nivel individual detbexter varias entregas. De forma
semanal, y antes de iniciar la siguiente sesiédebe enviar al profesor una sintesis del
trabajo realizado por el grupo propio. Y a final tlenestre, se debe enviar un informe

individual que resuma el taller.

El sistema de evaluacion consiste en un exameambhde cada trimestre en el que los
estudiantes tienen que resolver un conjunto delgmas del mismo tipo que los
estudiados en clase y que cuenta un 50% de latriotastral. La entrega de los
informes en grupo e individuales del taller, cuanta 40% de la nota trimestral, y el

10% restante corresponde a controles en claseggastde problemas resueltos.

Una vez hecha la descripcion general del funcioeatuni del taller, pasaremos al
andlisis detallado de cada uno de los cinco retmsrile estudio e investigacion citados.

4. Recorridos de estudio e investigacion durante elrso 2006/07

Durante el curso 2006/07 se iniciaron las experta@ones de los recorridos de estudio

e investigacion en IQS-ADE. En esta primera edics@ndesarrollaron dos talleres
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durante los dos primeros trimestres. En el teraceoose llevo a cabo propiamente un
taller.

4.1. Primer trimestre: un recorrido de estudio e iwvestigacion sobre movilidad

El objetivo del taller era plantear a los estudiantin problema muy préximo a las
situaciones reales de fenomenos donde se produoércienes de poblaciones en las
gue las matrices (de transicién) aparecen comamsible modelo de trabajo.

Previamente al inicio del taller, se dedicaron uciaso sesiones delasetedrica a
recordar las nociones basicas del algebra matri@alestudiadas en bachillerato
(principales operaciones con matrices, calculongersas, determinantes y sistemas de

ecuaciones lineales).

4.1.1. Andlisis a priori de la praxeologia matemati

SeaX una poblacién que esta dividida grgrupos, cuyos tamafos respectivos en el
periodo de tiempo son:xi(n), X2(n), ... , Xg(n), de la cual conocemos una distribucion
inicial: x(0) = u(0), x2(0), ... , X4(0)) y disponemos de informacion referente al
porcentaje de transicion de los individuosXlentre los distintos grupos en periodos
consecutivos (nos restringiremos al caso en elajuempo es discreto). Bajo estas

condiciones, elaboramos nuestra cuestion generatriz

Qo: Conocido el nimero de individuos de una poblacknen un instante
determinado, ¢como podemos describir la evoluceintainafio de los diferentes
grupos en los que esta dividik?, ¢serd siempre posible predecir qué ocurrird

después de un determinado periodo de tiempo?, gifemcurrira a largo plazo?

Denotamos pok;i(n) al nimero de individuos que hay en el instant&n el grupa.
Suponiendo que hay grupos, podemos describir, mediante el vegfoy el total de
individuos de cada uno de los grupos en que sdel¥i
x1(n)
x(n) = ngn)
xg(n)
Si ademas disponemos de los porcentajes de tramsiritre los diferentes grupos,

podemos construir una matriz de transidibasociada a la evolucion de la poblacién
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A continuacién mostraremos algunas de las propesiadas destacadas de dichas

matrices:

- Los elementos de una matriz de transicidh= (mij)1<i<gl<j<gson las

probabilidades de transicion entre grupas; € [0,1) con 1<, j < g. Asi, cada
elementom; es la probabilidad de que un individuo deque en el instante de
tiempot = n esta en gl-ésimo grupo, en el instante de tiempo siguienten + 1,
pase al-ésimo grupo.

- Los elementos de la-ésima columnamy con 1< i < g describen como se
distribuyen porcentualmente los individuos que lenstantet = n estaban en é¢
€simo grupo, entre lagclases de las que se compone la pobla¥ién el instanté
=n+1.

- Este hecho nos permite comprobar que las columaamd matriz de transicion
indican las condiciones de distribucién en las lgupoblacion se encuentra en el
«estado anterior» y las filas, el «estado siguigrgatre «estados consecutivos» de
tiempo, esto es, de=nat=n+ 1.

- La suma de los elemento de cada columna serd onse@uencia directa de las dos
anteriores propiedades.

Podemos describir la evolucion del nimero de iddios de la poblaciéX en periodos
de tiempo consecutivos mediante la relacignt+1) =M-x(n)

Si ademas, suponemos que los porcentajes de ttanse& mantienen constantes con el
paso del tiempa, la relacion anterior se puede expresar con @8tognos:x(n+1) =
M™*1.x(0) paran > 0. Entonces, nos planteamos la siguiente cuestio

Qq: Dada una matriz de transicidhde orderg, y una distribucion iniciak(0), ¢,como podemos calcular
la trayectoria de la sucesién vector{fal(n)},cy definida por la ecuacién matriciall-x(n) =

M™1.x(0)?, ¢ qué caracteristicas podemos destacar?

La simulacion numéricautilizando por ejemplo la hoja de célculo Execeliestra que la
trayectoria de la sucesion vectofaln)},cy parece tender a una distribucion estable, a
la que Illamaremosvectores fijos Esto nos abre varios interrogantes que los

condensamos en la cuestion siguiente:
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Q. ¢Cémo podemos demostrar la existencia de vecfijoss x°, hacia los cuales parece tender toda
trayectoria de{x(n)},ey generada por la ecuacién matrichdix(n) = M™*x(0)? En el caso que

existan dichos vectores fijos, ¢como podemos calogl a priori?

Definiremos vector fijox® de la matriz de transicioM de ordeng a aquel vector que
satisface la relaciomd- x° = X%, o equivalentementeM(— I)- X° = 0, lo que nos conduce
a un sistema homogéneo. Para iniciar la discuseodicho sistema, tenemos en cuenta
la tercera de las propiedades de las matricesadsition que afirmaba que la suma de
los elementos de cada columna era 1. Esto impliealas elementos de las columnas
de la matrizM — 14 suman cero y por tanto, det¢ ) sera igualmente cero. Esto nos
conduce a concluir que el sistema anterior siersr& compatible indeterminado y por

tanto, tendré infinitas soluciones.

Nos surgen nuevas cuestiones:
Qs Toda trayectoria déx(n)},ey étiende a un vector fijg™? ¢ Cudl es la relacion ent® la matriz de

transicion y la condicion inicial?

Para poder dar respuesta a estas cuestiones delesitndgar la sucesiofM™}, ey
generada a partir de la relacién matricial encdiatral principio:x(n+1) = M™*:x(0)
paran > 0, y esto nos exige hacer un paréntesis enmuestorrido para estudiar las

potencias-ésimas dé.

Q,: SeaM una matriz cuadrada de ordgn¢.cual es la expresion general de los términda dacesion
{M™},cn?, ¢ Qué propiedades destacamos?, ¢ Como podemuobid#sac,_,.{M"},cn?, ¢hay algun
caso en el que podamos asegurar gM&},.y converge?. En el caso que sea convergente,

¢podemos predecir cudl seré este limite?

En el caso que una matiizsea diagonal, se cumple gD&sigue siendo diagonal y se
obtiene al elevar los elementos de la diagonal@otancian-ésima. Como no siempre
dispondremos de matrices diagonales, recurrimsgalente resultado conocido sobre

la diagonalizacion de matrices:

Si M es una matriz diagonalizable, entonces se puedeongar matriced y K que
satisfacen la siguiente relacidv: = K-D-K™, dondeD es una matriz diagonal que contiene
los valores propiosA() asociados #M, y K la matriz de cambio de base que contiene los

vectores propiosy() asociados a cadhdeM.
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De esta forma, el problema del calculo de la pateneésima deM nos conduce al

problema de encontrar las matri¢ey D que satisfaceM = K-D-K ™,

Una matriz de transicioM de orderg tiene siempre asociado un vector propio de valor
propio 1, ya que al cumplirse detfl;) = 0, el valor 1 siempre es solucion del
polinomio caracteristico del. El resto de valores propiok de M satisfacenlj|<1. El
vector propio asociado al valor proplic= 1 corresponde al calculo del vector fifo

10...0
Asi, tenemos quglimp™ = 000
Si definimos x°€ = (xf,xg, ...,xge) como las componentes del vector propio
correspondiente al valor propio 1 dé tal quer’:le = 1, entonces, junto con la

expresion que acabamos de encontrar, obtenemos:

e e

X1 e Xq

li li 1 X3 x5

impn — im n -1 _ 2 2

noeeM™ = S0K -D" - K™ = S .
e e

xg xg

Este resultado nos permite dar respuesta a untidGruastes plantead&X¥):

Si disponemos de una distribucion inicigd) = (x{,xJ, ..., x2):

e e
xX{ . X% 0 e
xe xe X1 X1
1 _ aen . _ . 0
MR (0) = | 72 S R A el B R CE R Rt )
: : 0 e
xe xe xg xg
g g

Esta propiedad nos permite asegurar que la poblxc#largo plazo siempre tendera a
un vector fijo, es decir, a una distribucion de ikgio x° que solo depende de la
cantidad total inicial de individuos, siendo indegiente de como estan distribuidos

inicialmente.
Estudiar el momentog en el cual se llega a la estabilidad (es deGir+ 1) = x(n)

paran > ng) consistird en resolver M™*1 . x(0) = M™ - x(0). Si M no es diagonal

consideraremosX - D™"*1 . K~1.x(0) =K -D"-K~1-x(0), y dado que gqueremos
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calcularlo con una cierta precisién, impondrem&s:D"*1.K~1.x(0) — K -D" -
K~1-x(0) =~ 107 o equivalentementé - D™ - (D — 1) - K~ - x(0) = 107#

Empezaremos considerando el caso de matrices @msibn2x2
(a11 alZ) . (/hn 0 ) . (/11 -1 0 ) . (a11 alZ)_l ) <x1(0)) - (10_“)
Az1 QA 0 A" 0 Ay —1 A1 Az x,(0) 107+
Como ya hemos visto, siempre existe un valor progu@l a 1. Si consideramos que

corresponde &, tendremos:
<a11 1 ) . (1 0 >.(0 0 )i( -1 —1) . (x1(0)> _ (10—u)
a21 _1 0 Azn O /12 - 1 |K| _a21 all xz(o) - IO_M

(A2 = DA" i (_a21 -x1(0) + aqq - x2(0)> - (10_”)
K] az1 - %1(0) = ayq - x(0) / ~ \107#

(A—-1)2"

ES dECII' |K| * |_a21 ° xl(O) + a11 * xz(O)l = 10_ﬂ

K|

. —H
|—az1-x1(0)+as1-x2(0)|-(A2—-1)

O equivalentementd;,™ ~

Aplicamos logaritmos:

log( IK] -10‘“) log( LY )
n~ |—az; - x1(0) + a1 - x,(0)[ - (4, — 1) - _* |—az; - x1(0) + a1 - x,(0)|- (4, — 1)
log2, logZ, log2,

En el caso de una matriz de ord3 no se obtiene una formula simple para encontrar

ny se debe proceder eligiendo un valondeificientemente para que:

a;; Az Qi3 1 On 0 0 0 0 a;; Az a;\7t [x(0) 107#
az1 Gz Gz |-[0 4 0 |10 2,1 0 -l az21 azz az; | %,(0) | = [ 107+
Gz dzz ds3 0 0 A" 0 0 Az —1 az; dzz Qas3 x5(0) 107+

(donde hemos considerado que el valor propio A; = 1)

O lo que es equivalente,

a1 A1z Qg3 0 0 . 0 a1 Az a3\t [x,(0) 107#
(‘121 asz;, ‘123) {0 (A2 —DA, 0 . (‘121 az; ‘123) | x%,(0) | = (10‘”)
a3y Gz dQ4sz 0 0 (A3 — DAS" a3y A3z dass x3(0) 107+

0 a;;, ag; a1 Qi a3\t [x,(0) 10~ #
(lz—l)lzn(13—1)13n<0 az; a23>'<a21 az2 azs) | x2(0) ~<10‘”>

0 az, as;s az; dzp dasz x3(0) 107H

4.1.2. Andlisis de la praxeologia didactica

A continuacion presentaremos el disefio a priorirdebrrido didactico propuesto, es
decir, la descripcion de cdmo se tienen que hagelu@onar temporalmente los

aspectos mas importantes del proceso de estudithi®#a se comentaran algunos de los
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elementos mas importantes para la gestion del ridoodidactico. Finalmente se
presentard un diario de sesiones a modo de cramificada entre todas las

experimentaciones que tuvieron lugar.

Para eltaller de modelizaciordel primer trimestre del curso 2006/07, partimeslal

siguientes cuestiones generatrices:

Q1: ¢ Como evoluciona la distribucion de los «eletosn (individuos, cuotas de mercado,
productos, acciones de bolsa, rentas, virus, eton el paso del tiempo si se
mantienen constantes ciertos porcentajes de evwluziransicion?

Q2: ¢ Existen distribuciones estables? ¢ Por quéh dd@as? ;,Como determinarlas?

Q3: ¢Existe alguna relacion entre la distribucidmicial, la distribucion estable y el
momento n en el que se produce la estabilizacion?.

Se asigna a cada grupo un caso que describe uaaidit de transicion concreta. Hay
diez casos diferentes cuyos enunciados presentarnostinuacion. Los datos de cada
caso fueron preparados por el equipo de profegmes que en su estudio matricial

implicara a matrices convergentes.

CASO 1. PREVISION DE AVERIAS

La encargada del servicio de informatica de unaresapsabe que el 50% de los ordenadores tieneteprab al

dia siguiente, pero son problemas pequefos y puestaiver durante el dia. Por lo tanto, el 100%late

ordenadores estropeados estan en buen estadosijulénte. Estudiar el porcentaje de ordenadsEepmeados a
largo plazo.

CASO 2. SISTEMAS ELECTORALES

Un pais con un sistema electoral bipartidista téo® grandes partidos A y B. Un estudio muestra gueeriodo
«normal», la probabilidad de cambio de voto deelestores de cada partido es estable entre unadagles y las
siguientes. El 4% de los votantes de A pasan a Bt las siguientes elecciones y el 16% de loantes de B
pasan a votar A. Si estos porcentajes se mantmmestantes, estudiar el reparto de votos a lamgopl

CASO 3. CUOTAS DE MERCADO

Dos marcas de tabaco A y B controlan el mercadoe&tndio muestra que los consumidores de la marsa A
mantienen fieles a la marca en un 30% y se candgamarca en el 70% restante, mientras que un 40%sde
consumidores de B se mantienen fieles a la marehrgsto pasa a A. Estudiar la evolucion de lagasude
mercado a largo plazo si suponemos que estos pajegse mantienen constantes.

CASO 4. BOLSA DE VALORES

El valor de una accién fluctia cada dia. Cuandmwlsa es estable, el incremento de un valor eriaiaabstumbra a
provocar un descenso del mismo valor al dia sigejgna la inversa, un descenso del valor provecaumento al
dia siguiente. Supongamos que, en un determinadcad® solo el 15% de los valores que aumentaniairiod
hacen al dia siguiente (los demas bajan) y solbO&b de los valores que bajan un dia siguen bajahdba
siguiente (los demas suben). Si suponemos estaerajes constantes, estudiar la evolucion de ubi&las y
bajadas a largo plazo.

CASO 5. PLAN DE MOVILIDAD LABORAL

Un banco tiene 3 oficinas principales: una en Gragira en Sarria y una tercera en el Eixamplea §ae el equipo
de trabajadoreginiors se mantenga al dia y con un buen nivel de efi@ese ha disefiado un plan de movilidad
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que les obliga cada afio a cambiar de oficina. Enraanion de direccién, el responsable de Recuismsanos
presenta la politica siguiente:

= De los trabajadores de Gracia, el 40% se va aa8Sasi 10% al Eixample;

= De los trabajadores de Sarria y el 10% se va arije;

= De los trabajadores del Eixample, el 50% se vaazi&ly el 10% a Sarria.

Estudiar la evolucion de los trabajadoj@sors en la empresa si se mantienen constantes estEnfaes.

CASO 6. DISTRIBUCION DE LAS RENTAS

En un estudio de mercado, al hacer el perfil secnémico de los consumidores, se distribuyen ladades

familiares en rentasajas, mediay altas Consideremos una sociedad en la que, de un afimal

= De las familias con rentas bajas, el 70% se mastimientras que el 20% pasan a renta media y unalftas
altas.

= De las familias con rentas medias, el 30% pasatagdajas y un 10% a rentas altas.

= De las familias con rentas altas, un 30% pasatagenedias y un 10% a rentas bajas.

Estudiar la distribucion futura de la renta a lapiezo si suponemos que estos porcentajes se mami@nstantes.

CASO 7. CONTROL DE UN VIRUS INFORMATICO

En el afio 2000 apareci6 un virus informético qeetaba a los usuarios que se conectaban a unapéginel dia

1 de enero. Una vez el virus entraba en el ordenaddia empezar a actuar directamente o manteearsstado

latente durante un afio, empezando a actuar elehel® del afio siguiente. El saneamiento del oraertadda 1

afo en realizarse.

Se recogieron datos de usuarios afectados en ymr@gary se vio que:

- El virus afecta un 9% de los ordenadores «sanosdedee queda en estado «latente» y afecta un 1%sde
ordenadores «sanos» donde se «manifiesta» dirauieyme

- El virus se «<manifiesta» en un 18% de los orderemdque lo tenian «latente»;

- Se consiguen arreglar un 13% de los ordenadoresladrus «manifiesto» y dejarlos «sanos».

Estudiar la distribucién futura de los virus infaticos a largo plazo si suponemos que estos pajesnse

mantienen constantes.

CASO 8. LOGISTICA DE TRANSPORTE

Una agencia tiene una flota de barcos distribuiteedos puertos de Barcelona, Mallorca y Cadiz.I@ebarcos
que estan a principios de cada mes en Barcelamitdd vuelven a final de mes, un 20% se va a Cadizresto se
queda en Mallorca. De los barcos que a principiomds estan en Cadiz, al final de mes hay un 20Baeselona,
un 40% en Mallorca y el resto vuelve a Cadiz. DeHarcos que estan a principios de mes en Mallorc&0%
vuelve a puerto y el resto se queda en Barcelona.

Estudiar la evolucion de la flota de barcos si aatienen constantes estos porcentajes.

CASO 9. CUOTAS DE MERCADO

Tres empresas A, B y C comparten el mercado deéocpoducto. La empresa A tiene el 20% de la caeta
mercado, B tiene el 60% y C el 20% restante. Derahafio se producen los siguientes cambios:

- A conserva el 85% de sus clientes y cede a B e 8% el 10%

- B conserva el 55% de sus clientes y cede a A ely1a% el 35%

- C conserva el 85% de sus clientes y cede a A elyla%®B el 5%

Estudiar la evolucién de las cuotas de mercadaEreemos que estos porcentajes se mantienen casstaito
largo de los afios.

CASO 10. EMPRESA DE SEGUROS

Una empresa de seguros de coche reparte sus sl@ntees grupos GO, G1, G2 segun si han tenidlanés de 1

accidente durante el afio. Las estadisticas deripaiia muestran que:

= Un 80% de los clientes del grupo GO se quedan tengespo al afio siguiente; un 10% pasa a G1 y &6 d®
pasa a G2.

= Un 10% de los clientes de G1 pasan a GO, un 80§aestan en G1 y un 10% pasa a G2.

= Los clientes de G2 siempre se quedan en G2.
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Estudiar la evolucién de los grupos de clientesrgd plazo si suponemos que estos porcentajes sgenen
constantes.

A continuacion describiremos el disefio de las igas didacticas a priori que

corresponderian a cada una de las sesiones emudaseqdivide el taller. Para ello

utilizaremos unas tablas en las que introducirdasguiente notacion:

- P paraindicar al profesor.

- G paraindicar cada uno de los grupos de trabajoseque se divide la clase.

Primera sesiéon

Observaciones:

P entrega a G la lista con los diferentes casos.

Asignacion a G de dos de los casos de la listep®el primero, que servira de guia para P.

Se pide a G que durante la primera parte de larsésiente describir como evolucionaran cada una
sus situaciones probleméticas con el paso del termip se considera que los porcentajes d
evolucion/transicién se mantienen constantes cpash del tiempoP})

Para facilitarles dicha exploracion P comenta lailplidad de considerar una situacion inicial coma
para todos: tomar «100» de cada tipo.

Se deja tiempo para explorar el caso que se lasigaado.

Puesta en comun de los resultados e introduccidmp@rte de P, si es necesario) del lenguaje radtric
al cabo den periodos de tiempo, designamos coida distribucién de los elementos de forma qu
satisfaceX,, = M™ - X, (dondeM matriz de transicionXy situacion inicial yX, situacién al cabo de
periodos de tiempo).

Propuesta, por parte de P, del uso de la notacadriail para la exploracién de la situacién y ioai€ion
consensuada sobre el uso de una notacion.

Puesta en comun de los resultados esperados pargulante sesidn: descripcion de distintos cas
considerando varios casos iniciales y distintosopges de tiempo.

El algebra matricial debe aparecer como una heemtaimas econdmica ante la gran complejidad
calculos, especialmente si se quieren sistematmarel ordenador. Se debe acordar si el productd de
por los sucesivoX, se realiza por la derecha o por la izquierda (etlpcto por la derecha es el mas
habitual, por similitud con la notacion funcional).

El estar trabajando el algebra matricial en lasedade teoria, deberia permitir a G plantear casia en
€s0s términos.

La herramienta modelizadora de los diversos fen@sdescritos son las llamadas matrices de transici
P puede introducir la definicién y caracteristipaisicipales de este tipo particular de matriceedirpa
los alumnos que busquen informacion sobre el tema.

D

DS

D

Segunda sesién

Puesta en comun de los resultados obtenidos a paititrabajo de la sesion anterior: a partir de
simulacion de muchos casos particulares, aparesebikdades en todos los casos, lo cual debe
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Observacion:

resultar sorprendente.
Ante el fendbmeno de la convergencia de las sucesioansideradas, surge la cuestion de estudiar ¢
distribuciones convergen y la velocidad de conver@ge@,). Para ello P puede sugerir considerar cas

especificos y comprobar que efectivamente siempr@reducen estabilizaciones (o se llega a uIa

situacion de estabilidad) a largo plazo. Puedelizartiindistintamente la hoja de calculo Excel o |
calculadora simbolica Wiris.

Puesta en comdn del caso 1 con «100» iteracionesadie tipo y comprobacién de que, en poca
iteraciones, la distribucion tiende a estabilizaienimero de decimales que se escoja condicibna
grado de precision de la estabilidad.

P pide a G comprobar qué pasa si se parte debdisivhes iniciales distintas a las «100».

Se comprueba experimentalme@tepero todavia no se puede dar una respuesta.

P propone a G para la siguiente sesion analizexisie alguna relacién entre la distribuciaitial, la
distribucidnestabley el momento o tiempo en el que se produce la estabilizaciQg)

El uso del Excel- que estan aprendiendo de forma paralela en laasignde informatica y de Wiris
—que se les ha dado unas pequefias orientaciongxipiprde curse- permiten a G manipular los datos
facilmente.

Jué
DS

AS

Tercera sesion

Observacion:

P escucha las propuestas de G s@hreA partir de las experimentaciones realizadasahelstmomento,
resulta muy dificil para G dar respuesta.

P plantea lo siguiente: %, es la distribucion «estable» se tiene que cumilik; = X,. Es decir, se
replantea la cuestion, que pasa a®gg,Como debe ser la distribucion para que se culiila X?.

P utiliza el caso 1 para ejemplificar lo que G aébeealizar con sus datos propios: Si se conside

X; = (;) se puede escribir M=X; comoM - (;) = (;) 6 de forma equivalent¢M —1I) - (;C,) = (8)

sistema de ecuaciones homogéneo. El problema tichhgia encontrar los valores ey que cumplen
la igualdad, es decir, consistira en resolver gtesia.

Se pide a G si el sistema podria tener infinitdacsanesQs. Para ello se les pide que prueben co
diferentes matrices.

El sistema siempre serd compatible ya que poraidchde ser un sistema homogéneo, siempre existira
menos, la solucion trivial.

=)

Cuarta Sesién

Puesta en comun de las posibles respues@s & lo comprueba experimentalmente pero le es m
dificil dar una justificacion.

P da la respuesta a través de una de las propg&dadas matrices de transicion.

Una vez P ha mostrado que existen infinitas sohéso-llamadas vectores fijos—, plantea a la clase

Hy

siguientes cuestiones relacionadas con los vectijoes ¢ son Unicos?, ¢,cémo determinarlos?, (;posien’wo

saber a cual de los infinitos vectores fijos teadardistribucion?Q@g).
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- P recuerda que el sistema que estan consideranckrraslo (no entran ni salen individuos), eso guief
decir que si inicialmente halindividuos, en cada iteracion se debe cumplir jug = T. Por tanto, al
resolver el sistema, si imponemos la condigpk; = T, se encontrard el vector fijo. Dado el dominig
que los alumnos tienen ya en este punto del céinatacial, se les plantea resolverlo matricialment

- P vuelve al caso 1, tomando primero «200» indivédimiciales y luego «150». Los resultados coincidgn
en ambos casos con los ya vistos experimentalneerigetercera sesion.

Observaciones:

- Las columnas de las matrices de transicion siempmegan 1, y por tanto, cuando se les resta la matri
identidad, las columnas d&I(— 1) suman cero, y atendiendo a las propiedades deetesminantes, se
tiene que dell—-l) = 0. Asi, considerando que la matrMd ¢ 1) tiene dimensiémxm, el rango del
sistema serén -1, y el sistema ampliado también, con lo cual selaye que el sistema es compatible
indeterminado con un grado de indeterminacion.

z

Quinta sesién

- Se parte de la cuestion introducida en la sesiderian ¢existe alguna relacion entre la distriboci
inicial, la distribucion estable y el momento netigue se produce la estabilizacion?.

- Para encontrar el momemntcen el que se estabiliza la distribucién necesitaos encontrar una férmula
general para la potencia n-ésima de la mrix".

- P hace un paréntesis en el taller para proporciarias alumnos diferentes matrices —las mismas para
todos los grupos—, y se les pide que con la ayad&ids o de Excel, las eleven a diferentes exptasen
que observen qué pasa en cada caso. Aquellas gsenndiagonales, a medida que se aumentandd la
potencia, aumentan notablemente cada uno de susmles. En cambio, aquellas que inicialmente eran
diagonales, cumplen que en cada iteranidps elementos de la diagonal estan elevados a

- De esta forma, los alumnos observan que para eacamta formula general dé", seria mucho mas
sencillo si la matriz fuera diagonal. En ningundakecasos presentadd4,lo es. En las clases de teoria
los alumnos estan viendo las aplicaciones lineéssgambios de base y la diagonalizacion, asiyque
saben cémo conseguir transformar una matriz noodedV (diagonalizable), mediante una aplicacién
lineal como:M = K:D-K™, dondeK es la matriz de vectores propioDyla matriz diagonal de valores
propios.

- Asi, las potencias dd = K-D-K*, seranM"=K-D-K™*-......... K-D-K'=KD......D-K'=KD"K™.

- El profesor explica que para encontrar el valose debe elevar m cada miembro de la diagonal y
considerar un grado de aproximacion (centésimoksimos, etc.). Para cada término se resuelve
igualdad aplicando logaritmos, y nos quedamos twaler mas grande de todos.

a

Observacion:

- Sobre cémo calcular los valores y vectores prog®mgada matriz, no se trata en el taller, por tsgber
explicado con detalle en las clases de teoriaxflea el uso de la orden: valors_i_vectors_pra@yisfe
Wiris que, para cada matiznos calcula mediante una sola orden, sus vecyorares propios.

Diario de sesiones — taller primer trimestre 2006/D

El profesor entreg6 a los diferentes grupos la listn los diferentes casos, asignando dos casadaaurio y
les pidi6 que intentaran describir cémo evoluciénasus situaciones particulares con el paso daptie
Durante el primer cuarto de la sesién los alumretsajaron de forma auténoma y en ese momentopftdgur
propuso que todos los grupos consideraran una nsgoecion comuan: tomar «100» de cada tipo. Trabaja
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asi el resto de la primera mitad de la clase.

La tendencia mayoritaria fue la de utilizar téceiegitméticas para dar las soluciones y tuvo qusismpre el
profesor quien introdujera el algebra matricialraPallo consider6 el caso 1 de la lista (que noahalo
asignado a ningln grupo) y que le sirvié de guitbdo momento del taller:

Caso 1.Prevision de averiasLa encargada del servicio de informatica de unaresapsabe que el 50% de los
ordenadores tienen problemas al dia siguiente, gmr@roblemas pequefos y los puede resolver @uehmntia.
Por lo tanto, el 100% de los ordenadores estropeastan en buen estado al dia siguiente. Estudiareentaje
de ordenadores estropeados a largo plazo.

El profesor planteé lo siguiente: si consideramastgoy hay 100 ordenadores en buen estdlenj y 100 con

problemas Nal), siguiendo las pautas marcadas por el enuncidd@ana tendremosBien: 50% de 100 +
100% de 100 =50 + 100 = 15M0Mal: 50% de 100 = 50, es decir:

Bien: 50% de 100 + 100% de 100<0,5-100 + 1- 100@ (0‘5 100+ 1 - 100) (0'5 1) . (100) (150)
Mal: 50% de 100 + 0% de 100 0,5-100 + 0-100 0,5- 100+ 0 - 100 0,5 0/ \100 50

Se pidio a los alumnos que lo aplicaran a sus aaspectivos. El profesor les dejé trabajar de foautdbnoma
y finalmente se hizo una puesta en comun para abaprque los diferentes grupos que trabajaban @®n
mismos datos, coincidian.

En este punto el profesor unificé la notacion haaie el siguiente razonamiento: llanb a la matriz de
transicion,Xp a la situacién inicial ¥, a la situacion al cabo deperiodos de tiempo, de manera que al cak
de:

Un periodoX; = M - X,
Dos periodosX, = M - X, = M? - X,
Tres periodosX; = M - X, = -« = M3 - X,

Asi, enn periodos, tendrema®, = M" - X,,. El profesor pidi6 a todos los grupos que intredajp la nueva
notacién en sus casos. La sesion acaba con unia gmesomaun.

La segunda sesidn se inicié con la propuesta poe pal profesor de trabajar con la hoja de cal&xoel para
hacer simulaciones sobre las previsiones a cogtangipalmente, a largo plazo y tomé el caso 1@epmplo:

Iteracion

Xo X1 X2 X Xa Xs X X7 Xg Xg X10
Bien 100 | 150 | 125| 137,5{ 131,2% 134,375 132,8125 133,5p383,2031 | 133,3984| 133,3008
Mal 100 | 50 75 62,5 68,75 65,625 67,1874 66,40625 66§9666,60156| 66,69922
Total 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200 200

Cada grupo a pesar de tener situaciones diferemmantrd que se producia una estabilidad. En el gae
muestra el profesor en la pizarra se observa conapenas siete iteraciones ya hay una estabiliiam el uso
de Excel, los alumnos pudieron iterar facilmentdgervaron que a mas iteraciones mas precision.

El profesor les pidié cambiar los valores iniciafegue observaran que sucedia.

Todos los grupos observaron que efectivamente adupian convergencias —independientemente del c3
considerado o de los valores iniciales usados— persupieron explicar si siempre seria asi ni selacidad
tenia relacién con los valores iniciales o si dejiemle los porcentajes de transicién, o si pooatrario se
trataba de meras casualidades.

El profesor propuso para la siguiente sesién qudizaman si existia alguna relacién entre la distrion
inicial, la distribuciénestabley el momenton en el que se produce la estabilizacién, concluyess la
segunda sesion.

La tercera sesion se inicid haciendo una puestaoemin y el profesor, tras escuchar todas las opsior
aportadas por los diferentes grupos sobre la cme€l, tuvo que introducir el siguiente razonamiento:

&

(o]

1SO

x o - . X X
llamamos X; = (y) podemos escribir la estabilidad comoX#X, es decir,M - (y) =(

y) o de forma
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. x . .
equivalente(M —I) - (y) = (8) y por tanto se debe resolver un sistema de emeshomogéneo.

El profesor, volvié a tomar el caso 1 como ejengdifion para encontrar la relacién de los elemeetota

estabilidad(g:g (1)) : (;) _ (;) oM-1)-X=0o (‘8'5 _11) : (;) = (g) ox=2y

. . - =2
Es decir, la relacion que los elementosy deben tener en la estabilidad {ax%] =;] y que el profesor llam

vector fijo.
El profesor pidio a todos los grupos que resolviesas respectivos sistemas y quedod pendiente paiguiente
sesion que encontraran la relacién con los datoslies.

La cuarta sesion se inici6 haciendo una puestaeriic de los diferentes argumentos aportados pallmsnos
pero ninguno fue concluyente. Tuvo que ser el pafguien explicara que el sistema al ser cerrada@tran ni
salen individuos o elementos) cumpleX; = T (dondeT es el nimero total de individuos). En el caso gu
profesor habia resuelto en la pizarra: «100» de ¢gd , se tiener + y = 200, que junto con el resultad

=133.3
= 66.6

Este resultado permitié justificar que la estahilidno depende de cémo estan distribuidos iniciatenéos
valores, sino del total de «individuos» inicialegl profesor pidi6 a los alumnos que corrobora
experimentalmente este resultado, mediante la aoitul numérica este resultado.

. . . X , .
anterior permite concluir qu{ey tal como se habia encontrado de forma experimental

La quinta sesion se dedic6 a analizar si existjara relacion entre la distribucion inicial, latducion
estable y el momentoen el que se produce la estabilizacion. Paradllorofesor necesité hacer un alto en ¢
taller para explicar como trabajar con potenciasndé&ices, no a nivel tedrico —que ya se estab&hdo en
paralelo en las clases magistrales— sino con lzalora simbdlica Wiris.

Primero les hizo elevar diferentes matrices a eifezs exponentes con el objetivo que los estudiaatelieran
cuenta que las matrices diagonales cumplen queada iteracionn, los elementos de la diagonal esta
elevados a.

De esta forma, los alumnos observaron que paranglacaina formula general 84", seria mucho mas sencillo
si la matriz fuera diagonal. En ninguno de los sge@esentadod lo era. En las clases de teoria, los alumng
acababan de ver las aplicaciones lineales, los icantle base y la diagonalizacion, asi que ya satiar
conseguir transformar una matriz no diagava{diagonalizable), mediante una aplicacion lineahcoM =
K-D-K*, dondeK es la matriz de vectores propio®ya matriz diagonal de valores propios. Asi, latepoias
deM seranM" = K-D"K™,

El profesor explicé que para encontrar el val@e debe elevarracada miembro de la diagonal y consideral
grado de aproximacion (centésimos, milésimos, .eRara cada término se resuelve la igualdad aple
logaritmos, quedandonos con el valor méas grandedtes.

El profesor volvi6 a tomar el caso 1 y mediantediruladora simbdlica wiris encontré la matriz de Vectores y

valores propiosK = ( 1 2) yD= (_0'5 0) respectivamente, por lo que pudo reescribir derl@ma M =

-1 1 0 1
_ n
K-D-Ky por tantoM" = K-D"K™*, dondeD" es la matriz( 065 10n)
Con un grado de aproximacion al milésimo, se obfju®|a estabilidad se alcanzaba con 10 iteraciones
[—0,5"| ~ 0,001= n = 220D _ g gq
Ln(0,5)

o

@D

ran

—

S

un

4.2. Segundo trimestre: un recorrido de estudio envestigacién sobre la prevision
de ventas

El objetivo del taller era plantear a los estudiantin problema muy préximo a las

situaciones reales de prevision de ventas en ellaguéunciones aparecen como un
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posible modelo predictivo. Dado el bagaje matern&fi@condmico de los estudiantes
del curso, ninguna técnica particular de previs@rma parte de su cultura. El uso de
Excel en el primer trimestre del curso y su famitdiad con las familias de funciones
elementales (tanto en el bachillerato como en lases tedricas que se realizan de
forma paralela al taller) nos permitieron suponge godrian detectar facilmente una
tendencia en las ventas (por ejemplo a partir dedeesentaciéon grafica) y modelizarla
funcionalmente. La formulacion de la cuestion ddlet también introducia la idea de
variacion porcentual(anual y trimestral), lo que nos aseguraba questid® de la
variacion de una funciéapareciera durante el recorrido. Dado que elrtafieealizaria
en paralelo con las clases teoricas en las quease abordar el tema de la derivada, era
posible que, en algin momento, el estudio de lasciédn de las ventas se pudiera

relacionar con el calculo de derivadas.

De todos modos, la eleccién de una situacién deigid@ de ventas venia motivada
principalmente por el hecho que permitia distingi@rmanera clara y sencilla entre el
sistema econdmicgue se estudia (las ventas) y lo®delosque se utilizan para

estudiarlo (las funciones). Ademas, el hecho dbajem con distintos productos y
distintos grupos de estudiantes posibilita la atersicion de diferentes modelos
posibles, facilitando asi la emergencia del problel® laadecuacion entre el modelo y
el sistemaDicho en otra palabras, el objetivo del tallex que los alumnos utilizaran

las funciones como modelos de algun sistema ecaodsimple y que se plantearan la
cuestion de la eleccién del modelo (¢, Qué modetloegsr? ¢ Bajo qué criterios? etc.) y

abordaran el problema de su validacion en funcelosl datos considerados.

4.2.1. Andlisis a priori de la praxeologia matemati

Partimos de la siguiente cuestion:

Qo: Dado un namero finito de valore$x;, y:}7—; que representa la evolucién temporal de cierta
magnitud, ¢se puede describir el comportamientdicteos puntos a corto y largo plazo? ¢Se puede
encontrar alguna funcid(x) para estimar dicho comportamiento, es d¢git,) =~ y,?

Estamos suponiendo aqui que la serie temgozaly;}i—, es discreta del tipg =ty

gue el conjunto de valores iniciales viene daddoema numéricaEste primemedio

experimentapermite aportar una primera respuesta, no muysaeaQo: por ejemplo
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qguey; crece o decrece cdno que no es monétona («a veces crece y otrasadedr
etc. Si consideramos ademas la representaciorcgddi la serie, el comportamiento a
corto plazo de dicha representacion puede senfante asociado aproximadamente a

alguna de las funciones elementales:

Funciones lineale¥:(x) = ax + b

- Funciones parabdlicag(x) = a(x — b)* + ¢

- Funciones cubicas del tipf(x) = a(x — b)3 + ¢
- Funciones hiperbélicagi(x) = ﬁ +c

- Funciones exponenciale&{x) = a* ™ + ¢

Ademas, mediante el uso de las técnicas graficgsafico-numéricas que se han
detallado en el capitulo 3 de esta memoria, segoueltener de forma aproximada los

valores de los parametrasb y ¢ que caracterizan cada familia de funciones.

Al asociar la grafica que aproxima los valoresiales de la serie temporal con un tipo
de funcion pueden surgir nuevas cuestiones:
Q:: Dada una familia de funciones (que depende dpdo@metros, b y ) para representar la tendencia

dey;, ¢como elegil, b y ¢ para que la aproximacion sea «la mejor»? ¢Quéfismmue una

aproximacion sea «mejor» que otra?

Q,: ¢, Cémo decidir entre dos familias de funciones esida que mejor aproxima?

Un criterio para abordar la primera cuestion seminimizar el promedio del error
absoluto que se comete al aproximar cada valonalnig con f(t) considerado.
Evidentemente, la mejor aproximacion sera aquelie @romedio del error, entre los
datos reales y las previsiones realizadas a phetios modelos, sea menor. La técnica
para encontrar la combinacion de los paramedtos y ¢ que conduce a la mejor
aproximacion consiste en una primera simulacion uakncompletada con la
herramientaSolver que nos proporciona la hoja de célculo Excel. ®iblerramienta
permite ajustar los valores de los parame&dsy c cuyo error promedio es minimo,

siempre que los valores iniciales aportados paseario sean proximos a los reales.
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ti Vi f(t) Error Absoluto
0 | ¥% f(0) EO = ¥0 —f(0)|
11w f(1) El=y, —f(1)|
2 1Y f(2) E2 =, —f(2)|
" g
Promedio: Lin+ 1

La segunda cuestiéon planteada surge cuando dokafache funciones diferentes tienen
valores de la media de error muy parecidos. ¢ @oéde modelo elegir? ¢ Sigue siendo
valida la comparacion de la media de los errorpedemos incorporar nuevos criterios

sobre la «simplicidad» o «interpretabilidad» deldeio?

Para obtener mas elementos de comparacion entirgaligipos de modelos (o familias
de funciones), se puede considerar un nuevo elemkentasa de variacion absoluta:
TVA=V: —Yyi1. Con estos nuevos valords/; =y; —Yo, TV2=Y2 —=VY1....0, TVH = Y0 — Vi1,
volvemos a realizar el mismo estudio realizado parso, ..., ¥n. ES decir, iniciamos
representandolos graficamente, lo que nos pernfitiGer una primera seleccion de
aquella familia o familias de funciones que podréamresponder, para finalmente

encontrar la que da una mejor aproximacion.

a= a's
b= b=
c= c'=
t Yi f(ti)
0|V | f(O) | TV a(t;) Error Absoluto
1y | fQ) [ yeve | o) yi-Yo —g(2)]
2 1Y | f(2) | yo-yi | 0@ [Y2—Y1—g(2)l
31y | f3) [ys-y: | 9@ Lys—y2 —9(3)|
4 | Yo | f(4) | yi-ys | 0@ [ ya—ys —9(4)|
i i = yi-0) — 9@
L n
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Si aplicamos el criterio utilizado previamente, @ows considerar que la mejor
aproximacion es aquella con menor error promeditgroendo la combinacién de los

parametros, b y c mediante la herramien&olver

A partir de aqui, se puede plantear la siguienéstodn:

Qs: ¢ Existe alguna relacion entre la expresion acalitel primer modelo y la expresion que ajusta los
datos de la tasa de variacion?
Para poder abordar esta cuestion, consideraremasoedma del valor medio de
Lagrange:
Seaf una funcion continua en el intervalo [a,b] y dekle en (a,b). Existe un valor
§e(a, b) tal quef (b) — f(a) = f'(§) - (b —a)
Para el caso que nos ocupa, tenemos fiae: 1) — f(t) = f'(§) - (t + 1 —t), es decir,

podemos aproximay(t + 1) — f(t) = f'(t).

Surge asi un nuevo criterio para decidir, entrefdoslias de funciones, cual se ajusta
mejor a un conjunto de datos. Se estudia la temaelecla tasa absoluta de variacion y
se elige como «mejor modelde funcién cuya derivada coincida con la funciérequ

mejor ajusta a la tasa absoluta de variacion

4.2.2. Andlisis de la praxeologia didactica

El disefio a priori del recorrido didactico propuesé hara bajo los mismos supuestos
que se detallaron en el punto 4.1.2. incluyendmal un diario de sesiones producto de
la fusion de todas las experimentaciones llevadaba en elaller de modelizacioulel

segundo trimestre del curso 2006/07.

La cuestion generatriz que inicia el recorridoaesiguiente:

La empresa de software educativo TADe¢nologias Aplicadas a la Docengiéeva un

registro de las ventas trimestrales de siete dprinsipales productos durante los Gltimos tressaiims
encarga un informe sobre las cuestiones siguientes:
P1: ;Qué ventas se pueden prever durante los proxinmosstres para cada producto? ¢Y para los

proximos meses? Presentar una formula que permaitaular las previsiones y justificarla explicandzs|
garantias y limitaciones de cada propuesta.

P2: ¢Para qué productos se prevén unas ventas noorecimiento mayor al 10% trimestral? ¢Para
cudles se prevé un decrecimiento mayor al 12% &nhual
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TRIMESTRE P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

Marzo 2003 1890 1050 1375 1300 300 750 250
Junio 2003 1940 1100 1100 1105 800 740 270
Septiembre 2003 1970 1120 920 940 1050 735 290
Diciembre 2003 1980 1160 790 800 1200 730 315
Marzo 2004 1990 1200 690 680 1250 720 340
Junio 2004 1995 1250 610 580 1300 710 370
Septiembre 2004 2000 1300 550 490 1330 700 400
Diciembre 2004 2001 1360 500 420 1350 685 430
Marzo 2005 2004 1420 460 350 1370 670 460
Junio 2005 2015 1490 420 300 1380 650 500
Septiembre 2005 2030 1550 390 260 1390 635 540
Diciembre 2005 2060 1640 370 220 1400 615 580
Marzo 2006 2100 1720 340 185 1410 590 630
Junio 2006 2170 1810 325 160 1415 570 680
Septiembre 2006 2250 1900 310 135 1420 545 730
Diciembre 2006 2365 2000 290 115 1425 520 790
Diccionario Juego Tutorial de Videos Programa Calculadora Calculadora
Espafiol ingles simulaciéon programacion ciencias horarios centro gréfica simbdlica
empresarial naturales numérica

Los datos de cada uno de los productos fueron apdps» por los profesores de la
siguiente forma: en una hoja de calculo se calonlatieciséis valores de las siete

funciones elementales siguientes:

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7
05(x-6)3+2000 25(x+52+1000 5500  1300085¢ 1200 .50y - 08(x+2)2+750 250108%
X+4 X+1

Se modificaron entonces ligeramente los valores cdda una de ellas para
distorsionarlos un poco sin perder con ellaeladenciageneral de la funcion original.
De este modo, los datos propuestos a los estudianteorresponden directamente a

ninguna funcién elemental.

Antes de iniciar el taller, se dedicaron cuatrocsess declasestedricasa introducir las

principales familias de funciones (que los alumgashan estudiado en secundaria):
rectas, parabolas, cubicas, hipérboles y exporiesciél objetivo era que los alumnos
supieran manejar la expresion general de cadaifaddlfunciones y pudieran asociarla
a distintos gréficos. En otras palabras, se enseifas alumnos cémasignar una

expresion algebraica a la grafica de una funcgabiendo previamente de qué familia
se trataba (recta, parabola, cubica, etc.). P&raselles explicé como deducir, a partir

de la curvay =f(x), la gréfica de la funcioyn = af(x —b) + c para valores concretos dge
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b, c y, reciprocamente, cdmo deducir la expresion defuncidén cualquiergy = f(x)
dada su grafica y conjeturando previamente a quéidapertenece la funcion.

Hemos comentado anteriormente que el taller de lzad®n se desarrollaba en
paralelo con las clases de teoria. En ellas, y @leema simultanea a la realizacion del
taller, se fueron introduciendo en clase las nasaevariacion absoluteo relativa de
una funcion entre dos puntos, dkrivadade una funcién, deecta tangentgetc., dentro
de la problematica general del estudio de las sianas de una funcion. Nos centramos
siempre en la relacion funcional entre dos varmbl®nomicas: ingresos en funcion del
namero de ventas, costes en funcion de la producdE&manda en funcién del precio,

etc.

A continuacion describiremos mediante unas tabladisefio de las praxeologias

didacticas a priori que corresponderian a cadalaras sesiones en las que se divide el

taller y, de la misma forma como hemos presentddaller del primer trimestre y

acabaremos presentando una tabla con la croniieaaa.

Primera sesiéon

- P entrega la hoja con la cuestion generatriz iéss, asignando a G dos productos de la lista.

- Se deja a G total libertad para explorar la cuesti@portar una primera prevision para las ventabosl
préximos trimestres.

- Dependiendo del producto, asociar la gréafica cotipmde funcién puede tener mas de una opcion.

- P utiliza el producto 1 para hacer una primera faues comun y aprovecha para proponer una planti

de Excel. Pide a G que busque sus modelos de igregiguiendo la estrategia explicada por P emsbc

1 e introduciendo los datos en la plantilla comun.

- La sesidn concluye con la necesidad de hallar doérpetros del tipo de funcién considerado por G q

mejor se ajustaran a los datos del producto.

- P pide a G buscar mas de un tipo de funcién paxipar los datos. Queda como trabajo pendienta pa

la siguiente sesion.

Observaciones:

- Es de esperar que los distintos G utilicen la dej@alculo de Excel para hacerdgresentacion grafica

de las ventas en funcion del tiem@sociando la representacion gréfica obtenida cgonal de las

familias de funciones estudiadas previamente eecla

a

ue

\r
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Segunda sesién

G presenta las expresiones analiticas obtenidas qaata producto. Al tratar diferentes G un mismp
producto, o bien las familias escogidas son diteeno bien la misma familia pero con expresiones
analiticas distintas.

P plantea entonces el problema de determinar cudhgl previsiones obtenidas es «mejor». Ante
imposibilidad de determinarlo a simple vista, sétm las columnas de datos o sélo con las grafReas

introduce como posible criterio calcular la «difegia» entre los valores de la funcion consideratizsy

datos de cada producto. Para ello, P propone afiadirnueva columna a la plantilla de Excel para

calcular la media aritmética de las diferenciavaor absoluto entre el valor dado y el obtenido lpo
simulacion del modeloefror medio)

El objetivo siguiente es encontrar, para cada primdy cada familia de funciones, la funciéon con aren
error medio.

G hace distintas pruebas y, a mitad de la sesi@xpkca como utilizar la herramienta de Exc&djver
gue permite, precisamente, obtener la combinacdosiparametros, b, c que minimiza el error medio,
siempre y cuando los valores iniciales de los patés sean proximos a la solucion.

Se concluye la sesién pidiendo a G buscar parglgeste sesiébn como minimo una expresion analiti

para hacer una prevision de las ventas de caddaulos siete productos de la lista.

Observacion:

La funciénSolverpermite encontrar la mejor aproximacion en casbaber diferentes propuestas dentr

de la misma familia de funciones. Pero no es ef@&ila hora de decidir entre dos familias de fumes

distintas, puesto que se pueden obtener valoregre medios parecidos cuyas diferencias san

atribuibles al azar. Ademas, dadas dos previsibaekas con funciones de distinto tipo, el hechounze
previsién de un error medio menor que otra no gaskempre un buen criterio para determinar que

previsién es «mejor».

a

a

la

Tercera sesion

P hace una puesta en comun de las expresionesatgebtrabajadas por G para cada producto. En
diferentes productos en los que hay coincidendice éas familias de funciones, dada la precisiam leo
gue actia la funciéBolver las expresiones algebraicas coinciden bastante.

El problema de la comparacion de modelos de previse plantea para los casos en los que, para
mismo producto, se han elegido diferentes famil@funciones con errores minimos bastante parecidg
Si de forma natural no aparece la idea del caldealtas variaciones trimestrales para hacer la gigeviP
introducird la propuesta de considerar una nuevihia ademas de las ventas: la tasa trimestral

variacion de las ventas. En la préactica, consistefadir una columna a la hoja de célculo paraitzalta

0S

un

0

de
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tasa de variacion (TV@ntre trimestres, a partir de los datos ofrecidoslg@roblema. Sk es el trimestre
considerado Y(x) el valor de las ventas, se calcula la tasa dasidn comoTV(x) = V(x) —V(x — 1).

Se pide a G que procedan con la nueva columna méskaa forma que con los datos iniciales, es dec
representar graficamente, decidir a qué familia/$uthciones pueden corresponder y encontrar ladque
una mejor aproximacion.

P expone en la pizarra el caso del producto 1.

Cuarta y quinta sesion

Una vez los diferentes G presentan sus propuestasodelos para lprevision de las ventag para la
prevision de las variaciones de las ventBsplantea la cuestion de si existe alguna refaeidtre la
expresidn analitica del modelo de las ventas ypaesion que ajusta los datos de la tasa de vanaci

En aquellos productos para los que se dispone dedm&n modelo (algunos de los cuales dan error
medios muy pequefios), el estudio de las variacipeemite concluir que la grafica que mejor ajusta |
tasa de variacion «se parece» a la grafica dentadm derivada de la funcién que mejor modelizgugta

la evolucion de las ventas del producto.

Surge asi un nuevo criterio para decidir, entre fdoslias de funciones, cudl se ajusta mejor a U
conjunto de datos. Se estudia la tendencia desk absoluta de variacion y se elige como «mej
modelo»la funcién cuya derivada coincida con la funcidnld tasa absoluta de variacién

Se consiguen asi dos criterios complementarioslpateccion del modelo funcional que mejor degcrib
la tendencia de las ventas de un producto.

P hace una sintesis de todo lo explicado hastaaftitizando el producto 2.

G aporta la prevision de ventas que se les plaateate cuestion inicial.

es

Dr

Diario de sesiones — taller segundo trimestre 20067

El profesor entreg6 la hoja a los diferentes grugmignandoles dos productos de la lista. La expi@nadurd
aproximadamente la mitad de la primera sesion. bgonia de los grupos introdujo los datos en la hi@a
célculo y basoé la prediccion en las gréaficas. Enmemento se hizo una puesta en comun y el profeiiad

el producto 1 para unificar notacién a partir da prantilla de Excel. También explico la asociacédnre la
tendencia de los valores y su expresion analiffineel caso utilizado, la forma de los datos sugiei funcion
cubica. De forma aproximada se puede estableqaurgb de inflexion If,c) y probando distintos valores, el
coeficiente de dilataciéa. Se encontré asi una expresion analitica delytip@(x — b)®+ ¢ bastante ajustada a
los datosy = 0,5-& — 6§+ 2000. En el resto de los casos, la asociacicratan evidente.

La plantilla que utilizé el profesor fue la siguien

a= 0,50
b= 6
c= 2000
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Tiempo | P1 | y=a(x—h)*+c
Marzo 2003 0 1890 1892
Junio 2003 1 1940 1937,5
Septiembre 2003 2 197p 1968
Diciembre 2003 3 198( 1986,5
Marzo 2004 4 1990 1996

La sesion acabd con la propuesta por parte detgwofjue cada grupo eligiera diferentes familiaa pa
mismo producto siguiendo la estrategia explicada phproducto 1.

La segunda sesion se inicid con una puesta en cqo@ipermitid a los diferentes grupos observayrde
lado que para el mismo producto, se habian escatifdeentes familias de funciones elementales qu
aproximaban, y por otro que, en el caso que ladif@mescogidas fueran las mismas, los valoreose |
parametros no coincidian.

El profesor plante6 el problema de determinar qeeipion era «mejor» y para ello introdujo el aite
de minimizar el error medio que se comete al commplas datos reales con las previsiones a partir d
modelo con la aproximacion. Para ello afiadié urevawolumna en la plantilla para calcular la difera

(en valor absoluto) entre el valor real dado y @bw obtenido con la aproximacion (que llamé errof

medio).
Cada grupo trabajo con sus datos y a mitad dersediprofesor explicé la herramienta de Ex8ellver
La sesién se acabé proponiendo a cada grupo qa@itaran a los siete productos.

La tercera sesion se inicid haciendo una puestaeriin y esta vez si que coincidieron los valorekwsle
parametros en los casos en los que se considaraniarha funcion.

El profesor pidié que plantearan como proceder €aso en el que un mismo producto tuviera dife®nt
familias de funciones que lo aproximaban. Trasiempo de exploracién, tuvo que ser el profesormuie
propusiera considerar una nueva variable ademdasdeentas: la tasa trimestral de variacion de I3
ventas, afiadiendo una columna a la hoja de capan® calcular laasa de variaciérentre trimestres, a
partir de los datos ofrecidos en el problema.

El profesor pidi6 a los alumnos que con los nued@®s hicieran lo mismo que habian hecho con Ig
iniciales:

a= 0,50 a= 1,535550423
b= 6,03 b= 6,56966939
c= 1999,98 c= -0,14

Tiempo P1 |y=a(x-b)*+c
0 1890 | 1890
1940 | 1936,149043

Error Absoluto
335140610 | TV |y=akx— b)?+ ¢ | Error Absoluto

1 50 | 47,49514781 2,504852193
2 1970 | 1967,156 30 31,92568186 1,925681859
3 1980 | 1986,031714 10 19,42731676 9,427316756
4
5

3,850956982

2,84399954

6,031713689

1990 | 1995,787024 | ¢ 2a70o005, |10 | 10,0000525 | 5,24979E-0
1995 | 1999432773 | 5 3643889085 | 1,35611091

3,209613707

[¢)
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Al representar los puntos de la tasa de | 3000
variacién, los datos parecen poderse vo®

modelizar con una funcion cuadratica | 29%°
del tipo y= a(x-b)*+c. Mediante la 1000
eleccion de los parametras b y ¢

aproximados y la herramienBolver se 0O+ --v e —
encontr() féCilmente una propueSta de J ¢  Seriesl Series2 Series3 Series4‘
modelo. -1699

Grafica 1. Producto 1: datos reales y tasa absd&utariacion

Se inicia la cuarta sesion con una puesta en cgreliprofesor planted a los diferentes grupos sitiexalguna
relacién entre la expresion inicial de las vent#es ge la variacion. Se dejé a los alumnos queceapdn dicha
cuestion.

Tuvo que ser el profesor quien introdujera la iéla@ntre ambas, que es la derivada. Para ello twom®
ejemplo el producto 2, que desarroll6 en la pizakreontinuacidon mostramos su resumen:

a= 60,9231585 a= 326,9560258 a= 2,461032595

b= 973,0270065 b= 1,095991712 b= -5,178087668

c= 732,9617596 c= 995,0134217

ERROR ABS ERROR ABS ERROR ABS

T P2 y =ax+b T P2 y =ab+c T P2 y =a(x —b)*+c
0 1050 973,0270065 76,972994 0 1050 1059,917785 9,9177854 0 1050 1061,000084 11,000084
1 1100 1033,950165 66,049835 1 1100 1091,302854 8,697146 1 1100 1088,948002 11,051998
2 1120 1094,873323 25,126677 2 1120 1125,700629 5,7006291 2 1120 1121,817985 1,8179849
3 1160 1155,796482 4,203518 3 1160 1163,400305 3,4003054 3 1160 1159,610033 0,3899671
4 1200 1216,71964 16,71964 4 1200 1204,718838 4,7188383 4 1200 1202,324146 2,3241461
40,625 7,1614775 3,6341819

El estudio del error medio permitié descartar senmnte como aproximacion una funcion lineal. Atohr la
tasa de variacion se obtuvo lo siguiente:

a=| -0,9915454 a=| 5,0000008

b= -1,2772106 b= | 24,999974

c=| 61,073044

Tiempo P2 Tiempo P2
0 1050 | TV y=ab*+c Error Abs 0 1050 | TV y=ax+ b | Error Abs
1 1100 50 62,339456 12,339456 1 1100 50 29,999975 20,000025
2 1120 20 59,455569 39,455569 2 1120 20 34,999975 14,999975
3 1160 40 63,138901 23,138901 3 1160 40 39,999976 2,368E-05
4 1200 40 58,43451 18,43451 4 1200 40 44,999977 4,9999771
16,926535 5,666668

El profesor pidié a los alumnos que comprobaraal silerivar la expresion analitica inicial se obdefd
correspondiente a la obtenida en las tasas decidaria
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Para los datos originales, las dos expresiones&nacias fueron:

OPCION 1: y= 326,96 (1,09)+ 732,96
OPCION 2: y= 2,46 & — (- 5,18)§ + 995,01 = 2,46xX+ 5,18} + 995,01

Y para los datos obtenidos en las tasas de vanigleis dos expresiones encontradas fueron:

OPCION 1: y=—0,99 (1,27)+ 61,07
OPCION 2: y=5x + 25

La funcion que comete menor error al trabajar esrtdsas de variacion, es la lineal, que a sus/kzderivada
de la expresién analitica de la parabola antesnéractay = 2,46 & + 5,18§ + 995,01.

4.3. Los recorridos de estudio e investigacion conalispositivo normalizado
El andlisis realizad@a posteriorisobre estas primeras experimentaciones se enauentr
detallado al final del capitulo. Una observaciore qqodemos anticipar es que para
garantizar la novedad que supone para todos losnaksl el recorrido de estudio e
investigacién, las cuestiones planteadas en lasss@s experimentaciones deben ser
diferentes. Por ello, en los siguientes cursosngdeimentaron REI basados en la misma
praxeologia mateméatica pero partiendo de cuestianasales distintas y con
organizaciones didacticas también diferentes, fragola incorporacion de nuevos

dispositivos para mejorar el funcionamiento detédieres.

A continuacién mostramos los enunciados que se@garon a los estudiantes y que

contienen las cuestiones generatrices de los sosdsilleres.

Curso 2007/08 - primer trimestre

il 1. Aplicacién a fendmenos geologicos:

Un estudio geolégico sobre la evolucidn de la @iedde la arena en periodos de 100 afios muessigu@nte: El
70% de lo que era piedra después de 100 afios &eipmdo piedra y sélo el 10% de lo que era arer@svertira
en piedra.

(a) Completad la matriA con la informacién que proporciona el estudio dascr

Piedra Arena

Piedra
Arena

(b) Suponiendo que los porcentajes de evolucién seienamt constantes en cada periodo de 100 afiosmiteaerla
evolucion en 100, 200 y 300 afios, considerandsi¢psentes casos:
1. Al principio hay 30 toneladas de piedra yd&Oarena.
2. Al principio hay 20 toneladas de piedra yd@Garena.
3. Al principio hay 50 toneladas de piedra ydgGarena.
4. Al principio hay 70 toneladas de piedra yd@0arena.
(c) Calculad los puntos fijos de la matriz de transicddnsiderada. ¢Aparecia alguno de estos puntssefij los
apartados anteriores?
(d) Calculad los valores y vectores propios asociadasretrizA.
(e) Determinad la matrip asociada @& en esta nueva base.
(f) Determinad la evolucion después de 2000 afios deamtlad inicial cualquiera) de piedra y arena.
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(g9) ¢Podemos afirmar que siempre habra a largo plagaleman 70% de materia que se habra convertideedraf
¢ Por qué?

il 2. Aplicacion a asuntos politicos:

Sistemas electoraledJn pais con un sistema electoral democraticeetidms grandes partidos con representacion
parlamentaria: A y B. Un estudio muestra que la gbdlsiad de cambio del voto entre los electoresati partido
entre unas elecciones y las siguientes. El resultackl siguiente:

A B
A | 096 0,16
B | 0,04 0,84

(a) Siconsideramos 100 votantes del pais y suponem®se|reparten el 50% entre los dos partidos, lealda
evolucion del voto en las 10 elecciones siguiesigzoniendo que la probabilidad de cambio de voto se
mantiene constante.

(b) Repetid el apartado anterior en los dos casos sigsiesuponiendo que el partido A tiene un 25%atantes
y el B tiene el 75% restante. Y suponiendo después gparétio A tiene un 90% de los votantes yBelun
10%, ¢ cémo varian los resultados?

(c) Calculad los puntos fijos de la matriz de transiagénsiderada, ¢aparecia alguno de estos puntesefijdos
apartados anteriores? ¢,Por qué?

(d) Calculad los valores y vectores propios asociadasratrizA.

(e) Determinad la matrip asociada @ en esta nueva base.

(H ¢Como podemos predecir la reparticion de los vomfagn-ésimas elecciones si los votantes se reparten
inicialmente al 50% entre los dos partidos.

(g) Explicad por qué la evolucién a lo largo plazo epehde de la distribucién inicial de los votantes.

+ 3. Aplicacion a asuntos empresariales:

Cuotas de mercadoDos marcas de tabaco A y B controlan el mercadoartiépdose el 60% y el 40%
respectivamente. Este afio se prevé en el mercadmovimiento de 13 millones de €. Supongamos que los
consumidores de la marca A se mantienen fielesr@alaa en un 30% y se cambian de marca el 70% naseque

un 40% de los consumidores de B se mantienen fidesesta pasa a A. ¢ Como se repartiran el memadoafios

si suponemos que las condiciones actuales y eieiude ventas se mantiene? ¢Y en 20 afios?

Bolsa de valoresEl valor de una accién fluctia cada dia. Cuandwlaa se encuentra estable, el incremento de un
valor en un dia acostumbra a provocar un descegismidmo valor al dia siguiente, y al revés. Supomgs que la
matriz de transicion para una determinada accida siguiente:

HOY| AYER— Aumento Descenso

Aumento 0,15 0,90
Descenso 0,85 0,10

Pla de movilidad laboral:Una compafia multinacional tiene 3 oficinas priatés: una en Atlanta (A), otra en
Barcelona (B) y una tercera en Canberra (C). Paralqrguio de trabajadores de la compafiia se mantdnja y
con un buen nivel de eficiencia, se ha disefiadplam de movilidad laboral que los obliga cada aftambiar de
oficia. Los trabajadores que no se acojan a eatetf@inen que abandonar la empresa. En una redeidimeccion, el
jefe de Recursos Humanos present6 los datos siggient

— En el afio 2000, de los 1000 trabajadores de rigpadia, 400 estaban en Atlanta, 300 en Barcelon@0ye&
Canberra.

— La planificacién para el 2001 fue: el 40% de t@bajadores de Atlanta se destinaron a BarceldnB)% a
Canberra y el 10% se fueron de la empresa. Dedbajadores de Barcelona, el 10% se fueron a Canp20%b se
fueron. Y de los trabajadores de Canberra, el 50ftesen a Atlanta, el 10% a Barcelona y el 10% sed.

Distribucion de las rentasEn una determinada comunidad auténoma espafiola®eld2 las rentas familiares son
inferiores a 6000€, el 70% estan comprendidas &BO€ y 12000€, y solo el 10% superan esta difstos tres
grupos de renta los llamamos rehtga, mediay alta respectivamente. Hay muchos estudios que informardg un
afio a otro, un 70% de las familias con renta bajmantiene con este tipo de renta, mientras qu&&é pasan a
renta media y el 10% restante a renta alta. Diata#ias con renta media, se mantienen con esta ten60%, pasan
a renta baja un 30% y a alta un 10%. Por Ultim&0&b de les rentas altas lo siguen siendo, un 38 p media y
un 10% a baja.

Las autoridades de la citada comunidad auténonden estiy preocupadas por la distribucién futura destgta y
estan pensando en aplicar medidas correctoraseyaejuree que la situacion puede empeorar en urofuExiste
una distribucion de rentas estable? Qué % de fsretan en cada grupo de renta?

+ 4. Aplicacion a fendmenos genéticos y de epidemigla:

Cultivo de plantas y descendencia genotipitin agricultor tiene una plantacion de flores deocabjo, rosa y
blanco que viene determinada por los genotiysAa yaa respectivamente. El agricultor decide fertilizadas las
flores con una de color rosa ya que le interesaamunir que un 75% de su produccién sea de flosssmue son las
mejor pagadas. Lo conseguira? O si no, qué camabite plantacion tendria que hacer?

— Inicialmente hay 100 flores rojas, 200 rosas ¥ Bldncas,
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— Con una flor rojaAA) cuando se aparea con una ro&a) (tiene una probabilidad del 50% que la generacion
siguiente seAA o0 Aa. Con una flor rosa/@) cuando se aparea con una r@sa) (iene una probabilidad del 50% que
la generacion siguiente séay una probabilidad de un 25% de que sea tA#t@ bienaa. Y con una flor blanca
(aa) cuando se aparea con una rdsa fiene una probabilidad del 50% que la generasiguiente sedao aa.

Herencia genética de enfermedaddsntre las personas, muchas de las enfermedadescgsergon regidas por la

herencia auto-somatica. En su transmision siemmpeeviene un gen normaf)f y un gen denominado anorma).(

El genotipoAA es el de un individuo no portador de la enfermedeshtras que uAaes el de un portador aunque no
la sufre y ebhaes el de uno que la sufre seguro. Se ha hechaudliepara identificar a los portadores de unaagde |

enfermedades y estudiar su evolucion.

— El experimento se empieza con 1000 no portad2@€sportadores y 10 enfermos.

— Primero se experimenta de manera que todosdogdnos se reproducen con individuos sarfos)(

— Un segundo experimento hace que se reproduzoapoctadores\a.

¢Se conseguird con los dos experimentos reducin ®.5% la proporcion de los individuos que sufran |
enfermedad? ¢ En cuantas generaciones se conseguira?

¢, Se puede controlar una epidemid&urante el afio 2003 se recogieron datos referentesvolucion de un brote
detectado de legionela. Se hizo un estudio en sinmibarrio donde habia habido el brote y se disi@mgn tres
grupos de personas: sanos, portadores (que todavidabian desarrollado la enfermedad) y enfermds. E
experimento se empez6 con 200 personas residents@smo barrio, en el inicio de las pruebas &dhi0 sanos,
27 portadores y 3 enfermos. ¢ Se consiguio elingharote de legionela? ¢En cuantos dias? Se estiqubde un
dia a otro la evolucion se mantenia constante siglgente manera:

— Un 9% de los sanos se convertian en portadarasl$s desarrollaba directamente la enfermedad,

— Un 18% de los portadores desarrollaba la enfeathedda dia,

— De los enfermos, un 13% se recuperaba y passdrasano.

Las matrices de Leslieaplicacion a la dinamica de poblaciones

Un estudio de una piscifactoria en el cual distimgs entrealevines yadultosnos proporciona los siguientes datos
sobre la evolucion de la poblacion con el pasmdafios: el 10% de los alevines mueren y el restmsvierten en
adultos, la reproduccion da lugar a 10 alevines qamta adulto y el 80% de los adultos se sacan fuer&a
piscifactoria.

(a) Six, y y, denotan respectivamente la poblacion de alevirsehiitos en el afin, ¢ cual es la matriz resultante?

(b) Utilizad esta matriz para determinar la evoluci@spmliés de 50 afios de una cantidad inicial cualy@geb) de
alevines y adultos.

Un estudio de una poblacién de insectos en la disdihguimos tres grupodarvas jovenesy adultos nos ha
proporcionado los siguientes datos sobre la evirude esta poblacion con el paso de los mese&%lde larvas
mueren y el resto se convierten en jovenes, lademcion da lugar a 3 larvas por cada joven, el 68@%s adultos
de la poblacion muere al cabo de un mes, la repoigiu da lugar a 20 larvas por cada adulto.

(a) Utilizad la matriz de Leslie que describe el estudializado para describir la dinamica de la pabiaa largo
plazo (podéis considerar, por ejemplo, despué®da®y 40 meses).

Curso 2007/2008 - segundo trimestre

Un instituto de estudios macroeconémicos nos hacensulta siguiente:

En el Instituto Nacional de Estadisticafw.ine.ey hemos encontrado las series temporales de datos
gue adjuntamos. Necesitamos, para cada serie, tenarprevision para los préximos 5 afios y poder

justificar que la previsidn sea razonable. ¢ Quétasual de crecimiento/decrecimiento podemos prever
para los proximos 5 afios? Necesitamos también, pada magnitud, tener los datos de otro caso que
presente una tendencia diferente.

DATOS:

CASO1. Produccién de petréleo crudo. Medias mensued. Miles de toneladas métricas

Tiempo Arabia Saudita Noruega Nueva Zelanda Reino hido Rusia Venezuela
1998 32932 12394 119 10352 25267 12882
1999 30644 12398 114 10689 25396 11433
2000 33693 13219 102 9870 26917 12059
2001 32816 13591 97 9820 28983 11777
2002 30881 12151 92 9662 31598 10598
2003 36871 11638 88 8841 35084 10930
2004 36904 11575 76 7287 38226 13108
2005 39069 10877 69 6996 39100 14409
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CASO2. Muertes en carretera” CASO 3. Tasa de paro
Tiempo | Alemania | Espafia | Francia | Portugal Tiempo | Espafia| Francia| Tailandia

1996 8758 5483 8541 2394 1998 18,6 11,5 3,4
1997 8549 5604 8444 2210 1999 15,6 10,8 3
1998 7792 5957 8918 2126 2000 13,9 9,5 2,4
1999 7772 5738 8487 1995 2001 10,6 8,7 2,6
2000 7503 5776 8079 1860 2002 11,5 9 1,8
2001 6977 5517 8160 1671 2003 11,5 9,7 1,5
2002 6842 5347 7655 1675 2004 11 10 15
2003 6613 5399 6058 1546 2005 9 1,4
2004 5842 4741 5530 1294

CASO 4. Valor total de las importaciones (CIF), exprtaciones (FOB) y saldo. Millones de délares de EBU.
Tiempo China Espafia Estonia
Importacién | Exportacién | Saldo | Importacién | Exportacién | Saldo | Importaciéon | Exportacién
1999 165699 194931 29232 144438 109966 -34472 4094 2937
2000 225094 249203 24109 152901 113348 -39553 4242 3132
2001 243553 266098 22545 153634 115175 -38459 4280 3298
2002 295170 325596 30426 163575 123563 -40012 4810 3448
2003 412760 438228 25468 208553 156024 -52529 6480 4539
2004 561229 593326 32097 257672 182156 -75516 8336 5936
2005 659953 761953 102000 287610 191021 -96589 10111 7688
CASO 5. Ordenadores personales por 100 habitantes
Tiempo | Australia | Espafia | Estados Unidos Francia | India | Jamaica
1998 36,84 10,92 45,16 23,22 0,27 3,94
1999 42,25 11,94 50,73 26,75 0,33 4,3
2000 46,98 14,46 57,21 30,43 0,45 4,65
2001 51,51 21,89 62,44 32,86 0,58 4,98
2002 56,51 19,4 62,44 34,71 0,72 5,37
2003 60,36 21,89 62,44 41,74 0,89 5,79
2004 68,9 25,36 76,22 49,64 1,21 6,2
2005 68,9 28,11 76,22 57,86 1,54 6,2
CASO 6. Usuarios de Internet por 100 habitantes CASO 7. Enfermedades de declaracion
Tiempo | Australia Espafia | Estados Francia | India Jamaica obligatoria. Casos notificados por
Unidos enfermedades *
1998 22,42 4,4 30,81 6,34 0,14 1,97 Tiempo Hepatitis Paludismo Sifilis
1999 29,57 7,04 36,7 9,16 0,28 2,35 A
2000 34,45 13,67 44,06 14,37 0,54 31 1998 2040 362 771
2001 39,66 17,97 50,1 26,38 0,68 3,83 1999 1453 392 677
2002 53,46 19,11 50,1 31,38 1,59 22,86 2000 988 443 709
2003 56,84 22,93 55,58 36,56 1,75 30,28 2001 899 466 700
2004 65,28 33,18 63 39,27 3,24 39,87 2002 622 474 736
2005 70,4 35,41 63 43,23 5,44 39,87 2003 760 456 917
2004 845 383 1156
2005 1136 328 1339

* Los grupos que trabajen con las tablas 2, 4 y érd@bampliar el nimero de series hasta llegar a un
total de seis (ampliando el nimero de paises dimlero de enfermedades en cada caso). Para hacerlo
deberan buscar nuevos valores en la pagwa.ine.es

Curso 2008/09 - primer trimestre

El Bicing es un servicio de alquiler de bicicletas publieada ciudad de Barcelona que se implant6 en
marzo de 2007, promovido por el ayuntamiento yigeatio por la empresa Clear Channel.

El ayuntamiento de la ciudad de Girona ha decidigmantar este servicio en su ciudad. Para ellase
instalado 3 estaciones: una en la estacion desti@)e otra al lado de la catedral (B) y la Ultimdado
de la universidad (C). Gracias a una prueba pikeda podido observar que los porcentajes ddedaric
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que se desplazan de una estacion a otra se manti@sénte fijos cada mes. En una reunién con la
empresa encargada del Bicing se presentaron los siguientes:

(a) A finales del mes de agosto, se repartieron la® bificletas de la compariia de la manera siguiente:

(e)

500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 enilersidad.
A finales del mes de septiembre, el estudio pitotstraba que:

El 40% de las bicicletas de la estacién se desmaza la catedral, el 10% a la universidad y el
resto (50%) se quedaron en la estacion.

De las bicicletas de la catedral, el 0% (ningueajlesplazé a la estacion, el 10% a la universidad
y el resto (90%) se quedaron en la catedral.

De las bhicicletas de la universidad, el 50% se ldeapon a la estacion, el 10% se quedaron en la
universidad y el resto (40%) se desplazaron atédcal.

A finales del mes de agosto, se repartieron la® biicletas de la compafiia de la manera siguiente:

500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 enilersidad.

A finales del mes de septiembre, el estudio pitotstraba que:

El 70% de las bicicletas de la estacion se quedamota estacion, el 20% se desplazaron a la
catedral y el resto a la universidad.

De las bicicletas de la catedral, el 30% se deaptaza la estacion, el 10% a universidad y el resto
se quedaron en la catedral.

De las bicicletas de la universidad, el 10% se ldeapon a la estacion, el 30% a la catedral y el
resto se quedaron en la universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron la® biicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 enilgersidad.

A finales del mes de septiembre, el estudio pitotstraba que:

El 10% de las bicicletas de la estacion se desmlazaniversidad y el resto se quedaron en la

estacion.

De las bicicletas de la catedral, el 18% se deapdaza la universidad y el resto se quedaron en la
catedral.

De las bicicletas de la universidad, el 13% se ldeapon a la estacion y el resto se quedaron en la
universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron la® biicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 enilzersidad.
A finales del mes de septiembre, el estudio pifotstraba que:

El 50% de las bicicletas de la estacion se quedamia estacion, el 20% se desplazaron a la
universidad y el resto a la catedral.

De las bicicletas de la catedral, el 80% se quedarola catedral y el 20% se desplazaron a la
estacion.

De las bicicletas de la universidad, el 20% se ldeapon a la estacion, el 40% a la catedral y el
resto se quedaron en la universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron la® biicletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 enilzersidad.

A finales del mes de septiembre, el estudia@itnostraba que:

(f)

El 10% de las bicicletas de la estacion se desmlazala catedral, el 10% a la universidad y dbres
se quedaron en la estacion.

De las bicicletas de la catedral, el 10% se deapdaza la estacion, el 10% a la universidad y el
resto se quedaron en la catedral.

De las bicicletas de la universidad, el 100% sealgran en la universidad.

A finales del mes de agosto, se repartieron la® bificletas de la compafiia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 enilersidad.

A finales del mes de septiembre, el estudia@itnostraba que:

El 5% de las bicicletas de la estacion se desmlazala catedral, el 10% a la universidad y elbrest
se quedaron en la estacion.

De las bicicletas de la catedral, el 10% se deapdaza la estacion, el 35% a universidad y el 55%
restante se quedaron en la catedral.
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— De las bicicletas de la universidad, el 10% se ldeapon a la estacion, el 85% se quedaron en la
universidad y el resto se desplazaron a la catedral

(9) A finales del mes de agosto, se repartieron la® bificletas de la compariia de la manera siguiente:
500 en la estacion, 300 en la catedral y 200 enilersidad.
A finales del mes de septiembre, el estudiapitnostraba que:
— ElI 20% de las bicicletas de la estacion se desmazala catedral, el 20% a la universidad y el 60%
restante se quedaron en la estacion.
— De las bicicletas de la catedral, el 10% se deapbaza la estacién, el 20% a universidad y el 70%
restante se quedaron en la catedral.
— De las bicicletas de la universidad, el 10% se ldeapon a la estacion, el 60% se quedaron en la
universidad y el resto se desplazaron a la catedral

El ayuntamiento de Girona os encarga un informe queesponda de forma rigurosa a las siguientes

cuestiones:

0 ¢Cual seréa la distribucion de las bicicletas a lamplazo si mantenemos la distribucién inicial
de bicicletas?

0 ¢Qué pasa si modificamos la distribucién inicial? Es posible que alguna de las estaciones se
quede sin bicicletas?

Curso 2009/10 - primer trimestre

Germans Subirats S&s una empresa catalana familiar especializada fafricacién de
un modelo de guitarras espafiolas. Esta pequefi@saesta formada por una plantilla c
12 empleados que trabajan en la cadena de produdeida fabrica donde se producel
Los trabajadores de esta fabrica no pueden trabrdjarde doce horas diarias por conven
laboral.

Esta empresa ha decidido contrataros para quedsalin estudio exhaustivo que les permita tener un

control de su produccién, para ello os facilitadasos que se recogen en el arcldatos_trimestrel.xls

Estos datos reflejan, después de distintas prueladizgadas en esta empresa, la produccion de i@qstar

diarias (P) en relacion al numero total de horasiab trabajadas por el conjunto de sus empleddos (

Con esta informacion, la empreG&ermans Subirats S.lpretende que podais alcanzar los objetivos

siguientes:

- Modelizar matematicamente la produccién diaria dtagas en relacion al namero total de horas
trabajadas (T).

- Encontrar el numero de horas que se deberian @rapaja optimizar la produccion diaria de esta
empresa.

- ¢ De qué otros factores podria depender la produdgdéste modelo de guitarras? Introducirlos en el
modelo planteado inicialmente.

- ¢ Cbmo se podria optimizar la produccién en estaansiduacion?

Curso 2009/10 — segundo trimestre

Biocarwash es una empresa que naci6 en 2005 con el propifsitevolucionar el campo del lavado de
automdviles. En 2008 se uni6 al Grupo Fundosaig ahimercado bajo el sistema de franquicia.

Q El Grupo Fundosaes un grupo creado en 1989 poFlandacion
Gl'UpO ONCE para aumentar las posibilidades de empleo dedesopas

Fundosa con discapacidad.
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El servicio que ofreceBiocarwash se presta fundamentalmente a empresas en las zmas
estacionamiento de éstas o en concesionarios deméutes, donde se presta el servicio de
mantenimiento de la flota.

Lo mas importante de esta formula de lavado palinfgieza de vehiculos es que se trata de un sistem
totalmente ecoldgico, los productos utilizados bmulegradables y se utilizan entre 4 y 6 litrosagaa
por vehiculo, en comparacién con los 250 litrosidéinel de lavado convencional.

Biocarwash es una unidad auténoma, que puedeikzadd por personas con discapacidad, ya que tiene
un motor eléctrico y una manguera que le permitaremnejada facilmente. También posee una potente
aspiradora industrial que, junto con la mayor aoiwia de la maquina permite el lavado de 8 a 10
vehiculos por dia de trabajo.

Con toda esta informacion, la emprddacarwash os propone un estudio en que debéis analizar las

caracteristicas del servicio que ofrecen.

La funcion de demanda de esta empresa expresiadedreexistente entre la cantidad demandada ée est

servicio y cualquier otra variable de la que puéépender. Se propone responder a las siguientes

cuestiones:

1) ¢De qué variables podria depender la demandaealprestucto? Justificar vuestra respuesta.

2) Explicar qué es la elasticidad de la funcién de ateha. Explicar detalladamente.

3) Determinar la férmula que os permite calcular sttidad de la demanda respecto de cada una de
sus variables.

4) Estudiar los distintos tipos de elasticidadesypretando los resultados.

5) Plantear cuestiones que surjan durante el estudio.

5. Recorridos de estudio e investigacion durante eurso 2010/11

El objetivo de los talleres que se plantean astisdéantes durante este curso académico
es el de un problema muy préximo a las situacioeakes de evolucion de poblaciones
en el que primero las sucesiones recurrentes, llegcecuaciones diferenciales y
finalmente las matrices aparecen como posibles loode trabajo. A diferencia de los
talleres de cursos anteriores, en los que el watbegarrollado en cada trimestre era
independiente, durante este curso académico habitdla conductor entre los tres
trimestres, de manera que los alumnos estan faixéldios con la situacion y la pueden

abordar con mas confianza.

El disefio de estos REI esta inspirado en los neloarde estudio e investigacion sobre
dinamica de poblaciones que Berta Barquero (208&)lld en su tesis doctoral. En ese
caso, los talleres estaban dirigidos a alumnos denep curso de ciencias
experimentales, cuyos conocimientos previos y sggsidades matematicas durante el
curso son diferentes a las del alumnado para el sguda disefiado el REI que
presentaremos a continuacion. Podriamos decirgjtrats. de una reduccion del estudio

realizado por B. Barquero.
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5.1.Primer trimestre: un recorrido de estudio e investgacion sobre evolucién

discreta

El taller que se presenta en el primer trimestrmis® la cuarta semana del curso, con
lo cual la mayoria de los grupos habian tenido sres sesiones dgasesmagistrales
qgue se dedicaron a introducir los conceptos delitarde funciones, funciéon lineal,
cuadratica, hiperbdlicas, exponenciales y logacisi También se realizé una sesion

introductoria sobre Excel y Wiris.

5.1.1. Andlisis a priori de la praxeologia materoati

Dada una poblacioR, definimosp; como el numero de individuos de dicha poblacion
en el instante de tiempgoLa cuestidn generatriz que va a activar nuesttode de la

dindmica de la poblacidn es la siguiente:

Qo: Suponiendo que conocemos el nimero de individi@sina poblaciérP en ciertos periodos de
tiempo, ¢podemos predecir como evolucionara el nuime individuos de la misma despuésnde
periodos?, ¢sera siempre posible predecir la edolulel tamafio d@ a largo plazo?, ¢,qué tipo de
hipotesis sobre el entorno, poblacion y crecimieggaienen que asumir?, ¢como podemos hacer

predicciones sobre la evolucion del niumero de iddivs deP y como pueden ser validadas?

Iniciaremos la construcciéon del modelo para eldistde la dinAmica de poblaciones
haciendo dos suposiciones iniciales. La primergueslos valores que puede tomar el
tiempo son discretos, y la segunda que, el niumeindividuos en un instante concreto
depende del estado inmediatamente anterior (pdblacngeneraciones separadas
Esto nos conduce a considerar sucesiones recugm@aterden 1p.; = f(p;), dondef es

una funcién de variable real.

La evolucion general de la poblaciéh quedara caracterizada por el estudio de la
sucesiénp,) ey donde cada denota el nimero de individuos en el instante

La hipétesis degeneraciones separadasos conduce a considera dos posibles
magnitudes para describir el crecimientd™de

- Tasa absoluta de variaci@ntre dos generaciones consecutit@s: = pn+1 — Pn

Apn — Pn+1—Pn

Pn Pn

- Tasarelativa de variaciéentre dos generaciones consecutivas:
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De esta Ultima se deriva éhdice relativo de variaciani, =%que a su vez,
n

satisfacei, — 1 = p;ﬂ —1=r,
n

Para iniciar nuestro estudio consideraremos questdos individuos de la poblacion
son iguales y que lagcursos disponibles son ilimitaddssto nos lleva a formular una
hipotesis sobre el crecimiento de la pobladfdria tasa relativa de variacion &ese
mantiene constante; = r,reR. Y esta hipotesis nos lleva a considerar la sigaie
cuestion:

Qi Sir, =r,1eR, ¢cémo evolucionara dicha poblacién?, ¢Qué pragesl tendra la evolucion de

(pr)nen @ corto y largo plazo? ¢Qué factores determingordea mas decisiva esta evolucion?

. A - -
Para dar respuesta, consideraremos;, = % = % = = p"*pl—p"
n n n

Asi aparece nuestro primer modelo, conocido comodeho maltusiano» en honor al
economista y demdgrafo inglés, Thomas Malthus,mgaie 1798 puso de manifiesto la
contradiccion existente entre el crecimiento expora de la poblacion humana y el

crecimiento lineal de los recursos existentes.

A partir de este Ultimo resultado obtenemos laisiga ecuacion recurrente:

Pn+1 — Pn
r=—
Pn

S T.Pn = Pn+1 —Pn © Pnr1 = Pn + 7.0 = (L +1)py = .y

Donde el parametra se interpreta como el coeficiente de crecimiemtdadpoblacion
P. Como esta relacion es valida en cualquier insfatgnemos quep,., = a.p, =
a.(a.p,—1) == a™p, . ESto nos permite calcular el nUmero de individuas abra en
cualquier instante, conociendo el nimero inicialraividuos de la poblacioR —que
tiene uncrecimiento geomeétriee, y nos permite dar una primera respuesia, alonde

debemos diferenciar tres casos segun el valoradéhpetrax (a € R):

- Si0 < a <1, el numero de individuos de la poblacitiende a la extincion.
Este caso es equivalente & 0.

- Sia =1, el numero de individuos de la poblacBise mantiene constante e
igual a la poblacion inicigly. Este caso es equivalentea0.

- Sia > 1, el numero de individuos de la poblacBrrece indefinidamente. Este

caso es equivalentere 0.
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Para este ultimo caso, el modelo maltusiano tieaeclara limitacion, y es el hecho que
el aumento geométrico del numero de individuos aepdblacion choca con la
existencia de recursos limitados. Esta limitac@onocida comgaradoja maltusiana
nos conduce a considerar otras cuestiones, infithil@ nuevas hipotesis. Por un lado,
la tasa relativa de variacién,, no sera constante si no que variara en funcién de
namero de individuos de la poblacipn Y por otro,p, ho podra sobrepasar cierto valor

maximoK.

Con estas dos nuevas hipotesigpasara a considerarse decreciente a medid® gaee
aproxima &. El caso mas sencillo a estudiar es suponer dae,atecrece linealmente

en funcion de,. Surge asi una nueva cuestion:

Q,: ¢, Cudl es la evolucién de una poblacién cuyarklativa de variacion decrece linealmente en funcié
de P,?, ¢(Qué propiedades tiene la evolucion(pg),ey @ corto y largo plazo?, ¢Qué factores

determinan de forma més decisiva esta evolucion?
Si retomamos la relacion que habiamos estableadarp inicial e imponemos que

decrezca linealmente, tendremgs: Z’n+;_‘pn = —Ap, + B,conA>0yB >0

Ademas, tenemos que imponer gueno puede sobrepasar el limite establedikloy

eso se traduce en que, a medidagyse acerque 4, r, se aproximara a cero, es decir:

020=—A-K+B=>A=268=AK

,=—-A-p,+B
Sip, =K =>nr, =

Si ahora sustituimos esta relacion en la expredéma poblacion en el instanie-1

encontrada con anterioridagl., = p,, + r.p,, Obtenemos:
_ B _ B 2 4 H
Prst = Py + (_E o+ B) - By =pa(1+B) — 2 p,? (en términos de)
O su equivalente en términosAe p,., =p,(1+A-K) — A-p?

Si a partir de la expresiéon en términosBdeonsideramos el indice relativo de variacion,

obtenemositt = Pn(1+B)_§pnz
o =

=(1+B) P

Si ahora consideramos el cambio de variab,leé%-%" , Y aislamosp, obtenemos:

_ KYp:(B+1)
n B

B DPn+1 _ KYn4a(B+D)

Y hacemos 1o miSmo papi:i: Yoy =~ = =S ppyy = -

Sabemos quBh+1 = Pn+I P, POr lo tanto.’“’“;(B“) =K B (4

B
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Es deciry,,, =Y, (1 +1,). Y si substituimos, por su expresion lineal:
Yo = 1+ [—Apn + B])
Y a su vezP, por la expresion del cambio de variable y operamos

KB +1)

Yoy =1 (1 + [_A B

B])=> Y., =Y, (1= Y,(B +1) + B)

Considerand@ = B + 1, obtenemos una ecuacion recurrente normalizada:

Yo =Yy B(l - Yn)
Este modelo llamaddogisticq incluye al modelo anterior, corresponderia alocas

particular donde los recursos disponibles sontéidos.

Una propiedad que se cumple para este segundo oneslgue la variacion absoluta de

la tasar,, —respecto de la variacion del numero de individieys,— es una invariante:
B
Arn =T+~ = (_Apn+1 + B) - (_Apn + B) = _A(pn+1 - pn) = _EApn
. . A A B
Y por tanto, el cociente mcrementAa;I'l es constanteA:% = —— . Este resultado nos
n n

permite calcular el valor del parameBana vez se ha fijado un valor de

5.1.2. Andlisis de la praxeologia didactica

A continuacion presentaremos el disefio a priorirdebrrido didactico propuesto. La
situacion inicial que se presenta a los alumnosig/ permitira activar a lo largo del
curso diferentes modelos matematicos, gira alredddoun tema lo suficientemente
cercano Yy atractivo para los estudiantes: las redeisles. El enunciado que se entrega

a los estudiantes es el siguiente:

www.LunaticWorld .comr

¢Qué es una red sociaBs una estructura social formada po
nodos, los usuarios de la red, y aristas, lasioglas existenteq
entre ellos. Estas relaciones pueden ser de divéifsus:
econdémicas, profesionales, de amistad, etc. Prebauite en
la actualidad las redes sociales son el princippattivo de
Internet, mostrando el gran cambio que se estaygieddo en
la forma de comunicarse e interactuar.

Nos centraremos en estudiar el crecimiento del mdiche
usuarios de la red social de Internet LunaticW aylde fue
creada en 2004 con 18 usuarios. Una de las castictes
principales de esta red social es que un individmncsolo
puede formar parte de ella a través de la invitadie un
usuario ya existente.

En la tabla adjunta encontraréis informacion acenla evolucion del tamafio de la poblacion de desale esta red durante
los dltimos afios. Con esta informacion, y a lo tardel primer trimestre, se propone abordar las ®gtes cuestiones
principales:
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Afio Tamafio poblacién
2004 18

2005 56

2006 151

2007 447

2008 1034

2009 3143

¢Podemos predecir como evolucionara el tamafio @epeblacion después de un nimero determinado dedus?
¢ Seréa siempre posible predecir la evolucién debti@onde esta poblacion a largo plazo?
¢Qué tipo de hipotesis sobre el entorno, sobrelageion y sobre su crecimiento se tienen que agumi

¢ Como podemos hacer predicciones sobre la evolugd®u tamafio y como éstas pueden ser validdas

En este taller, todos los grupos de alumnos trebajaon los mismos datos (los de la
tabla). Estos datos fueron «preparados» por lofegomes para que sugirieran un

crecimiento exponencial.

La primera sesion de seminario fue destinada aedallos grupos de trabajo, definir
detalladamente la metodologia de trabajo a segfimaimente, presentar las cuestiones

gue generaran el estudio:

Q1. ¢(Podemos predecir como evolucionara el tamaéoesta poblacion después de un nudmero
determinado de periodos?

Q2. ¢ Seréa siempre posible predecir la evoluciorta®arno de esta poblacién a largo plazo?

Q3. ¢ Qué tipo de hipotesis sobre el entorno, stebpmblacion y sobre su crecimiento se pueden asumi

Q4. (Como podemos hacer predicciones sobre la @dolude su tamafio y como éstas pueden ser

validadas?

En cada sesion se plantean una serie de cuestioteEmedias cuyas respuestas
parciales deberian permitir dar respuesta a lastiones iniciales. Al igual que hemos

hecho con los talleres anteriores, presentamosamiedunas tablas las praxeologias
didacticas a priori que corresponden a cada udasdsesiones en las que se divide el
taller. Y a continuacion se mostrara un diario eégianes a modo de cronica unificada

entre las diferentes experimentaciones realizadas.

Primera sesiéon

- P entrega la hoja con los datos y plantea laseites cuestiondatermediasdejando total libertad a G
para explorar las cuestiones:
Qi1 ¢ Cémo podemos designar las variables que reptaseas tiempo y el tamafio de la poblacién?
Qi,. ¢ Cémo podemos describir el crecimiento de estdap@n?
Qis. Utilizando los datos disponibles, ¢ podriamos degél serd el nUmero de usuarios de esta red
social después de 1, 2, 3, 4 y 5 afios?
- Es de esperar que las designaciones utilizadadra@entemente seant oi para el tiempo en afios y
b, pt 0Y; para la poblacion respectiva. Al final de la sedfunificara la notacion para que en todas las
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experimentaciones se utilice la mism@i,J
Para describir el crecimiento de la poblacion,donmal es que cada G introduzca los datos aporalos
una hoja de célculo y los representen, permiti@sglobservar la tendencia exponencial creciente
estos. Qi,). También introducen y calculan las tasas absolutalativa y, el indice de variacién, que
estan estudiando en las clases tedricas. Si ne@pde forma natural, sera P quien lo proponga.
Al representar los graficos de la tasa relativavaléacion y del indice de variacion se observa lgse
datos oscilan alrededor de un valor. Se calculgpremedio de dichos valores: 182,41% y 2,8
respectivamente, permitiendo dar la previsién dgldximos cinco afios.
P corrige en la pizarra proponiendo una plantitlmén a G. Qis)
P propone la expresion que parece ajustar los datises:
Pni1 =Pn+182-p,=282-p, (n=>0), es decir, la expresion que postula es una sutes
recurrente.
P establece dos hipétesisi;) el nUmero de invitaciones sera de unas 1,82 foryaH,) este nUmero
permanece constante.
Preguntas para trabajar en la siguiente sesion:
Qi,. Estudiar el modelo discreto propuesto.
Qis. ¢, Cémo afectara al modelo un nimero de usuaricgindistinto?
Qis. ¢ Qué pasaria si existiera un numero maximo daniss? ¢ Cambiaria el modelo planteado?
Qi;. ¢ Cuando se alcanzaria la poblacién maxima?

Observaciones:

Nosotros utilizaremos aqui s6lo una notacion panpliicar la exposiciénn para designar el nimero
afios yp, para designar la poblacién al pasafios.

A pesar que los datos a corto plazo parecen agastatuna exponencial, G ve claramente que a ldago
este ajuste no es coherente, ya que aumentarttos idéinitamente no seria compatible con el crésimo
de una red social, ya que querria decir que todweldo acaba siendo usuario.

de

o

e

Segunda sesién

Durante la presentacion de los resultados del @sitqu, P plantea el problema de conocer la pobteai
largo plazo, deduciéndose la expresion genera dadesion recurrente :

DPns1=282-p=282-(282 -py_q) == 282" . p,.

La sucesion es divergente y por lo tanto, los éstiels plantean la incoherencia del modelo.
Para abordar la segunda cuestion, se partg de= 2,82"*1 - p,, donde cada afio que pasa, la poblacid
del anterior esta multiplicada por el factor prome?l82 y esto es independiente de la poblacidaiaihi
de hechoi, —1=2*1 _1 =1,

Pn

Para responder la tercera de las cuestiones plastgera esta sesion, es decir, ¢qué pasaristsesxXi
un nimero maxim de usuarios?, se propone a G considerar comoekipdia existencia de este
namero maximK de usuarios en la reti4). En este punto, debemos reconsiderar el hecho,ggea
constante ya que si lo fuera, su comportamientrgoblplazo seria infinito. Por tanto, asumiremos@o
nueva hipotesis qug no es constantédg).

De hecho, queremos que a medida que la poblaciderae, el nimero de invitaciones disminuya, €
decir, necesitamos establecer una relacion de depeia inversa entre las dos variables. P introdaice
relacién lineal como la méas sencilta= —A-p, + B, dondeA y B son reales mayores o iguales a cero.
Entonces el objetivo sera determinar los paramétrp® de manera que cuando la poblaciéon de la ré
social llegue al maximagp, = K, el nimero de invitaciones sea cerp= 0 Hs). Para ello, se debera
buscar diferentes valores a los parametros y estadimérica y graficamente qué pasa en cada caso.
G intentan dar respuesta a la cuest@npero les resulta inaccesible. P explica que se defipliar el
estudio para poder responderla.

2d

Las nuevas cuestiones intermedias con las queaba & sesion son las siguientes:
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Qig. Especificar el nuevo modelo discreto planteadfuacion del maximo, encontrando Ay B.

Qio. Dar diferentes valores a los parametros del mogegstudiar la evolucion de la poblacién numérica

y graficamente en los casos considerados.
Qiye. Simplificar, en la medida de lo posible, el madptopuesto. ¢Se puede dejar el nuevo mode
expresado en términos dg?p

lo

Tercera sesion

De Hsse deduce la relacion entkey B: A = % 0B =AK
Sustituyendo esta relacion en la expresion enaeniea la sesidn anterior, se obtiene:
Pnst1 = DPn + (—g “pp + B) “pn =0, (1+B) —g-pnz. También se puede dejar en términos Ade

Pn+1 = Pn(1+ A-K) — A-p,2, obteniéndose una relacion cuadratiQay.
Para dar diferentes valores a los parametros del modelestudiar la evolucién de la poblacion
numeérica y graficamente en los casos consideragodeberia utilizar una hoja de célculo y dar esor
(positivos) @Ay aB.
Si se supera el maximg, la sucesion oscilara. A largo plazo estas osoites serdn menores y pa
tendera &. Si el maximo no se alcanza en un nimero entegdids, apareceran estas oscilaciones.
En los casos en los que la sucesion oscile alrediEozalor maximdK, se debera ajustar el valor de
para no superar nunca dicho maximo. (El valoBdgueda determinado por la relaciéf-k + B = 0).
Ante la imposibilidad de calcular el valor AeP propondra utilizar la herramienta de Exselyer.
Para responder la ultima cuestion, es decir, pasHa dejar el modelo en términos pie(poblacion
inicial), la respuesta no puede ser afirmativayarg se va reduciendo cada afio.
Para la siguiente sesién de seminario se planésasiguientes nuevas cuestiones intermedias:

Qi1 Estudiar de forma teérica B 6 A. ¢ entre que vedose mueven?

. . . . . . B P
Qi Analizar el modelo normalizado aplicando un camblie variableY, = — - ==

—. Hacer un
B+1 K
estudio de las caracteristicas co= B + 1.

Qiys. Establecer otro tipo de relacién funcional entyey p., y estudiarla.

Cuarta sesion

Con el modelo propuesto en la sesion anteriog Begaba a un maximo de usuarios en un ndmerocent
de afios, el grafico no presentaba ningln tipo diacn. Pero si se llegaba al maximo en un ndrdero
afios no entero, el grafico oscilaba tras supendr aunque estas pequefias oscilaciones se aceptd
siempre y cuando forman parte de un margen acepfibtio esto dependia del param@&rademas de
un margen de error mas grande para que no se slpgénite, por ejemploK + 100.
Surgen dos problemas, uno de ellos es fijar meglimtel un intervalo de valores &epara que las
oscilaciones estén dentro del margen de error. ¥trel es que los resultados del modelo tienen g
aproximarse a los resultados reales de los Ultafios. Para ello, se tiene que realizar un calcata p
establecer hasta giiemaxima se puede alcanzar siempre y cuando curoplios requisitos anteriores.
Si nos fijamos emy: ppi1 = Pp + 50Pn = A1 +1)p, = (1 — Ap,, + B)p, = (1 + B)p,, ya que en el
momento inicial: Ap.=0. Entonces, se dedugg;,; = (1+ B)p, B = %— 1=~ 1,82

n

Para contestar la segunda cuestion planteadabse Hacer una serie de manipulaciones algebragzas ¢
expresar el modelo en forma normalizada, obtenieligp, =Y, B(1 —Y,)

ban

P propuso aqui trabajar con variables normalizgdalsres entre 0 y 1) para poder comparar distint

AS
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redes sociales con distinto nimero de usuarios.
- Finalmente, P explico la estructura que debia teh@aforme individual.

Diario de sesiones — taller primer trimestre 2010/L

El profesor entreg6 la hoja con los datos y lastomes iniciales e introdujo las cuestiomgsrmedias Qi,,
Qizy Qk.

Las designaciones de variables mas frecuentesrfugroo i para el tiempo en afiosdy, p; 0 Y; para el tamafio
de la poblacién respectiv@l)).

Los alumnos introdujeron mayoritariamente los d&esina hoja de calculo lo que les permitié, median
representacion grafica, observar la tendenciaemeeide estosi,)

Tamafio poblacién

1000

500 *

L 2

0 ¢ o & .
2002 2004 2006 2008 2010

El profesor propuso a los alumnos que calcularmatelsas absoluta y media, y el indice de variacion:

Ao | Tamafio Poblacion .

2004| 18 Tasa absoluta de variacion Tasa relativa de vanaci Indice variacion

2005| 56 38 211,111111 3,11111111

2006 151 95 169,642857 2,69642857

2007| 447 296 196,02649 2,9602649

2008| 1034 587 131,319911 2,31319911

2009| 3143 2109 203,965184 3,03965184
Promedio = 625 182,413111 2,82413111 |

Cuando los alumnos representaron los graficos deda relativa de variacion y del indice de vadiac
observaron que los datos oscilaban alrededor dealor. El promedio de dichos valores: 182,41% y22
respectivamente.

A partir del quinto afio, cada término se consigperdr del anterior multiplicado por el factor 2;8
Pns1 =Pn +1,82-p, = (1+1,82) - p, = 2,82 p, (n = 0) sucesién recurrentQis).

El profesor establecié que (1) el nUmero de inidtaes sera de unas 1,82 por afio y (2) la hipotestonsidera
que este niUmero permaneceria constante con etlpdss afios.

A pesar que los datos a corto plazo parecen aggstatuna exponencial, los alumnos vieron claraneunea
largo plazo este ajuste no era coherente, ya goeeratar los datos infinitamente no seria compatiole el
crecimiento de una red social, ya que querria dpgrtodo el mundo acaba siendo usuario.

La primera sesion se acabd planteando las cuestioi@@medias para trabajar en la siguiente sesion:

Qi4i Qi5! Qi6i QI7

La segunda sesion se inicia con la presentacidosdesultados del grupo expositor.
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La profesora plante6 el problema de conocer laguidmh a largo plazo deduciendo la expresion gererdha

sucesion recurrentei,,; = 2,82-p = 2,82+ (2,82 - p,_1) = - = 2,82"1.p,. La mayoria de los grupos consta

que la sucesion era divergente y por lo tanto teéban la incoherencia del modelo.

Para abordar la segunda cuestiQis), se partio de,., = 2,82™"** - p,, donde cada afio que pasa, la poblacion
anterior estaba multiplicada por el factor promegj82 y esto era independiente de la poblaciénainide

hecho:i, — 1 = %— 1=m,

n

Para responder la tercera de las cuestiones pitastqgmra esta sesion, se propuso considerar cqatesis lal

0

—

del

existencia de este nUmero maxiale usuarios en la red. Qifuera constante su comportamiento a largo plazo

seria infinito, por tanto, se asumié como nuevatapis que,, no era constanty como se necesitaba establecer

una relacién de dependencia inversa entre las altebles, se introdujo la relacién mas sencilldineal: r, = —

A-p, + B, dondeA y B son reales mayores o iguales a cero.

El objetivo era entonces determinar los parametrgsB de manera que cuando la poblacion de la red spcial

llegara al maximop, = K, el nimero de invitacioness, = 0. Para ello, se debia buscar diferentes valares

nuestros pardmetros y estudiar numérica y grafintargue pasaba en cada caso.

Los alumnos intentaron dar respuesta a la cuejgpero les resulto inaccesible. La profesora led@xpue se

debia ampliar el estudio para poder responderla.

Las nuevas cuestiones intermedias con las queabé & sesion fueron las siguientes:

Qis. Especificar el nuevo modelo discreto planteadéuecion del maximo, encontrando Ay B.

Qiy. Dar diferentes valores a los pardmetros del modelestudiar la evolucion de la poblacion numénca

graficamente en los casos considerados.
Qiyo. Simplificar, en la medida de lo posible, el modalopuesto. ¢ Se puede dejar el nuevo modelo eduen
términos de g Esto es, ¢ existe una expresion cerrada del madelo

Para abordar la primera de las cuestiones se mhatid premisa que: pi= K, entonces,, = 0, obteniéndose a
n=—A-p,+B

B,
Sipn=K,rn=0:>0__A'K+B=>A_EOB_AK

una relacion entrd y B: {

Sustituyendo esta relacion en la expresion queabélencontrado en la sesion anterior de la pdivlaen el
instanten+1: p,,; = p, + (—% “pp + B) “Pn =pn(1+B) — % - pp? (en términos deB) o en términos dé:
Pns1 =Pn(1+A-K)—A-p,2 En ambos casos, se trataba de una relacion ticad(ig).

o7
P4

Para dar diferentes valores a los parametros del modekstudiar la evolucién de la poblacion numérica y

graficamente en los casos consideragss utilizé una hoja de calculo dando valorésyaa B, mayores que 0.

Si se superaba el maxinkg la sucesion oscilaba. A largo plazo estas osoil@s eran menores y g tendia a
K. Si el maximo no se alcanza en un niumero enterdidg, apareceran estas oscilaciones.

A modo de ejemplo:

B=1 B=1,5 B=1,82 B=2

1500000 1500000 —————— 1500000 — 1500000 -

1000000 1000000 1000000 1000000

I 500000 500000 -

500000 500000
0 -—Lv_v_\ 0 0 T 3 0 -

0 20 40 60 0 20 40 60 0 50 100 0 20 40 60

Se fij6 el valor maximo de usuarios en un milléalwalor deB —que es el que se indica en cada caso-. El
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deA queda fijado com&/K.

La dltima cuestion de la sesién pedia si podiangarcel modelo en términos de la poblacién inicla.
respuesta no puede ser afirmativa yamjse va reduciendo cada afio.

Dado que en algunos casos la sucesion oscilabdedve del valor maxim&, se tuvo que ajustar el valor Ae
para no superar nunca dicho maximo. Ante la implatdiol de calcular el valor dé, la profesora propus
utilizar la herramienta de Exc&plver

Para la siguiente sesién de seminario se planésasiguientes nuevas cuestiones intermedias:

Qiy;. Estudiar de forma tedrica B 6 A. ¢ entre qué vedase mueve?
B

Qi,. Analizar el modelo normalizado aplicando un caontbé variabley, = o

P .
?” Hacer un estudio de I

caracteristicas de este modelo cog B + 1
Qi3 Establecer otro tipo de relacion funcional entggy p, y estudiarla.

Con el modelo propuesto en la sesidn anteriore diegaba a un maximo de usuarios en un nimeraoedie
afios, el grafico no presentaba ningun tipo de aséih. Pero si se llegaba al maximo en un nimerafids no
entero, el grafico oscilaba tras superd{,aaunque estas pequefas oscilaciones se aceptabmresy cuanddg
forman parte de un margen aceptable. Todo estondépéeel parametrB, ademas de un margen de error 1
grande para que no se superase el limite, por &ekip- 100.

Surgieron dos problemas, uno de ellos fue fijar iem@d Excel un intervalo de valores Bepara que lag
oscilaciones estuvieran dentro del margen de eifoel otro, que los resultados del modelo teniae
aproximarse a los resultados reales de los Ultefios. Para ello, se tuvo que realizar un célcula pstablece
hasta qué maxima se podia alcanzar siempre y cuando curagli@r los requisitos anteriores.
Si nos fijamos emy: ppy1 = Pn + Hpn = (L +1)p, = (1 — Ap, + B)p, = (1 + B)p,,, Ya que en el moment
inicial: -Ap=0. Entonces, se deduge;,, = (1+ B)p, =B = ”ZJ— 1~1,82

n

Para contestar la segunda cuestion planteada, tdendkacer una serie de manipulaciones algebraiaes
expresar el modelo en forma normalizadlg;,; =Y, B(1 —Y,)

La profesora propuso aqui trabajar con variablesializadas (valores entre 0 y 1) para poder comphstintas
redes sociales con distinto nimero de usuarios.

n

nas

qu

5.2. Segundo trimestre: un recorrido de estudio e invegacion sobre evolucion

continua

Retomaremos el estudio realizado en el apartadwiantonsiderando ahora teémpo
como magnitud continualo que nos conducird a considerar modelos mateosat

basados en ecuaciones diferenciales de primer.orden

5.2.1. Andlisis a priori de la praxeologia matematica

Dada una poblacioR, definimosp(t) como el numero de individuos de dicha poblacion

en el instante de tiempo(t € R). La cuestion generatriz que va a activar nuestro
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estudio de la dindmica de la poblaciéh es la misma que consideramos para
magnitudes discretas:

Qo: Suponiendo conocido el niumero de individuos da pablacionP en un instanté, determinado,
¢podemos predecir como evolucionara el nimero diidinios de la misma en un instartte
cualquiera?, ¢ sera siempre posible predecir laieiol del tamafio de a largo plazo?, ¢ qué tipo de
hipotesis sobre el entorno, poblacion y crecimiesgaienen que asumir?, ¢como podemos hacer

predicciones sobre la evolucion del nimero de iddis deP y como pueden ser vélidas?

Para describir la variacion del numero de indivelage la poblacion en el instartte
- . apP
utilizaremos la derivad&'(t) = =

Asi, podremos definir la tasa instantdnea relatevaariacion como:

Pry1—P Pt+D)-P(t)  EDPO b
__ fn+17n — - — t+1-—-t ~
r=—p T PO PO P (D)

Al igual que hicimos en el caso discreto, asumirema@ialmente una serie de hipotesis
iniciales sobre la poblacidd(t). La primera es que todos los individuos de lalgmbn

son iguales. La segunda que los recursos de losdgpene dicha poblacion son
ilimitados Y finalmente, consideraremof) constante con el paso del tiempo, es decir

r(t) = r,r € R. Esto nos lleva a plantearnos la siguiente cugstio

Q1 ¢(Cudl es la dindamica de una poblackf) con r(t) =r,r € R?, ;{Qué propiedades tiene la
evolucién deP(t) a corto y a largo plazo?, ¢qué factores detexmide forma mas decisiva la

evolucién deP(t)?

Como r(t) es constanter =Z’T(tt))=>P’(t) =r-P(t) que se trata de una ecuacion

diferencial de primer orden cuya solucién se cal@uutilizando la integral:

r=%(tt)):frdt=f%(gdt=>rt+C=Ln(P(t))

De donde;e™*¢ = olnP(1) = oC . o7t = p(t) = P(t) = ke

Si conocemos el tamafio inicial de la poblack(®) = po, podremos determinar el valor
de la constantk en la funcién soluciéR(t): P(t) = pye™

A este primer modelo se le conoce comodelo maltusiano continug nos muestra
gue la poblaciofP(t) tiene un crecimiento exponencial, proporcionamgoma primera
respuesta ;. Debemos diferenciar tres posibles casos segiéela@l del parametro:
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- Sir >0, entonces la poblacién crece indefinidamente
- Sir <0, la poblacion tiende a la extinciéon

- Sir =0, la poblacidon se mantiene constante e igualal inicial po.

Al igual que pas6 en el caso discreto, se tratandesituacion poco realista dado que
presupone crecimiento exponencial con recursosiio$. Para superar esta limitacion,

conocida com@aradoja maltusianaintroduciremos nuevas hipotesis: (1) existencia
limitadaK de recursos, (2)t) decrece en funcién del nimero de individuo$(tg y

(3) dicho decrecimiento se produce de forma linéato nos lleva a considerar la

siguiente cuestion:

.. ¢, Cudl es la dinamica de una poblad®oonr(t) funcién lineal decreciente? ¢Qué propiedades tien
p prop

la evolucién déP(t) a corto y a largo plazo? ¢ Qué factores determdeaprma mas decisivaR{t)?

Consideraremos como:r = —A-P(t) + B. Por tanto, tendremos una nueva ecuacion

P'(t)

diferencial:70 = —4- P(®) + B = 52 = —A- P(D) + AK = A(=P(0) + K) = ;oD =

P(t)
Obtenemos un nuevo modelo, llamadodelo logisticpcuya resolucién conlleva una
serie de manipulaciones que detallaremos a comiiiuaPrimero descompondremos en

suma de fracciones el cociente de la izquierda:

1 [« B 1 1 1
P(t) - (=P(t) +K) [P(t) * —P(t) + K] K (P(t) * —P(t) + K)

Por lo que nuestra ecuacion diferencial iniciahssguivalente a:

P'(t) 1 1 P'(t) P'(t)
K (P(t) R K) TR IO &

AK

Y para resolverla, simplemente integramos a andmsside la igualdad y operamos:

P PO \_ )
f(P(f) =0 +K> - fAKﬁL”P(t) —Ln(=P() + K) = AKt + C

P(t) P(t) P(t)
In———2 = AKt+C=>———— 2 — pAKt+C 5~ \J _ LAKt, ,C — . gAKt
"ZP(O) + K LTS i —Py+K ¢ ¢ Tre
K)/eAKt
P(t) = AKt__Pt K) = — AKt_Pt KAKt:Pt=—
(6) = ye™* - (=P() + K) = —ye - P(O) + YKeH = P = 15—

Para encontrar el valor dedebemos imponer que para= 0 tenemos una cierta

poblacion inicial.
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5.2.2. Andlisis de la praxeologia didactica

Durante el taller del segundo trimestre, y paramg@ar la autonomia del trabajo de los
grupos, se decidié repartir datos diferentes pada aino, que quedan recogidos en la

siguiente tabla:

Tamafio poblacion
G1/G2|G3|G4|(G5|G6|G7|G8|[G9|(G10/G11|1G12|{G13|G14|G15(G16
2004| 352| 90 11 | 190| 580 80 53 352 144 96 17 152 41 85 40 14
2005|411| 190 | 112| 240 760 141 94 411 189 1p6 168 192 78 391 | 760
2006|441| 270 | 151| 310| 158p 171 | 114| 662| 430 287 22f 248 260 9p4 114 206
2007|490| 681 | 499| 610| 2500435 | 656| 735 591 394 74P 488 4%6 1%8635 | 360
2008|577 | 1448| 626 | 810| 3100 622 | 933| 866 924 616 93P 648 800 3043833 | 800
2009| 692| 1828 1798| 1100| 4500| 1279| 1919 1340| 1720| 1147| 2697 | 910 | 1290 5640| 2558 1350

A continuacion presentamos las praxeologias dickgta priori que corresponden a
cada una de las sesiones en las que se dividadlel y una cronica de las diferentes

sesiones que tuvieron lugar.

Primera sesiéon

- Reorganizaciéon de G

- Presentacion de las cuestiones sobre las que seadedbajar:

Q,. Hacer una simulaciéon en el caso del modelo discen recursos ilimitados acerca de la
evolucion del tamafio de la poblacion de un afioeegpel anterior (eje x: Py eje y: R.1).

Q.. Hacer una simulacién en el caso del modelo discde recursos limitados acerca de la evolucién
del tamafio de la poblacion de un afio respecto &rat (eje X: By eje y: R+1).

Qs. Escribir el modelo de recursos ilimitados conséfelo el tiempo como una magnitud continua
(modelo continuo).

- Se deja a G tiempo para explorarlas.

- El grafico debe realizarse situando la poblaciérelemfion+1 (P..1) en el eje de ordenadas y la poblacjon
del afio anteriorR,) en el eje de abscisas. En el caso de los reciimitados (es decir, sin maximo de
usuarios) se habia establecido como hipotesis ajt@sh relativa de variacion era constaBtg; = (1 +
r)-P,. Por tanto, en este caso, la relacion que hapesl| Para elaborar este grafico, se debe comsidae
la poblacion inicial es de 18 usuarios y a pagiadui calcular la poblacion mediante la relaéign = (1 +
1,82)P, . (Es decir, no se tendra en cuenta los datokétdaics en el primer trimestre).

- Si sobre el mismo gréafico donde se representarlalation, se considera la recta de pendiente dhserva
que a medida que pasan los afos, estas dos rectistancian mas una de la otra, constatando que ha
divergencia hacia el infinito.

- Para poder dar respuest®a debemos cambiar la hip6tesis gu@iumero de invitaciones) es constante| ya
que imponemos la condicién de que exista un nimépamo de usuarios en la red social y con el vador
r constante teniamos un comportamiento infinito, egiéncompatible con la existencia de dicho maximo.
Utilizaremos el mismo razonamiento del primer ti$tne, donde tenia la expresion=—-A.P,+B, (Ay B
constantes positivas).

- Asi, si queremos establecer la relacion eRjrg P,.1, obtendremos?,,.; = (1 +r)-P, = (1L —-A.P, + B)-P=
(1 +B)-P,—A.P; que es una relacién cuadratica cuya grafica sporedera a una parabola convexa.
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Qs
Qs.

Para hacer una simulacién, consideraremos vargsscan funcion del maximo y del parame®otal y

como hicimos en el primer trimestre. Como ha suteén el caso anterior, se toma la poblacion ihisa

18 usuarios y a partir de aqui, se utif%a, = (1 +B)-P, — A.P,? para calcular los usuarios de los siguie
afios.

Se observa que hay un momento en el que la parédbatstanca y hay mucha concentracion de pu
Esto pasa cuando se sobrepasa el maximo impueptm, tanto la poblacién debe disminuir. Disminu
aumenta, disminuye....entrando en un bucle hasta dago plazo se llegaka Se llama punto «atractor
Esto pasa cuando no llegamas& an un nimero concreto de afios.

Para contestar @, el profesor propone un cambio de notacidn respet utilizada en el primer trimestr
Designa poP(t) la poblacién de la red socialinatic Worlden el instante de tiempgpdonde ahora t puede

tes

ntos.
ye,

N

o

tomar cualquier valor real. La expresion que erreombs en el primer trimestre, con la nueva notadion

P(t+1)—-P(t)

Ppy1—Pn P(t+1)—P(t)_

P(t) P(t) P(t)

pasara a ser: = =>r(t) =

IG)
trata de una ecuacion diferencial.

Con este resultado se acaba esta primera sesiérpgoponen las siguientes cuestiones para la siguie

sesion:

Buscar informacion acerca de las ecuaciones difeiales (definicidn y clasificacion).
Resolver la ecuacion diferencial encontrada agiido lo aprendido acerca de éstas.

A diferencia del primer trimestre, donde cada grtrabajaba con los mismos datos, al final de est®s
se asigna a cada grupo unos datos determinaddsscque deberan trabajar a lo largo del trimestre.

t+1-t zw_ Asi,r = wﬁ Pl(t) =71-P(t). Que se

Segunda sesion

Qs
Qr.
Qs.

Los estudiantes tienen que buscar informacién slalsrecuaciones diferenciales. Esta blsqueda sk pue
realizar principalmente en libros de matematicammendados en los primeros cursos universitarios de

diferentes carreras, y en internet. Este trabajadéde permitir clasificar la ecuacion que habfaoetrado

en la primera sesiébn como una ecuacion diferermidinaria de grado uno, cuya resolucion se realiza

mediante la integraciéon (que se estaba trabajarelofodma paralela en laslases magistralgs
obteniendoP(t) = ke™

Para encontrar los valores de las constdantes, el proceso a seguir por cada grupo sera el mipero,
cada uno con sus propios valores. Lo primero qberméacer los estudiantes es encontrar el pronced
las tasas relativas de variacion como se realiz primer trimestre.

Si algunos grupos se encuentran que los datoseyles fiabia asignado presentaban valores que goar
«anémalos» la profesora sugiere que a la horachr khpromedio los descarten.

Finalmente se propusieron las cuestiones que sardghbajar en la siguiente sesion:

Escribir la ecuacion diferencial relacionada cehmodelo continuo para recursos limitados.
Clasificar la ecuacion diferencial obtenida y obgerla paso a paso.

Elaborar propuestas: plantear nuevas hipétesis daberia satisfacer el sistema y explica qué @fect
podrian tener sobre el modelo encontrado.

eci

Tercera sesion

- Al trabajar con el modelo de los recursos limiage debe imponer un méaximo de usuarios, tal yoc
hicimos en el primer trimestre pero utilizando vadelo continuo. Para ello, se parte de la ecuatifénencial
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obtenida en la primera sesion de este segundostriene = % y se impone quees de la forma:

r=—A-P(t) + B, obteniendo una nueva ecuacién diferendidl = —A - P(t)+B =520 - _4. P(t) +
= , PO P@t)

AK (Qp).

- Para contestar la primera parte de la segundasdeuestiones, es posible que el profesor debdaaynas

gue en la la cuestié@,. Y la segunda parte también puede representaramrgto para los estudiantes. |El
profesor, tras dejarles durante un tiempo que fatan resolverla por ellos mismos, guiara un pao |

KyeAKt

1+y-eAKt

- Para encontrar el valor gelebemos imponer que pdra 0 tenemos una cierta poblacion inicial.

- El valor deA quedara fijado una vez establecido nuestro masienesuarios permitido y nuestro valorile
Para presentar en el informe individual, la profades pide que comprueben que, efectivamente pdeln
obtenido tiende & cuando el tiempo tiende a infinito.

resolucion, quedando la expresi@t) =

Diario de sesiones — taller segundo trimestre 2010/

En la primera sesion del taller se reorganizarsnglupos y se presentaron tres cuestiones, dejamdiempo
para estudiarlas:

Q1. Hacer una simulacion en el caso del modelo discomn recursos ilimitados acerca de la evolucid@t d

tamafio de la poblacion de un afio respecto el antéeije x: Ry eje y: R.1).

Q.. Hacer una simulacién en el caso del modelo discae recursos limitados acerca de la evolucién (del

tamafio de la poblacion de un afio respecto el antéeje x: By eje y: R.1).

Qa. Escribir el modelo de recursos ilimitados consihelo el tiempo como una magnitud continua (modelo

continuo).

Sobre la primera cuestion se pidié hacer una sicrara

en el caso del modelo discreto estudiado en elgri

trimestre, cuando no habia limitacion de usuarig %%

situando la poblacién en el afio n43,.4) en el eje de | 3000 /’
ordenadas y la poblacidn del afio anteri®) €n el eje de | 2000

abscisas. En el caso de los recursos ilimitadosi€es, | 1500 /

sin maximo de usuarios) se habia establecido col / . . .
hipétesis que la tasa relativa de variacion erastemite: 0 500 1000 1500
P..1 = (1 +r)-P,. Por tanto, en este caso, la relacion

lineal:

Para elaborar este grafico, se considerd que lmgoh inicial era de 18 usuarios y a partir deid®ju = (1 +
1,82-P,.

Para poder dar respuesta a la cuestidon dos, sé debibiar la hip6tesis quefuera constante, En el primer
trimestre se considerd querlaebia tener una relacion inversa con el tamafia deblacion y se establecié que

dicha relacion seria la mas sencilla, la linealndmera que pasaba a tener la expresién —A.P, + B, dondeA
y B eran constantes positivas. Asi, si queremos est@bla relacion entre, y P,..;, obtendremos:

Pui = (1 +1)P, = (1 —AP, + B)-P,= (1 + B)-P, — AP.2 que es una relacién cuadratica cuya grafi

corresponderd a una parabola convexa.

Para hacer una simulacion, se consideraron vaaissscen funcion del maximo y del paramdrdal y como
hicimos en el primer trimestre. Como en el caserén, a partir de los 18 usuarios iniciales skzétiP,,; = (1 +
B)-P, — A.P,? para calcular los usuarios de los siguientes afios.
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1200000 1200000
1000000 1000000 S
800000 / 800000 /
600000 / 600000 /

400000 / 400000 //
200000 200000

0

T T T T T ] 0 T T T T T ]
0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000 0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000

NuUmero méaximo de usuarios: K=1000000, B = 1 y A=B/K NUmero méaximo de usuarios: K= 1000000, B = 1,82B/K.

Se observa que hay un momento en el que la paréd@stanca y hay mucha concentracion de puntwspksa

cuando se sobrepasa el maximo impuesto, y por tanfpoblacion debe disminuir. Disminuye, aumenta,

disminuye....entrando en un bucle hasta que a ldagm e llega & (punto «atractor»). Esto pasa cuando n
llega aK en un ndmero concreto de afios.

Finalmente, para escribir el modelo de recursastdidos considerando el tiempo como una magnitudiras,
se hizo un cambio de notacién respecto a la uliizn el primer trimestre. Se designo P(J la poblacion de I3

red socialLunatic Worlden el instante de tiemgp(t valor real). La expresion del primer trimestren ¢® nueva

P(t+1)—P(t)
P(t+1)—P(t)= it P@®

P(t) P(t) P(t)’

.z z P, —P, . .z . .
notacion, pasé a ser:= 1L = (t) = Asi, se obtuvo la ecuacion diferenci

= P ") =7 -
_P(t):P(t)—r P(t).

Con este resultado se acabé esta primera ses@prppusieron las siguientes cuestiones paraligesig sesion
Q.. Buscar informacién acerca de las ecuaciones difeiales (definicion y clasificacion).
Qs. Resolver la ecuacidn diferencial encontrada apiido lo aprendido acerca de éstas.

A diferencia del primer trimestre, donde cada grixpbaj6 con los mismos datos, al final de est@se® asignd
a cada grupo unos datos determinados para trabkjdargo del trimestre.

Los estudiantes tuvieron que buscar informaciorresdds ecuaciones diferenciales. Esta blUsquedaadiedr
principalmente en libros de matematicas recomerglado los primeros cursos universitarios de dife®
carreras, y en internet. Este trabajo les perroliéificar la ecuacién que habian encontrado @mittacra sesion
como una ecuacion diferencial ordinaria de gradm waya resolucion se realiza mediante la integrajue se

. . Pr(t
estaba trabajando de forma paralela en désses magistralgs = %

Ln(P(8))

Elevando al nimere los dos lados de la igualdad®*¢ = e!P1) = ¢C . o™ = P(t) = P(t) = ke'*

=>frdt=f’;'7(3dt=>rt+c=

Para encontrar los valores de las constdnyes el proceso a seguir por cada grupo fue el migram cada ung
con sus propios valores. A modo de ejemplo, se trarebs datos del grupo 1.
Lo primero fue encontrar el promedio de las taskivas de variacion como se realizé en el primerestre:

Afo | Poblacion
2004 | 352
2005 | 411 1,167614) =411/352
2006 | 441 1,072993 =441/411
2007 | 490 1,111111]
2008 | 577 1,177551]
2009 | 692 1,199307|
1,145715 | =promedio

D Se

|

D

nt
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Asi, con los datos del grupo 1 se obtuvo geel,14. Y para calcular el valor ééese considerd el caso inicia
P(t) = ke™
t=0:
sit =0=P(0) = 352
Algunos grupos se encontraron que los datos quiessdabia asignado presentaban valores que parnecian
«andmalos». La profesora sugirié que a la horaaderel promedio los descartaran.

= 352 = keP'*? = k = 352. Por tanto, la solucion fu@(t) = 352e14¢

Finalmente se propusieron las cuestiones que sardghbajar en la siguiente sesion:

Qs. Escribir la ecuacion diferencial relacionada cehmodelo continuo para recursos limitados.

Q. Clasificar la ecuacion diferencial obtenida y obgerla paso a paso.

Qs. Elaborar propuestas: plantear nuevas hipétesis daberia satisfacer el sistema y explica qué efeatlrian
tener sobre el modelo encontrado.

En esta sesion se debia trabajar con el modelosdeetursos limitados, es decir, debemos imponendximo

de usuarios, tal y como se hizo en el primer trinegsero utilizando un modelo continuo. Para el partié de

la ecuacion diferencial obtenida en la primeradsede este segundo trimestre= }:T(tt))’ imponiendo que es de

laformair = —A-P(t) +B

Por tanto, se obtuvo una nueva ecuacion diferer’fpe'(%\ll= —A-P(t)+B=> I:T(tt)) =—-A-P(t) + AK

Para contestar la primera parte de la segundasdeulestiones, los alumnos utilizaron las mismastésede
informacion que para contestar la cuestign Esta vez, les costd6 mas clasificarla y tuvo cgrels profesord
quien acotase mas la blsqueda.

Donde si hubieron problemas mas graves fue altatetar respuesta a la segunda parte de la seguedon.
Resolver la nueva ecuacion diferencial represearéd g gran mayoria de alumnos un reto muy grabde.

profesora, tras dejarles durante un tiempo quetiatan resolverla por ellos mismos, acabé guiandpaco la

. . KyeAKt
resolucién, quedando la expresi®t) = Loy oAkt
Para encontrar el valor dese impuso que pafa= 0 habia una cierta poblacién inicial. Por ejempi se
considera el caso del grupo 1, donde la poblaciirai era 352, se obtuvo:

yK - e° 352

=352y =
0 2V =K 352

P(0) =—
© 1+y-e

El valor deA quedd fijado una vez establecido nuestro maximasdearios permitido y nuestro valor Be
Para presentar en el informe individual, la profaspidi6 que comprobaran que, efectivamente, elehod

obtenido tiende & cuando el tiempo tiende a infinito.

5.3. Tercer trimestre: un recorrido de estudio e investjacion sobre evolucion

matricial

Retomando el estudio de dinamica de poblacionemosaa modificar las hipétesis
relativas a las caracteristicas particulares dénttisiduos de nuestra poblacion. Segun

estas nuevas caracteristicagruparemos a los individuos en grupogue
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consideraremos homogéneos a efectos de «aparecetdesaparecer» en dicha

poblacion.

5.3.1. Andlisis a priori de la praxeologia matematica

Reformularemos nuestra hipoétesis inicial que haadompafiandonos a lo largo del

estudio:

Qo: ¢Como predecir la evolucion del nimero de indigil de una poblacioR que esta dividida en

grupos, de un cierto periodica su consecutivo + 1?, ¢y la evolucion a largo plazo?

El modelo matematico mas utilizado por los demag & sus estudios del crecimiento
de poblaciones es el modelo deslie Este modelo sélo tiene en cuenta la poblacion
dividida por edades. En 19&®fkovichpropuso un modelo matricial para estudiar la
evolucion de una poblacion que generalizaba al foogeopuesto poreslie La
diferencia fundamental entre ambos modelos resideslehecho de que ahora se

clasifica a los individuos de la poblacién en etaga lugar de clases de edades.

Para estudiar cdmo evoluciona una poblad®mue suponemos estructurada gn
grupos, consideraremos el vectB(n) = (pl(n),pz (n), ...,pg(n)). Daremos una serie

dehipdtesissobre las queonstruiremos nuestro modelo
- La poblacién del primer grupo cuando pasa de uiogen a su consecutivo
n+l se puede ver afectada por la incorporacion desiduos de los otros
grupos. Llamaremoas a la probabilidad de que esto suceda.
- En cada grupo sélo se pueden incorporar los ingdgdiel mismo grupo o de la
categoria inmediatamente inferior. Llamarenipy b a las probabilidades

respectivas de transicion entre grupos.

Nos planteamos las siguientes cuestiones, si corascel numero inicial de individuos

de una poblacioR con las caracteristicas acabadas de describir:

Qi: ¢ Como podemos describir la evolucién en el nirderimdividuos de los diferentes grupos en los que
se estructur&?

Q.: ¢ Sera siempre posible predecir qué ocurrira @sspie un cierto periodo de tiempo? ¢y lo que

ocurrira a largo plazo?
Podemos describir nuestra poblacion como:
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pi(M) =p(n—1)-t; + p(n—1) -a,++ps(n—1)-qq
p:(n) =p(n—1) by + p(n—1) - t,
ps(n) =p,(n—1) b, + ps(n—1) - t5

pg(n) = pg—l(n - 1) ' bg—l + pg(n - 1) : tg

Asi, nuestro modelo se puede expresar matriciakEn@rmo:

p1(n) Qg pi(n—1)
/Pz(n)\ / \ p2(n—1)
| ) | =] 0 bz t | ps(n—1) |

o/ o L

O equivalentementd(n) = L-P(n-1). Y si suponemos que los porcentajes de tramsici
se mantienen constantes, podemos apticagces la relacién anterior, obteniendo esta

ecuacion equivalent®(n)= L"-P(0), dondeP(0) es la distribucion inicial de individuos.

Asi, para una poblacioR de la que conocemd®(0) y la matriz que contiene los
porcentajes de transicidn podemos predecir la evolucion de los diferentegpas
{P(n)},en que conformar.

La simulacion numéricapor ejemplo utilizando la hoja de calculo Execas permite
ver que:

(1) A partir de cierto instante, existe una estabilizacion de la tasa de variagd&n

poblacién, es decifP(n + 1) = a - P(n),a € R}. Equivalentemente, podemos

P; (n+1)

a,dondel <i <
P;(n)

considerar que para>ng. P(n+ 1) = a - P;(n) &

gneENaeR

(2) Si partimos de dos distribuciones iniciales dissntpero con igual nimero total
de individuos, sus respectivas tasas de variacéham estabilizandose, es decir,
existe un cierton, a partir del cual ambas distribuciones son practente
idénticas.

(3) Si consideramos dos distribuciones iniciales camand diferente de individuos,
pero ambas proporcionales entre si, también acedtabilizandose sus tasas de

variacion y lo hacen de forma proporcional.

Nos seguimos planteando cuestiones:
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Qs: Dada un sucesion vectorid (n)},en , ¢,€S siempre posible encontrar una constapten tiempon,

gue satisfagan la relacigf(n + 1) = a - P(n),n > n,}?

Mediante la simulacibn numeérica observamos queadieiacion se cumple. Para
calcularla analiticamente, partimos de las sigentlaciones:
(rl)P(n+1) =a-Pn)y (r2) P(ntl)=L-P(n)

Si las igualamos, obtenemos la ecuacian:P(n) =L - P(n) (r3) cuya resolucién
equivale a tratar el problema de determinar elryalopioa asociado a la matrizy su

correspondiente vector propRgn) para el que se satisfag8)

t, —«a a, as .. Qg4
bl tZ - 0 . 0
a-Pn)=L-Pn)e(L—-a)P(n)=0 edet| ¢ b, ts—a .. 0 |=
0 0 bygq tg-— a/

Si consideramos el valor propio dominaritecon su vector propio correspondiente
v; = (v;1, V42, Vi3), S€ cumple que:
(1) A4; =1+ r=rnos indicara el ritmo de crecimiento de la poldaci

( ) Vi1 Vi Vi3
) 7
Vi1 tViz2 Vi3 Vi3tV +Vi3 Vi3 +0i2+0;3

indican los porcentajes con los que se estabiliza

las tasas de variacion.

Asi respondemos a la cuestion planteada.

Para dar respuesta a la cuestiéon sobre el momergb que se da la estabilidad de la
tasa de variacion, es decir, sobre el momegptn el cuavn > n.:P(n) = a - P(n —

1), deberemos elaborar un estudio mas detallado declgcion matricial que
caracteriza la evolucién d&n)= L"-P(0), es decir, el estudio de la potengidsima de

L. Para ello se abre un paréntesis sobre la diagao@n de matrices, que estan

estudiando esas semanas en clase de teoria:
SiM es una matriz diagonalizable, entonces se puettm#rar matrice® y K que
satisfacen la siguiente relacioét = K-D-K™, dondeD es una matriz diagonal que
contiene los valores propiogX asociados 8, y K la matriz de cambio de base que
contiene los vectores propiog)(@sociados a cadhdeM.

De esta forma, el problema del calculo de la padéeneésima dd. nos conduce al

problema de encontrar las matri¢ey D que satisfaceh = K-D-K™.
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Como D era la matriz diagonal que contenia los valorepips, D" serd una matriz
cuyos elementos de la diagonal contendra los \alprepios elevados a laésima
potencia. Se tratara de igualar el valor absoleteatia uno de ellos a un valor cercano
a cero (segun el valor de aproximacion que querambkediante logaritmos
resolveremos las ecuaciones y nos quedaremos con el valor mas gnd#os, que
correspondera aproximadamente al valon g@ra el que se obtiene la estabilidad de la

tasa de variacion.

5.3.2 Andlisis de la praxeologia didactica

En este taller se continuard utilizando la red adainatic Worldpara llevar a cabo
nuestro trabajo pero con una serie de cambios g&spelos anteriores trimestres. A
partir de ahora se deja de tratar a todos los esude esta red social de la misma forma
en cuanto a numero de invitaciones se refiere.s1sentido, los usuarios se dividiran
en tres rangos (Basic, Medium y Premium) en fundiéila antigiedad como usuario de
la red social, de manera que al cabo de un pemoglosual un usuario ya existente
puede mantenerse en su rango, pasar a un rangosapeejar de ser usuario de la red.
Ademas, los Unicos usuarios que podran realizatariones seran los Medium y los
Premium, siendo por defecto usuarios Basic aquejies han sido recién invitados
durante un mes determinado. Los usuarios Prememeri privilegios en relacion a los
Medium y estos ultimos mejores condiciones queBlasic (por ejemplo en cuanto a lo

que hace referencia a la capacidad de memoriardigphn

De nuevo se vuelven a constituir los grupos y seebeplica la nueva situacion a
estudiar, asignando a cada nuevo grupo unos dedpgp con los que deberan trabajar

todo el trimestre y que mostramos a continuacion:

Tras un andlisis realizado durante los Ultimos meseha determinado lo siguiente:

Grupo 1:

— El 15% de los usuarios Basic contintan siendo Bdsiante el mes siguiente y el 75% pasan a ser
Medium.

— De los usuarios Medium, un 25% pasan a ser usuBriemium y el 50% contindan siendo Medium.
Cada uno de los usuarios Medium del periodo amtemnita a cuatro nuevos usuarios Basic.

— De los usuarios Premium, el 90% se mantienen enitrem cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a tres nuevos usuarios @asi

Grupo 2:
— EI 75% de los usuarios Basic pasan a ser Mediuet proximo mes.
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— EI 80% de los usuarios Medium pasan a ser usufiesium en el préximo mes y cada uno de los
usuarios Medium invita a tres nuevos usuarios Basic
— El 50% de los usuarios Premium se mantienen eni@mem cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic
Grupo 3:
— El 10% de los usuarios Basic continlan siendo Bdsiante el mes siguiente y el 90% pasan a ser
Medium.
— De los usuarios Medium, un 50% pasan a ser usuBriamium y el 20% contindan siendo Medium.
Cada uno de los usuarios Medium del periodo amtenita a dos nuevos usuarios Basic.
— De los usuarios Premium, el 75,5% se mantienen emiBm y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic
Grupo 4:
—  EI'5% de los usuarios Basic contintan siendo Basiante el mes siguiente y el 90% pasan a ser
Medium
—  De los usuarios Medium, un 35% pasan a ser usugrasium y cada uno de los usuarios Medium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic
—  De los usuarios Premium, el 55,5% se mantienenemiBm y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a un nuevo usuario Basic.
Grupo 5:
—  EI 85% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 25% pasan a ser usuRramsium, el 25% contindian siendo Medium y cada
uno de ellos invita a cinco nuevos usuarios Basic.
- De los usuarios Premium, el 45,5% se mantienen emiBm y cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a dos nuevos usuarios Basic
Grupo 6:
—  EI'76,5% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
—  De los usuarios Medium, un 29,75% pasan a ser wsuaremium y cada uno de ellos invita en promedio
a 1,7 nuevos usuarios Basic.
- De los usuarios Premium, el 75% se mantienen eni@mem cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a un nuevo usuario Basic.
Grupo 7:
—  EI67,5% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
- De los usuarios Medium, un 25% se mantienen en Mgdim 35% pasan a ser usuarios Premium y cada
uno de ellos invita en promedio a 1,5 nuevos ugsdasic.
- De los usuarios Premium, el 25% se mantienen eni@mem cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita en promedio a 1,5 nuevastiss Basic.
Grupo 8:
—  ElI 50% de los usuarios Basic continlan siendo Bdsiante el mes siguiente y el 42,5% pasan a ser
Medium.
—  De los usuarios Medium, un 45% pasan a ser usuaresium y cada uno de ellos invita en promedio a
1,5 nuevos usuarios Basic.
—  De los usuarios Premium, el 85% se mantienen enitrem cada uno de los usuarios Premium del
periodo anterior invita a un nuevo usuario Basic.

Grupo 9:

- El 60% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.

— De los usuarios Medium, un 20% pasan a ser usuRrasium, el 15% contintan siendo Medium y cada uno
de ellos invita a tres huevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 80% se mantienen emiime y cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita en promedio a 2,5 nuevos usuaricsBa

Grupo 10:

- El 10% de los usuarios Basic contindan siendo Bas@nde el mes siguiente y el 82,5% pasan a seruvtedi

- De los usuarios Medium, un 27,5% pasan a ser wsuBremium y cada uno de ellos invita en promedigla
nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 90% se mantienen emitme y cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita en promedio a 3,3 nuevos usuaricsBa

Grupo 11:

- El 65% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.

- De los usuarios Medium, un 55% pasan a ser usurasium, el 25% contintan siendo Medium y cada uno
de ellos invita a cuatro nuevos usuarios Basic.

- De los usuarios Premium, el 50% se mantienen emiémey cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita a seis nuevos usuarios Basic.

Grupo 12:

- El 65% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.
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De los usuarios Medium, un 45% pasan a ser usurasium, el 30% contintan siendo Medium y cada uno
de ellos invita a cuatro nuevos usuarios Basic.

De los usuarios Premium, el 70% se mantienen emiéney cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.

Premium del periodo anterior invita a dos nuevasities Basic.

Grupo 13:

El 5% de los usuarios Basic contindan siendo Basiande el mes siguiente y el 95% pasan a ser Medium.

De los usuarios Medium, un 75% pasan a ser usur@sium, el 5% contindan siendo Medium y cadadao
ellos invita a cinco nuevos usuarios Basic.

De los usuarios Premium, el 95% se mantienen emiimey cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.

Grupo 14:

El 25% de los usuarios Basic contintan siendo Basinde el mes siguiente y el 47,5% pasan a seruvtedi

De los usuarios Medium, un 37,5% pasan a ser wsuBremium, el 25% contindan siendo Medium y cada u
de ellos invita en promedio a 2,5 nuevos usuaricicBa

De los usuarios Premium, el 55% se mantienen emitme y cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita a un nuevo usuario Basic.

Grupo 15:

El 99% de los usuarios Basic pasan a ser Medium.

De los usuarios Medium, un 38,5% pasan a ser wsuBremium, el 50% contindan siendo Medium y camia u
de ellos invita en promedio a 2,2 nuevos usuaricicBa

De los usuarios Premium, el 90% se mantienen emitme y cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita en promedio a 1,1 nuevos usuaricsBa

Grupo 16:

El 15% de los usuarios Basic contindan siendo Basi@nde el mes siguiente y el 75% pasan a ser Medium
De los usuarios Medium, un 75% pasan a ser usurasium, el 20% contintan siendo Medium y cada uno
de ellos invita a tres nuevos usuarios Basic.

De los usuarios Premium, el 80% se mantienen emiimey cada uno de los usuarios Premium del periodo
anterior invita a dos nuevos usuarios Basic.

Suponiendo que estos valores se mantienen de mesras:

1)
2)
3)

4)

Predecir la evolucién del tamafio de la poblacion desuarios estructurada en estos tres grupos de unes
n al mes siguiente n+1.

Si durante este mes existen 1000 usuarios Basic5Q2isuarios Medium y 1750 usuarios Premium, ¢ cudl
se prevé que sera la distribucion de usuarios demtrde 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

En la situacion del apartado anterior, ¢,cual se prev que sera la distribucion de usuarios dentro de 50
meses?

Propuestas.

A continuacién detallaremos las tres sesioneguyieron lugar.

Primera sesién

Se plantea a los estudiantes las cuestiones sigsjesuponiendo que los valores presentados séemamt
de mes en mes:

Q1. Predecir la evolucién del tamafio de la poblaaitinusuarios estructurada en estos tres grupos de
un mes n al mes siguiente n+1.

Q.. Si durante este mes existen 1000 usuarios B&3if) usuarios Medium y 1750 usuarios Premium,
¢cudl se prevé que sera la distribucién de usuat&rgro de 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

Qs. En la situacién del apartado anterior, ¢ cudl seyg que serd la distribucion de usuarios dentro de
50 meses?

Q4. Propuestas.

El profesor propone una notacion comun para too®giuposB,, M, y P, que representan la poblacion
el mesn de los usuarios Basic, Medium y Premium, respastante. También comenta que se debe t
en cuenta que hay la posibilidad de darse de leaja tbd, por eso es posible que no aparezca tmgan
ciento de algun grupo.

Cada grupo, con sus propios datos, construyenifieagidtes ecuaciones para cada tipo de usuaridegu

en
ener

permite calcular el nimero de usuarios de un mesnes siguienta+1. (Qy)
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Para dar respuesta a la segunda pregunta se delseete cuenta el caracter matricial que se le p

Bn+1 Bn
asignar a las ecuaciones. El profesor unifica tdaaiones designan oMn+1) por X1, (Mn> por X, y
Pn+1 Pn
por M la matriz de porcentajes. En el primer mes se teirxp = M-X, En el segunda{; = M-X; = M:M-Xq
=M 2.)(0

Para obtener el resultado en un mes cualquigra= M-X, =...=M "X,
Con esta formula se puede calcular de forma sanailpoblacién al cabo de 1, 2, 3, 4, 5y 50 m3ey
Qa).

Llegados a este punto se pide a los alumnos gherela propuestas.
Finalmente, para acabar esta sesion de seminarjplastean unas nuevas cuestiones que son lased
deberan trabajar en la siguiente sesion:

Qs. ¢, Se puede destacar alguna caracteristica dedg®ttorias generadas por X(n) de esta poblacidnip®

distintos grupos de usuarios a largo plazo? (Seed#dbhacer numéricamente (Excel o Wiris) no de
manera teorica).

Q-. ¢ Es posible determinar el instante (mes) a pakircual se cumple la caracteristica anterior? &etinar

el mes a partir del cual se cumple la caractergsticlargo plazo.

Qs. ¢ Qué pasaria si cambiaramos la situacion inipiaio manteniendo el total de usuarios iniciales? Es

decir, que en lugar de 1000, 2250, 1750 fueransotmdmeros pero que sumaran 5000 igualmente.

lede

ue s

Segunda sesién

Qo

Para observar cémo varia la poblack{n) y por tanto, poder responder a la primera cuestas alumnos
pueden proceder basicamente de dos formas. Lamaric@culando el porcentaje de usuarios de cada
respecto el total en cada iteracion. Mediante a ke calculo Excel es muy facil estudiar a medigd
plazo como sera dicho comportamiento. La segunulaaf@onsiste en calcular la tasa de variacion eaitle
iteracién —o bien relativa o bien instantanea—pig@mcon Excel y a medio-largo plazo.

Los porcentajes, a partir de un cierto momentostabdizan. Esta «estabilidad» se consigue antisspués

en funcién del nimero de decimales que fijemos.
xi(n+1)

xi(n)
~ . . . i(n+1)—x; e .
céalculo de la tasa instantanea de varlaCW , se estabiliza en una unidad menos que el
i

Con la primera forma se observa que se estabifiza, 83, es decidim,,_,, ~ 2,18. Y mediante el

anterior, 1,18. Este resultado légicamente se dafp®i D _ 1 =
xi(n) xi(n)

estabiliza, también dependera del grado de apraximaue exijamos.

De esta forma, se da respuesta a las primeraquatguntas planteadas para esta sesion. Paraaale

quinta, se trata simplemente de cambiar los daiogles en la hoja de céalculo donde se han rehlizas

calculos anteriores y se observa que se llega aissos resultados de estabilidad, aunque en moms

distintos. Incluso si se toman valores muy extrernoso por ejemplo escogiendo que alguno de losogr

inicialmente tuviera cero usuarios.

El profesor explica que a partir de la simulaciémarica con Excel se ha podido comprobar la exigiehe

un cierto instante,, llamadotiempo de estabilizaci¢m partir del cuak,.; = a - X, para un ciert@ real paral

n>n.

Propuestas

Las preguntas que se plantean para trabajar egularste sesion son:

eD=4® g momento en que §

Calcular analiticamente (sin hacer simulaciéraegio plazo) el valor de para que se cumpla la
condicién X(n+1) =aX(n).

Q1o Calcular analiticamente el instante de tiempa@ partir del cual se cumple la relacién anterior.
Qq1- Propuestas

caso
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Tercera sesion

En la sesién anterior, mediante la simulacién nigsados alumnos pudieron constatar que a largooplaztasal

de variacion se mantiene constante. También putdieoomprobar que esta estabilidad se consigue antes

después en funcidn del grado de aproximacién deséata poder verificarlo analiticamente el prafetebe
introducir varias consideraciones:

La poblacién en el momento+ 1 es igual a la poblacion en el instante antenas un coeficiente constante,
decir:X(n+1) =X(n) +rX(n) = (1 +r)X(n) = aX(n).

SiM es la matriz que contiene los porcentajes deitidansde un periodo a otro, se cumple &iga+1)=M-X(n).
Por tanto, considerando ambas, obtenemos la ighidix(n) = aX(n), cuya resolucién equivale BI{ a-l4)-X(n)
=0, es decir, se debe resolver el polinomio caréstico.

Al resolver esta ecuacion, aparecen tres valomsigs. Debemos descartar tanto el negativo conmfaior a
uno ya que nuestra poblacién es creciente y steliimiinito. En el caso que estamos consideraraleplucion

que nos interesa sed= 2,1872, valor que ya nos aparecia en la simulacion nmalénilanddimn_,w% =
L
2,1872. Por tanto, ya podemos contestar a la primerasledestiones planteadas en esta sesion: elwaloe

Xi(n+1)
Xim) ’

polinomio caracteristico dd- a-l4, concretamente un valor propio mayor que uno.

Para encontrar el instantga partir del cuak(n+1) = a-X(n) dondeX(n)= M"-X(0) necesitariamos poder calcu

satisfaceX(n+1)= aX(n) a largo plazo, o equivalentementém,,_,

la potencian-ésima deM. Dado que esta matriz no es diagonal, se deberirezla teoria sobre diagonalizacion

explicada en las clases de teoria.

El profesor explica que la calculadora wiris ofreo® una sola orden poder encontrar las maticgd<™* que
permiten escribiM de forma diagonal, es decM=K-D-K™*. De manera que se puede calcular la potenc
ésima deM facilmente:L"=K-M"K™.

Para comprobar para qué vamise cumple’n > n: X(n+ 1) =a-X(n) =D" = 0

Si queremos encontrar el valor mecon un grado de precisién“10Aplicamos logaritmos y nos quedamos q
el valor mas grande, que coincide con el valor etntado mediante la simulacién numérica.
Propuestas

Diario de sesiones — taller tercer trimestre 201011

Se entregaron las siguientes cuestiones a los akjrsaponiendo que los valores presentados seamantde
mes en mes, dejandoles un espacio a su exploracion:

Q1. Predecir la evolucién del tamafio de la poblaaitinusuarios estructurada en estos tres grupos deesin
al mes siguiente n+1.

Q.. Si durante este mes existen 1000 usuarios B2&k) usuarios Medium y 1750 usuarios Premium, ¢sedl
prevé que serd la distribuciéon de usuarios denegdd2, 3, 4 y 5 meses?

Qs. En la situacion del apartado anterior, ¢ cudl sey@ que sera la distribucion de usuarios dentro56e
meses?

Q4. Propuestas.

La profesora propuso una notacién comun para tlmdogruposB,, M, y P, que representaba la poblacion e
el mesn de los usuarios Basic, Medium y Premium, respagiente. Al haber la posibilidad de darse de bg
de la red, es posible que no apareciera un tamtoiguato de algin grupo.

Cada grupo, con sus propios datos, construy6 fasedies ecuaciones para cada tipo de usuario emueitfa
calcular el nimero de usuarios de un mes mes siguienta+1. A modo de ilustracion, tomaremos los dato

es

es una de las soluciones del

ar

a n-

on

=

ja

facilitados al grupo 1:
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— El 15% de los usuarios Basic contintan siendo Bdsiante el mes siguiente y el 75% pasan a ser
Medium.
— De los usuarios Medium, un 25% pasan a ser usuarasium y el 50% contindan siendo Medium. Cada
uno de los usuarios Medium del periodo anterioiténa cuatro nuevos usuarios Basic.
— De los usuarios Premium, el 90% se mantienen emiPne y cada uno de los usuarios Premium de
periodo anterior invita a tres nuevos usuarios@asi

Las ecuaciones correspondientes fueron:
B.+1 = 0,15Bn+ 4Mn + 3Pn, M,,; =0,75Bn+ 0,5Mn y R,;; = 0,25Mn + 0,9Pn

De esta forma se di6 respuesta a la primera cuoeftra dar respuesta a la segunda preguntasenwigenta
el cardcter matricial de las ecuaciones anteriores:
B,+1 = 0,15B, + 4M,, + 3P, Bpi1 0,15 4 3 B,
M,,; =0,75B, + 0,5M, o <Mn+1> = (0,75 0,5 0 )(Mn>
P, = 0,25M, + 0,9P, Ppi1 0 025 09/\P,
Bt B, 015 4 3
Si se design{MnH) por Xq+1, (Mn> por X,y (0,75 05 0 ) porM, en el primer mesX; = M-X, en el
Poi1 P, 0 025 09
segundoX, = M-X; = M-M-Xo =M %X, .... Es decir, para un mes cualquieXg,, = M-X, = ... =M "X,
Con esta formula se puede calcular de forma sankllpoblacién al cabo de 1, 2, 3, 4, 5 y 50 mesegs,
contestando la segunda y tercera cuestion.

En este punto, la familiaridad con los que los @ostrabajaban en Excel o Wiris permitid que &ilén
indistintamente ambas herramientas para dar respudayoritariamente decidieron hacer la previsiénlos
cinco primeros meses mediante la hoja de calcubpyediccion de los 50 meses en la calculadonadica.
En el caso que estamos tomando como ejemplo, &endst

Xo Xq Xz X3 Xa Xs
0,15 |4 3 1000 14400 16072,5 56538,375 95436,13125 246958,7
0,75 0,5 0 2250 1875 11737,5 17923,125 51365,34375 972531770
0 0,25 0,9 1750 2137,5 2392,5 5087,625 9059,64375 20988101

5000 18413 30202,5 79549,125 155861,1188 365216,511

De la misma forma, para responder la tercera ptaggimplemente debemos iterar el proceso en Ehasth
Xso:

Xo X1 Xz X24 X25 X49 Xso
0,15 (4 3 1000 14400 16072,5 6,67087E+11 1,45904E+12 20E+2 4,58E+20
0,75 (05 |O 2250 1875 11737,5 . 2,96546E+11 6,48589E+11 ..... 9,31E+19 2,04E+20
0 0,25 (09 | 1750 2137,5 23925 5759663460225974E+11 1,81E+19 3,96E+19
5000 18413 30202,5 1,02123E+12 2,2336E+12 320E 7,01E+20

O bien calcular mediante wiris la potencia 50 dendriz y multiplicarla por la distribucion inicial
Como ya podiamos intuir en la segunda preguntereeimiento exponencial que tiene esta red soeig b
estas nuevas condiciones era tan rapido que esharente. En pocos meses superaria la poblaciédiatun
A continuacion mostramos algunas de las propuetateadas por los distintos grupos.:
e ¢COmo afectaria al modelo matricial la imposici@uwh limite de poblacion para cada uno de los
rangos?
» Introduccién de una recompensa, mas invitacionegjemplo, para aquellos Premium que lleven mas
de 10 meses en el rango.
» Contar cuantos usuarios se dan de baja y hacestudi@ para hallar porcentajes respecto a las 3
categorias.
» ¢Cbomo afectaria a la evolucion de la poblaciérrgol@lazo si los usuarios Basic pudieran invitar a
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otros usuarios?

» ¢Qué pasaria si para pasar de un grupo a otregs\vjee pagar una cuota?

» ¢ Cbmo repercutiria a nuestra matriz si los usudtiedium no pudieran invitar a ningan usuario Basic?

» Dentro de cada grupo de usuarios hacer una sefanfaai sexos.

e Calcular la funcion de beneficios si por cada nuesoario nos pagarxx por publicidad y nosotros
damos un regalo valorado eywxa los usuarios Premium por cada 5 usuarios theéta

* ¢Qué pasaria si los usuarios tuviesen que realizaninimo de invitaciones para conseguir formar
parte de la categoria superior?

» ¢Qué beneficios se obtendrian si los usuarios Brerhubieran de pagar una cuota anual de 5€, con
unos costes de mantenimiento de 0.001€ por usuario?

» ¢ Podriamos conseguir que la poblacion disminuyeaanyentase de forma ciclica? Es decir, poder
prever las modas, por ejemplo y saber pronosticando habra una bajada de usuarios en nuestra red|y
cuando volvera a estar de moda y captard nuevesiosu

» ¢Podriamos introducir una nueva variable como pemmo la edad de los usuarios, para
posteriormente introducir restricciones de edathgmisuarios de nuestra red?

e Hacer que la categoria Basic tenga un periodo debprde 2 meses, en el cual cuando finalice e
tiempo de prueba tengas que abonar una cuota pegader a Medium. Sin embargo, si siendo Basic
has realizado un minimo de 20 invitaciones, se @geduir siendo Basic.

» ¢ Qué sucederia si el requisito para pasar de go @&rsiguiente fuese el de haber invitado a unanam
minimo de personas, a excepcion de la categonigwhgios Basic?

» ¢Es posible calcular la distribucion de usuariossiermes determinado, partiendo de la base que n
disponemos del porcentaje de distribucion de loaniss Basic?

1=

» Podemos poner una condicién para que los usuassie Buando tengan determinada antigiiedad pase
a Medium y también asi con los Medium pasen a Rremi

>

Finalmente, para acabar esta sesion de seminanaistearon unas nuevas cuestiones:

Qs. ¢ Se puede destacar alguna caracteristica derégg@ttorias generadas por X(n) de esta poblacion po
los distintos grupos de usuarios a largo plazo? ¢®@be de hacer numéricamente (Excel o Wiris) no de
manera teorica).

Q,;. ¢Es posible determinar el instante (mes) a padidl cual se cumple la caracteristica anterior?
Determinar el mes a partir del cual se cumple leacteristica a largo plazo.

Qs. ¢ Qué pasaria si cambiaramos la situacién inigato manteniendo el total de usuarios iniciales? Es
decir, que en lugar de 1000, 2250, 1750 fueransoimdmeros pero que sumaran 5000 igualmente.

Para observar cdmo variaba la poblacign) y por tanto, poder responder a la primera cueskd® alumnos
procedieron mayoritariamente de dos formas. Lagnamcalculando el porcentaje de usuarios de dpda t
respecto el total en cada iteracién. Mediante Ja e calculo Excel les fue muy facil estudiar alindargo
plazo como sera dicho comportamiento. La segundaaaonsistio en calcular la tasa de variacidneentr
cada iteracion —o bien relativa o bien instantanganbién con Excel y a medio-largo plazo. A caumdicion
mostramos como ejemplo los célculos con los datbsaso 1:

- Mediante el calculo del porcentaje de cada tippae® al total de individuos en cada mes:

Xo X1 X2 X3 Xa Xs X X7 Xs X9
0,15 |4 3 20,00% 78,21% 53,22% 71,07% 61,23% 67,62% 63,84% 66,21% 64,77% 65,66%

0,75 | 0,5 0 45,00% 10,18% 38,86% 22,53% 32,96% 26,63% 30,52% 28,13% 29,60% 28,70%

0 0,25 (0,9 |3500% 11,61% 7,92% 6,40% 5,81% 5,75% 5,64% 5,66% 5,63% 5,65%

100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%

Xio X1 Xi2 X3 Xia Xis Xis Xi7 Xig Xio X20

65,11% 65,45% 65,24% 65,37% 65,29% 65,34% 6531% 6533% 6532% 6532% 65,32%
29,25% 28,91% 29,12%  28,99% 29,07% 29,02% 29,05% 29,03% 29,04% 29,04% 29,04%
5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64% 5,64%

100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100%
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Como podemos observar, los porcentajes, a partimdcierto momento se estabilizaban, y que
la «estabilidad» se consigue antes o después eidfudel nUmero de decimales que fijemos.

- Mediante el calculo de la tasa relatifa + 1) /x(n):

X2 Xs Xs Xs Xs Xs X7 Xe Xo Xio

Xq(N+1)/xy(n)
Xo(N+1)/x(N)
X3(n+1)/xa(n)

X2z Xa3 Xoa Xos X2s Xo7 Xog Xo9 X30 Xa1 X3z

xi(n+1)
xi(n)

Se observa que se estabiliza en 2,18, es diegjf,, ., ~ 2,18

- Mediante el calculo de la tasa instantanea dem’én'a’%
1A

X2 X3 X3 X4 Xs Xs X7 Xg X9 X10

Xq(N+1)-%(N)/%a(N)

Xo(N+1)-Xo(N)/%2(N)

Xa(nr+1)-xa(N)/xs(n)

Xu1 Xi2 Xi3 Xia Xis Xis Xi7 Xig Xi9 X20 Xa1

En este caso, se estabilizo en una unidad menoglqueso anterior, 1,18. Este resultado logicamsate
deriva deX™tD _ 1 _ xi(+D)-xi(n)
xi(n) x;(n)

aproximacién que exijamos.

. El momento en que se estabiliza, también depéndel grado de
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De esta forma, se di6 respuesta a las primerasocpagguntas planteadas para esta sesion. Pardaather
quinta, se tratd simplemente de cambiar los datomies en la hoja de céalculo donde se habiaizash los
célculos anteriores, observando que se llega anissos resultados de estabilidad, aunque en momenta
distintos. Incluso si se toman valores muy extrernomo por ejemplo escogiendo que alguno de logogru
inicialmente tuviera cero usuarios.

Es decir, a partir de la simulacién numérica condtse pudo comprobar la existencia de un ciegtaime
Nne, tiempo de estabilizaciom partir del cuaX,.; = a - X,, para un cierta real para n A,.

Como propuestas mas destacadas de esta sesion:

Qué pasaria si cambiamos el modelo de forma quérakro de invitaciones sea variable ¢Cémo
seria el modelo? ¢ Como afectaria a la evolucida G&V?

Hay alguna situacion inicial que nos permitiergdlea una estabilidad desde el momento inicial.
¢Por qué?

¢, Qué pasaria si cambiaran las condiciones de kocial?

¢Es posible que exista algiin mes en que la tast@veetle variacién de cualquier grupo sea igual a
0? Si es asi, encuentra el afio en que sucedeugldian sus condiciones.

¢, Cémo cambiaria nuestra matriz inicial (T) si Iesarios de la red no pudiesen marcharse?

Crear un modelo que no tienda a infinito, es degie tenga recursos limitados

Si la red social experimentara pérdidas de usuageémo repercutiria a la prediccion de la
evolucién del tamafio de la poblacion de usuarios?

¢ Es posible que alguna de las tres clases decrezca?

¢Hay alguna distribucién inicial de usuarios queigh@osible que el crecimiento relativo fuese
estable desde el inicio?

¢ Seria posible la extincién de uno de los rangos?

¢ Seria posible conseguir que la TRV se estabileatan mes previamente seleccionado?

¢ Podria suceder que la distribucién de la poblasntre usuarios Basic, Medium y Premium nunca
se estabilizara?

¢, Qué sucederia si la poblacion de usuarios Premiwdara restringida a un 10% de la poblacion
total?

¢Podriamos introducir de alguna manera en nuesdtoslos los efectos de una catastrofe natural
por ejemplo, que hiciese variar la tasa instantéfeavariacion temporalmente y que después
volviese a su estado normal?

¢ Qué tendria que ocurrir para que los tres gruposran el mismo nimero de usuarios?

¢,Como afectaria al modelo que tuviera que habemimmo de usuarios para cada tipo de
clasificacién de usuarios para que la red pudigmaibnar?

Es muy frecuente en empresas de todo tipo que gneansus usuarios en funcion de cuantos nuevos
usuarios consiguen captar. El gimnasio DIR por pjenrealiza un descuento a sus consumidores
en funcién de la cantidad de invitaciones que man&aponiendo que quisiéramos premiar de
algin modo a los usuarios que mas invitaciones amgndeberiamos dar con el modo de
contabilizar el nimero de invitaciones que han sidmdadas por cada usuario Premium.

¢,Como calcular el total (un nimero exacto) de umss@rEn el caso de que quisiéramos saber |3
poblacion total de usuarios para hacer un estugliBehchmarking, necesitariamos saber cual es la
poblacion total, para poder asi comparar con og@eas sociales, como por ejemplo Facebook.
Calcular los prondsticos de Basic, Medium i Premiantada mes un usuario se diera de baja de la
tres redes.

¢, Qué pasaria si los usuarios Medium y los Premiumnemomento determinado dejaran de poder
invitar a usuarios en la red? ¢ Cémo afectariaédiogr?

¢Podriamos encontrar un modelo que hiciera quebligion creciera hasta cierto mes para luego
decrecer hasta llegar a cero? Por ejemplo el héehmue la red social no evolucionara y se podria
quedar obsoleta con el tiempo.

[2)
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. A qué es debido que la distribucion de usuarios ded segun la categoria de pertenencia no se
vea modificado a largo plazo, al intercambiar latod iniciales?
. ¢, Cémo podemos realizar un prediccidon de los usuari@rgo plazo sin tener datos de los meses
anteriores?
. ¢ Si de repente la red social, decide suprimir apgrde usuarios Premium, como afecta esta
decision a nuestro modelo?
« Afadir otra categoria que esté formada por usuaims estén dispuestos a pagar una cantidad
mensual que les distinga de los otros por el hgalegpuedan promocionar su empresa u otra cosa.
. ¢ Qué sucederia si la tasa de crecimiento nuncataglizara?

Las preguntas que se plantearon para trabajarsgui@nte sesion fueron las siguientes:

Qo. Calcular analiticamente (sin hacer simulacion ago plazo) el valor dex para que se cumpla la
condicién X(n+1) =aX(n).

Q1o Calcular analiticamente el instante de tiempampartir del cual se cumple la relacién anterior.

Qq1- Propuestas

En la sesion anterior, mediante la simulacion nigcados alumnos pudieron constatar que a largooplaz

tasa de variacion se mantenia constante. Tambafiarpn comprobar que esta estabilidad se consegtga

o después en funcién del grado de aproximacionadeséPara poder verificarlo analiticamente se debie

hacer varias consideraciones:

(3) La poblacién en el momento+ 1 es igual a la poblacién en el instante antarids un coeficiente
constante, es decX(n+1) =X(n) +rX(n) = (1 +r)X(n) = aX(n).

(4) SiM es la matriz que contiene los porcentajes deiti@nsde un periodo a otro, se cumple B+1)=

M- X(n).

Por tanto, considerando ambas, se obtuvo la igdaMaX(n) = aX(n), cuya resoluciéon equivalia &{
a-lg)-X(n) = 0, es decir, se debia resolver el polinomiacristico.

0,15 —« 4 3
Tomando de nuevo el casodet(M —a - 1;) =0 < det( 0,75 05—a 0 ) =0
0 025 09—«

—a3 +1,55a? + 2,34a — 2,07 = 0 © {a = —1,3423},{a = 0,7051}, {a = 2,1872}

Al resolver esta ecuacion, aparecieron tres valprepios. Se descart6 tanto el negativo como efimf a

uno ya que nuestra poblacion era creciente y stelinfinito. En nuestro caso, la solucion que imasresa
. . . . 7 L. . i 1

serda = 2,1872, valor que ya nos aparecia en la simulacién nuaéuanddim,,_, % = 2,1872. Por

i

tanto, ya se puede contestar a la primera de kxtiones planteadas en esta sesion: el vatpre satisface

Xi(n+1)
Xi(n)

caracteristico dM- o:l4, concretamente un valor propio mayor que uno.

X(n+1)= aX(n) a largo plazo, o equivalentementan,,_,

, €s una de las soluciones del polinomio

Para dar respuesta a la segunda cuestion, necesigaroontrar el instantg a partir del cuak(n+1) = a-X(n)
dondeX(n)= M"-X(0). Por tanto, necesitariamos poder calcular termian-ésima deM. Dado que la dicha
matriz no es diagonal, debemos recurrir a la texisie diagonalizacidén explicada en las clasesatéat

Se les explicé que la calculadora wiris ofrece ooa sola orden poder encontrar las matricesK™ que
permiten escribiM de forma diagonal, es dedWi=K-D-K™*. De manera que se pueda calcular la potencia nf
ésima deM facilmente:L"=K-M".K™.
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En nuestro caso 1:

—1,3423 0 0 1 —0,21319 1 0,57165 —1,13742 —0,76485
D= < 0 0,7051 0 ); K= <—0,4-0711 —0,77959 0,4-44-53); K™= (—0,06179 —-0,04573 095117 )

0 0 21872 0,04539 1 0,08634 041516  1,12767 096763
—1,3423" 0 0
"=(K-D-K)'=K-D"-K'=K- 0 0,7051™ 0 K1
0 0 2,1872"

Para comprobar para qué vatpise cumplevn > n,: P(n + 1) = a - P(n)
Si queremos encontrar el valormeon un grado de precisiéon 40
| —1,3423|" ~ 0,01
0,7051™ = 0,01
2,1872™ = 0,01
Aplicamos logaritmos y nos quedamos con el valos grande:

log0,01
" o (= 134z23) 64
log0,01
"= g (07051 1317
log0,01
= 5,38

n=———————

log (2,1872)
Asi, la estabilidad se dara a partir del 13° meswm precision de ) coincidiendo con el valor encontrado
mediante la simulacion numeérica.

Algunas de las propuestas méas destacadas queitosad han planteado fueron:

e ¢Qué pasaria si cambiamos la situacion inicial?lvgevia a estabilizarse en el mismg?, en caso
contrario ¢ por qué parametros podria estar causado?

e Si cambiamos nuestra matriz A, ¢ siempre podriamosngrar su matriz diagonalizada? ¢ Por qué?

e ¢ Cblmo cambiaria el modelo si pusiéramos un lingitesdiarios en la red?

« ¢ Cual seria el mes en donde se estabilizaria lagéb si el total de usuarios sumasen 10000?

e ¢Qué pasaria si en la diagonalizacién todos fuEPagQué condiciones llevarias a cabo para sacar u
resultado?

» ¢ Como repercutiria a nuestra matriz si tuviéranmolénuite de usuarios Premium?

» (¢ Como afectaria el modelo si la poblacion fuereadar, no pudiesen entrar, ni salir, nuevos usuarios

« En caso de que los usuarios decrecieran, encahtaéio «N» de dicho descenso.

» ¢Podriamos encontrar una matriz que nos reflegav@lbtilidad en el nUmero de usuarios, es decir,
que después de llegar a un maximo de usuarios aarera descender el uso de la red y
posteriormente volviera a experimentar un aumentsueuso?

« Hacer el proceso inverso, es decir, encontrar fdag@n inicial conociendo la Matriz de Transicipn
el punto fijo donde se estanca la poblacién.

« ¢ Podriamos encontrar una matriz M tal que la mAtnip creciera?

* ¢Qué sucederia si solo mayores de edad pudierear entesta web? ¢Cambiaria el esquema de |
web? ¢ Aumentaria o disminuiria la poblacién?

» ¢ Seria posible fijar previamente el mes en el guatemos que la poblacion se estabilice?

» ¢Cbomo deberia ser la matriz L para que la poblatg@reciera a partir de un mes t?

+ ¢Existe algun método especifico para saber cuildealores propios es el que se refiere al indice
relativo de variacion?

« ¢Podriamos encontrar, en otra situacién, que kxs Malores propios no se adecuaran a nuestr
poblacion? ¢ Qué fueran negativos los tres?

« ¢ Podria suceder que la distribucién de la poblaendre usuarios Basic, Medium y Premium nunca se
estabilizara?
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¢ Podria suceder que algin grupo a largo plazoesiacgisin usuarios?

¢Necesariamente se tiene que utilizar el valortipogbara estudiar la progresion geométrica? ¢Qué
pasaria si hubiesen dos valores positivos comaisold ¢, Cual de ellos deberia escogerse?

Como hemos visto en este caso, del calculo del yatipio (vaps), se obtienen tres valores de los
cuales dos son negativos y uno de ellos es posi@waincide a su vez que el valor positivo es
equivalente al valor de alfa (buscado), valor geede a infinito mientras que los dos restantes
tienden a 0. Nos preguntamos si eso es una reglaeuepita siempre o que solo pasa en alguno
casos (como en el nuestro). ¢ Cémo podriamos igeeist?

Tal y como se ha observado tras los calculos sz, detectamos una relacion establecida entre Ia
matriz diagonal (D) y la tasa relativa de variaciBlos preguntamos en qué consiste tal relacion y
¢cudl es el factor que nos permite encontrar #dfsa (relativa de variacién +1) como uno de los
componentes de la matriz D?

¢, Coémo podriamos hallar el tamafio de la poblaciGmdees determinado de cada tipo de usuario?
¢,Como se modificaria la poblacion si en un mesrgh@ado a la red social permite la entrada a
cualquier persona sin necesidad de invitaciéon?

¢Podriamos encontrar analiticamente la combinatgdporcentajes de cada grupo respecto el total a
partir inicamente de la matriz L?

¢Podriamos encontrar, en el supuesto que existiea, matriz de transicion en el caso que la
poblacion Basic estuviera limitada a un nimerordatedo de individuos?

En el supuesto que la poblacion Basic estuvieratdda, ¢lLas demas poblaciones acabarian
estabilizandose en un momento determinado?

Partiendo de una matriz de Leslie, ¢,cémo es pogileaunque variemos la situacién inicial de la que|
partimos, la estabilidad se dé en el mismo mes?

¢, Qué pasaria si cambiaramos la matriz de L, es decambiaramos el repartimiento de los usuarios?
¢,Como afectaria a la evolucidn del crecimientdayestabilizacion? Seria igual...
Encontrar la tasa relativa de poblacion pero estaewm vez de por meses por afios.
Hacer un estudio de una red social en la que lgariss disminuyan, para ver cOmo se puede expresg
mediante matrices.

¢Existiendo algun tipo de movilidad entre las &mdifites categorias de usuarios pero la poblacion |
considerasemos cerrada, como se plantearia ekepnaBl

¢JInfluiria en el instante de tiempo concreto cuasalestabiliza la poblacién si hubiese cambiosen |
situacion inicial de la que partiamos?

¢Produciria algin cambio significativo en los cldsurealizados, la incorporacion de una nueva
categoria de usuarios totalmente dependiente d&edasas?

Estudiar la dinamica de poblaciones de manera tmaaligrafica y numérica segun edad y sexo
utilizando la matriz de Leslie y predecir la evaducde cada tipo.

¢ Qué pasaria si los tres tipos de poblaciones aaysr picado, es decir la red social se quedara cop
muy pocos miembros? ¢ COomo se podria tomar la deds cerrar o no la plataforma?

Estudiar el caso en que las invitaciones son etidas. Es decir, la matriz de Leslie queda susétuid
por una matriz de transicion, ¢ qué nuevas carstibex$ aparecerian?

¢, Qué pasaria si los usuarios Premium tuvieranaghafde caducidad en la red?

Si existiera una limitacion para los usuarios Bdsid 00.000, ¢ Cuando se llegaria a dicho limite?

14

=

0
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6. Andlisis a posteriori de la implementacion de BREI

6.1. Crénica de los recorridos y materiales de clas

Hemos presentado hasta aqui el disefio y andlisigriaai de diferentes REI
experimentados, tanto desde el punto de vista geakeeologia matematica esperada
como de su organizacion didactica. La experimeditadie estos REI se ha llevado a
cabo en condiciones relativamente analogas endseguefiere a la organizacion global
de la asignatura y al papel e importancia delrtaéemodelizacién dentro de la misma.
También podemos suponer que el perfil del alummiEdta Facultat d’Economia 1QS
(actual IQS School of Management) se ha mantenastahte homogéneo. Hay dos
variaciones que merece la pena comentar. La prirafeta al profesorado de los
talleres. Como ya hemos, entre los profesores gigeetion las experimentaciones de
los REI para los cuatro grupos de los dos primerwosos considerados (2006/07 y
2007/08) habia tres participantes de nuestro gmgpoinvestigacion en didactica,
incluyendo a la autora de la memoria. A partir deiso 2008/09, este grupo de
profesores paso el relevo a una profesora Uniqzomeable de todos los grupos de
matematicas de primer curso de ADE, que contd esioces con algun profesor
asistente para la gestion del taller (esencialmiastesesiones de trabajo en clase y la
correccion de los informes). La segunda variacidapartante han sido los distintos
dispositivos didacticos que se han ido implemerdaradi como las adaptaciones y
modificaciones que han sufrido hasta llegar a leméo estable que mantienen
actualmente. Estas modificaciones han servido paegorar las condiciones de
desarrollo del taller, dadas las capacidades ynpitédades de los alumnos y de la

profesora.

La descripcidon de lo que seria una dinamica «nadzadd» de los talleres tal como se
han realizado hasta la fecha se ha presentadorera fde diario de sesiones. Este
material es el resultado de «fusionar» las digiotanicas de las sesiones de los talleres
gue hemos recogido durante estos afios. Contierge ltodnformacion que hemos
considerado necesaria para reproducir el desardellan REI en el aula, incluyendo
algunas de las principales respuestas de los gdeestudiantes durante las puestas en
comun. Constituye asi una importante fuente denmdcion empirica del desarrollo en

clase de los REI experimentados.
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Para complementar esta informacion presentamos amego 4.2 los informes que los
secretarios de cada sesion por grupos presentaroada uno de los tres trimestres del
curso 2010/11. Se ha respetado tanto su presemtegiio su redactado, habiéndose

solo realizado alguna ligera modificacion paralfi@eila impresion.

6.2. Cuestionarios a los alumnos

Otro factor que hemos querido analizar es la veibnaque los alumnos aportan sobre
las experiencias realizadas de los recorridos tigliese investigacion. Para ello, se ha
pasado al final de cada uno de los talleres untionesio a cada alumno, siempre el

mismo durante todos los cursos.

El cuestionario (que se puede consultar en el ade3Xp consta de treinta y cuatro
cuestiones, veintiséis de las cuales correspongeagantas en las que se debe valorar
del uno al cinco (de menos a mas) diferentes aspeetacionados con la dificultad, la
duracién de las sesiones, la metodologia usagapel de los profesores, la cantidad de
trabajo, la organizacion, etc. En otras cinco,ide pl alumno que aporte aspectos tanto
positivos como negativos del desarrollo del talecomentarios generales de interés.

Las tres ultimas corresponden a la identificaciéingdupo y trimestre.

A partir del analisis de las respuestas a todaghasestas pasadas a los estudiantes
hemos extraido algunas conclusiones que pasaremdstadlar a continuacion,

siguiendo el orden en el cual aparecen las preg@ma| cuestionario.

- Cuestiones de valoracion

En primer lugar, tanto el nimero como la duraciériad sesiones dedicadas a realizar

el taller son bastante bien aceptados por los iestes.

Una constante en las repuestas obtenidas es lale@wdn que tienen sobre el alto
grado de dificultad que ha representado el tallgresar de ello, les ha suscitado mucho
interés y consideran que esta relacionado condoteridos del curso, permitiéndoles
ver el lado préactico de la teoria estudiada ereclaan asi, les resulta complicado tener

una vision global del problema tratado.
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Sobre el contenido matematico que los alumnos at@reen el taller, observamos que
hay diferencias entre sus consideraciones sobteolda y la practica. Mientras que
mayoritariamente les parece correcto el conteredado, la opinion sobre el practico

es que es excesivo.

Los alumnos creen que el trabajo del taller se delsarrollar principalmente fuera del
horario establecido, pero manifiestan que no haiddedemasiados inconvenientes para
reunirse y trabajar. Respecto al trabajo en grigsoalumnos destacan el buen ambiente
con el que han trabajado. Este punto es imporiantgie son alumnos que se acaban de
conocer. También subrayan las pocas dificultades Ips ha supuesto repartir
responsabilidades y la facilidad con la que se &daptado al trabajo en grupo.
Consideran que los resultados son mejores al &aleaj grupo que si lo hicieran de

forma individual.

Sobre los informes que deben entregar, tanto sémeng como al final del taller, los
alumnos dicen no tener excesivas dificultades padactarlos, que las puestas en
comun y las correcciones posteriores les ayudammazingue la figura de la profesora

no es determinante para el desarrollo de su trabajo

Sobre el uso del ordenador como herramienta deelrtdbs alumnos opinan que se
sienten muy cémodos utilizandolo y que durantealérnt han aprendido a utilizarlo
mejor, ademas el uso de las TIC les facilita mwadlicabajo en matematicas.

Los alumnos no consideran que el peso otorgada eoté final al taller sea excesivo.

- Aspectos positivos

De forma bastante generalizada, los alumnos haacitomo aspectos positivos el
trabajo en grupolanueva vision de las matematicagl uso de las TICAhora bien, el

analisis detallado de las respuestas a las ensuestapermite ampliar cada uno de
estos puntos, y aunque en muchos casos se tratanuentarios unipersonales, nos

parece interesante comentarlos.
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Los alumnos no estan particularmente habituadtalzjo en grupo en la asignatura de
matematicas en secundaria, es por ello que susntarnos, aunque se realicen de
forma puntual, nos pueden dar una vision muy ang#igos problemas con los que se
han encontrado frente a esta nueva forma de traliajosu gran mayoria, los

comentarios sobre el trabajo en grupo son posjtiasno por ejemplo: hay

«colaboracion», «cooperacion», «compafierismo», ndamebiente en clase», «hemos
creado lazos mas fuertes», se «fomenta la amistadmite «conocer mejor a mis

comparferos» y «mejorar relaciones con las perspadawez que «me ayudan en mis
carencias». Y a nivel de trabajo: les ayuda a «saiganizarse», «aprender a repartir el
trabajo», «ayuda a espabilarse», consigue «dinamigrxintercambio de opiniones»,
«es un incentivo del trabajo pensar que una pegapeddacion de cada miembro crea
un gran trabajo», permite hacer una «exposiciontrdblajo al frente de la clase» y
ayuda a «aprender a redactar informes sobre unprdstico y comentarlo». También

permite «delegar responsabilidades» y «aprendabajar para el grupo y no solo para
ti», lo que lleva a «poder discutir varias opcionefomentando el «sentido de la

responsabilidad».

El aprendizaje y uso del ordenador es consideradimmina mayoritaria como otro de
los aspectos positivos, y entre los comentarios megstidos encontramos «aprender
Excel y Wiris» y «aprender a resolver (y presengagblemas matematicos con el

ordenador».

Sobre el taller propiamente dicho, los alumnos @den en destacar que les ha
permitido ver la «aplicacion practica de la teaisdia en clase», y por tanto, «aprender
a resolver problemas y situaciones de la empresantegrar las matematicas en las
ciencias sociales». Valoran muy positivamente ratlajo con empresas reales», ya que
«ayuda a entender econOmicamente las matematicasaprgndes a interpretar la

realidad de la situacién de una empresa». Estaanuision que destacan los alumnos
sobre las matematicas se ve reflejada en diferentegntarios como los que citamos a
continuacion: «es un reto hacer un trabajo sirdepknos ayuda a entender», «obliga a
pensar y razonar», «aprendemos mas», «sirve paarroéar mejor problemas

abiertos», «te hace reflexionar sobre aspectos nmaditos», «nos ayuda a buscar
alternativas para poder resolver problemas», «ayudafocar de forma global el

problema», «wva mas alla de simples formulas mateasat, «mejora en la capacidad
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personal de resolver los problemas», «manera der haenos mondtonas las

matematicas», «entretenido», «interesante».

De cara a la evaluacion, algunos alumnos comentan«@yuda a estudiar para el
examen» con «opcién a subir mucho tu nota finabr. &lo, «obliga a llevar la

asignatura al dia», aunque debes hacer una «b@sgreua de informacidn».

En las encuestas analizadas del curso 2010-11 temcws que valoran muy

positivamente «seguir con el tema del trimestrerar.

- Aspectos negativos

Sobre los aspectos negativos encontramos como tadms$recuentes la dificultad del
problema, la cantidad de tiempo necesario parazaglm — quitdndoles tiempo para
estudiar —, y los inconvenientes de tener que quiesgia del horario de clase para
realizarlo. También consideran que los contenigdsadler tienen poca relacion con los
contenidos explicados en las clases magistralegeyariben muy poca informacion de
lo que se debe hacer en el taller, perdiendo dewh@adiempo en averiguarlo. Las
sesiones de seminario se hacen demasiado cortapneguntar las dudas y consideran
gue la profesora les ayuda poco. A pesar de haloentado el trabajo en grupo como
esencialmentpositivq en esta seccidn encontramos que aparece aspaato negativo
por el hecho de que no todo el mundo se implicéadmisma forma y se producen

tensiones dentro de los grupos.

A continuacion, mostraremos algunos comentariogetacion con cada uno de los

aspectos acabados de citar:

- Sobre la falta de guia en el talter

De un lado, los alumnos se quejan de la poca quiatemla por la profesora para
desarrollar el taller, asi recogemos comentariorococa veces necesitariamos mas
ayuda», es «poco guiado» y «sin pautas a seguoshay paradmetros para saber si vas
bien encaminado a la hora de resolver el problerg@eoca informacion por parte de la
profesora».

La otra gran queja que hacen los alumnos versa sblpoco tiempo del que disponen
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en clase para resolver dudas. En esta linea enowmrgrfrecuentemente comentarios del
tipo: «poco rato para solucionar dudas», «nos auastho realizarlo» y «seria mejor si

pudiéramos consultar con el profesor mas diasta gara hora de clase».

- Sobre el trabajo en grupo

Principalmente hay tres quejas sobre el trabajgrepo, una es la falta de implicacion
de algunos miembros del grupo, otra sobre lasulifides encontradas para reunirse
fuera del horario escolar y la uUltima sobre lascdifades de llegar a consensos. En
relacion a la primera, encontramos comentarios cowrfalta de compromiso»,
«conflicto con compafieros que no trabajan», «méigildorganizarse con gente sin
voluntad de trabajar. Desmotiva y hace perder muwhitempo», «trabajar en grupo
sirve para que una haga el trabajo y el resto wbserEn la vida real todo es
individual».

Sobre las dificultades de reunidon encontramos easves un poco complicado quedar
con el grupo completo» y sobre las dificultadedelgara a acuerdos comunes entre los
diferentes miembros del grupo: «a veces cuestarpomie acuerdo», «es dificil llegar a

una conclusion en comun».

- Sobre la dificultad matematica del taller

Una parte muy importante de los comentarios sobsealspectos negativos hacen
referencia a la dificultad matematica que encuaniva alumnos sobre el taller. Asi,

encontramos comentarios del estilo: «falta de @egrika veces necesitamos ayuda
externa», «nos cuesta aplicar los conceptos», «prphlcacion para hacerlo y no

sabemos usar el ordenador», «mucha de la matesa ha visto en clase», «no explicar
el problema antes de hacerlo», «tenemos que reguieklemas sin saber los pasos ni
qué sentido tiene», «te encuentras ante problemasng sabes resolver», «poca
relacion con las matematicas», «se tendria queciéispe mas el contenido y

propuestas de los seminarios», «dificultad en hallgplanteamiento en algunos casos»,
«muy dificiles para aquellos que no son buenosaeméticas», «hacen perder muchas
tardes, y no sirven para comprender mejor la agigia, «a veces no se acerca mucho
a los casos reales», «mucha exigencia para cosasumga hemos tratado», «la teoria

gue teniamos que buscar a veces era bastante cad#plj «los ejercicios no tienen
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mucha relaciébn con matematicas. Seria mejor pasarainario una clase de repaso»,

«no me ha ayudado a entender la teoria», «demasiddoo», «cuesta arrancar».

- Sobre los informes y exposiciones

En secundaria, no es habitual ni la elaboracionindegrmes matematicos ni las

presentaciones orales, por lo que de antemano salgune va a suponer una dificultad
afadida al componente matematico. Al analizar lasuestas, esta suposicion se
corrobora y encontramos comentarios como: «necesganuchas horas para poder
redactarlo», «redactar y sacar conclusiones detrité», «el informe individual es muy

pesado», «dificultad para redactar», «ser seapetarexposiciones», «propuestas de
cada sesion», «la explicacion de lo que hay quertadsberia darse antes del dia de la

entrega de ese informe»,

Pero también encontramos quej@enicas como por ejemplo: «poco tiempo de
entrega», «demasiadas entregas», «la forma derlemyia<demasiado valor a las
presentaciones, expresiones, conclusiones..., ysnanobjetivo del problema», «poco
flexible en las fechas de entrega», «la durezaedetgrimer dia en los métodos de

envio».

Y sobre la forma de evaluar: «no puedes puntudrabhajo individual», «entregar el
informe el dia del examen final», «no se hace yogxion final con todo el seminario
hecho de un trimestre», «dura correccion», «exjpoees cortas y no hay una global

donde se pueda ver el contenido de todo el trigestr

- Sobre el uso de las TiC

Los comentarios sobre el uso de las TIC varianiderablemente segun se trate del
primer trimestre o el resto. En los dos ultimos awwstumbran a sefialarse como
aspectos negativos, y las pocas criticas hacereneia a las dificultades de «tener que
escribir ecuaciones a ordenador». En cambio, prirekr trimestre de cada afo, cuando
todavia no se ha visto en profundidad Excel en dmnatura de informatica,

encontramos muchas referencia al uso de la hogldalo: «no sabemos trabajar con

Excel», «demasiado Excel con poca explicacion te»es
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- Sobre el impacto del taller

Otros aspectos negativos que encuentran son, pampkj, que el taller da «mas
trabajo» que la propia materia, «nos quita claséadas», «no tendria que contar en
junio/septiembre», «se junta con los demas trabagsamenes», hacen «dificil llegar
al diez» y «se ha de hacer informe individual caewidnen los examenes».

O valoraciones globales como: el taller es «mutigpo» y «poco Util», consideran
gue es «demasiado rebuscado», «es un poco abstraespeso», «<N0 Muy interesante»
donde «no he aprendido muchas cosas» y provoa&seest

- Comentarios generales

Finalmente, presentamos una muestra de algunosntames que no han sido citados
ni en los aspectos negativos ni positivos y quelltas interesantes para esta
investigacion. El conjunto de todos los comentageserales se presenta en el anexo
4.4:

[...] afadiria un ejemplo para que a los alumnossie® como guia para iniciar la

investigacion.

- A veces ante distintas opiniones no nos ponemasderdo porque no partimos de
unos apuntes iguales.

- Podrian afadir una clase mas de seminario pardveestudas sino demasiado
trabajo en casa.

- [...] es muy util para encontrar un sentido econéméosa que nunca imaginé que
fuese tan sencillo.

- Quizés seria muy util colgar teoria en la blackboar

- Laidea de un secretario es indispensable.

6.3. Entrevistas con alumnos

6.3.1. Organizacion y metodologia de las entresista

Al final del curso 2010-11, se realizaron una sdegeentrevistas a alumnos de primer
curso con el fin de obtener su valoracién sobrediterentes talleres realizados a lo

largo del curso. Dichas entrevistas se hicieronredespacho de la propia universidad y
en todas ellas habia dos profesoras, una que Emrabuntas abiertas a grupos de tres

214



0 cuatro personas Yy otra que transcribia simultheate sus respuestas. Esta forma de
hacer, nos parecié una forma mas informal para ddroen ciertos aspectos que
posiblemente en una entrevista uno-a-uno hubiesersas dificil. Ademas, el hecho
que los alumnos no conocieran a sus entrevistadesadio mas libertad para hablar
abiertamente de sus opiniones. Las entrevistadendsn un guion de preguntas que se
iban adaptando a las respuestas que se iban otmtenjgue se puede consultar en el

anexo 4.5).

Se realizaron tres entrevistas, una para cada gilepalumnos. En cada entrevista
participaron 5 0 6 alumnos (uno por cada grupcatejo del grupo clase) elegidos por
la profesora de la asignatura. Durante la clasmaematicas, se pidié a los alumnos
que se reunieran en el aula contigua para redéizamtrevista. Todas duraron alrededor
de 20 minutos. A continuacion describiremos loseaes mas relevantes que hemos
extraido de dichas entrevistas, siguiendo la dstraiprevista en el guion.

6.3.2. Novedades que representa el taller

La mayoria de los entrevistados destacan la novedspecto a lo que estaban
acostumbrados en secundaria. Como no lo han hetés, d&s cuesta saber qué tienen
que hacer. Reconocen que el paso del tiempo lgsehmitido acostumbrarse a esta
nueva forma de trabajo. Nos parece relevante indjga algunos alumnos que habian
realizado el «curso cero» en septiembre comentareréaja que sentian respecto al
resto en relacion con la forma de trabajar enllerta

Comentan lo perdidos que se encuentran en un pionain saber donde buscar, ni
coémo utilizar lo encontrado y como muchas vecesrseontraban ante diferentes
caminos que parecian llevar a la respuesta corrEsta rompe también con lo que
estan acostumbrados. Desde un principio, la proddes explico que ella los guiaria en
el proceso pero sin dar la solucion, y que recaidog propios alumnos el peso del

estudio.

A nivel organizativo les ha costado acostumbraed®dd a que el trabajo en equipo no
es habitual en las matematicas del bachilleratquy se afiade la dificultad del trabajo
en equipos de personas practicamente desconodddisnas, el trabajo requeria
reuniones fuera del horarascolary esto lo presentan como un handicap debido a las
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obligaciones personales de cada uno de ellos. Autoavaloran por lo novedoso y

beneficioso. Muchas veces alguien del grupo ahméanueva via y eso les permitia
avanzar. Trabajando individualmente no pasa. Dastéormas apuntan ampliamente a
las dificultades interpersonales que han ido apamdo a lo largo de los trimestres. La
implicacién de todos los miembros del grupo nogesli, con lo que el trabajo deja de
ser colectivo y eso hace que los miembros del grgpe trabajan» expulsen del grupo

a aquellos que «no lo hacen.

Otra novedad que aporta el trabajo del taller esldhoracion de los informes. En
general comentan que todos los miembros del grafabaraban, ayudandose entre si.
La mayoria de los alumnos entrevistados aseguraraquesar de creer tener facilidad
para redactar, se han encontrado con bastantesltdifies a la hora de hacerlo en
términos matematicos, ya que nunca antes lo hdtgieimo. EI hecho que los informes
se entregaban a la profesora y esta los devolviagidos con muchos comentarios,

hacia que los grupos mejoraran su forma de redactar

La figura del secretario también es nueva. Parangl@ tocaba realizar dicha tarea lo
obligaba a hacer una sintesis de todo lo trabajapdomo posteriormente se publicaba
en la plataforma digital de la universidad, eloa$t los alumnos se beneficiaba de ello.

Aun asi, comentan que a medida que pasan las sss&sia consulta la utilizan menos.

Para la redaccion del informe individual, los alesentrevistados comentan que no les
ha costado nada ya que con los apuntes tomadddaier los informes del secretario
y las aportaciones de los miembros del grupo, hdigiente para hacerlo. Comentan

que la profesora insistia en explicar lo mas ingrag, obligandoles a sintetizar.

Sobre otra de las novedades de los talleres, Esemiaciones orales de los grupos,
algunos alumnos consideran que es una satisfasaldna exponer si el seminario ha
salido bien. Ademas que les ayuda a repasar todstio. Muchos reconocen que el
miedo a no hacer el ridiculo en una posible expasides obliga a esforzarse en dicha
preparacion. Al principio sentian mucho respetogmerse delante de sus compafieros,
pero con el paso del tiempo, los alumnos se hast@obrado y se sienten mas

tranquilos. Para algunos, las presentaciones aesdémasiado largas, sobre todo si el
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grupo que ha salido a exponer no lo tiene biengreglp y la profesora debe interrumpir

frecuentemente.

Un aspecto que destacan positivamente de formdamedss el papel que desempefia la
profesora. Destacan la estructuracion de las ssipncomo evita al maximo dar la
respuesta, «obligando» a los alumnos a buscar fll@s la solucién. Tan solo guia

dando indicaciones pero siempre disponible pardaya todos los grupos.

6.3.3. Contenidos matematicos

El hecho que se trabaje un tema cercano —las sededes— favorece la implicacion de

los alumnos en el taller. Aunque creen mayoritagisi® que las preguntas que guian los
talleres son un poco forzadas. Y algunos apuntaraguparece un poco pesado trabajar
siempre con el mismo problema. Pero la gran mayoeien que el estudiar un caso con

el que llevan familiarizandose tantas semanadijtéaentender las nuevas cuestiones.

Creen que hay mucha relacion entre lo vistclase magistraly lo que se ve en el

taller. A veces se ve en clase primero y se utdimael taller después, pero a veces
sucede que se requiere de alguna herramienta mniatgnag@ie no se ha estudiado
todavia para continuar y asi se justifica que piosteente se estudie en teoria. En
general dicen que se trata de una aplicacion peaeti el taller de lo visto en clase. Les
ha gustado que el trabajo del taller se completanaotras herramientas: Excel, Wiris,

etc.

En las sesiones de seminario donde deben tral@jarypo, los alumnos se quejan que
son demasiados grupos con dudas para un uniceprof@ue a veces la espera es muy
larga. Este problema se agrava cuando la duddisera no saber cdmo continuar. En
general, los alumnos destacan la actitud de trab®jos comparieros en estas sesiones.
Hay veces que la duda es comun para muchos grulzoprgfesora la explica en voz
alta para todos. Al principio todos los alumnodaaruna dependencia muy grande de
la profesora, pero a medida que se han acostumlardg@dorma de trabajar y se han
apropiado de la cuestion, esta dependencia es nfersta el punto que muchos de ellos
comentan darse cuenta cuando «van bien» y cuanddme@omentario que nos ha

parecido relevante en este punto es el de un algmesubraya la importancia que le
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ha dado al hecho que «la profesora haya hechoidepgrque asi se acostumbra a que
el dia de mafiana no se lo den todo hecho».

Sobre los contenidos que se ven en el taller, llamreos no consideran que sean de
excesiva dificultad y que practicamente todo esséoven el bachillerato. Para los
alumnos la complicacion no radica en los contengiog en la manera de formular las

cosas, y en la forma de entregarlas.

Sobre la relacibn de la asignatura con las mateasatidel bachillerato creen
mayoritariamente que en la universidad han vistouslidad, mientras que en el
bachillerato se limitaba a aprender una serie theeqos sin ver su aplicacion. Todo
era mas mecanico y ahora es mas relacionado aealldad. Creen en general que la
exigencia es alta, y que los que vienen del bachtlh cientifico o tecnoldgico estan
mejor preparados. Los que vienen del bachilleraioiab se quejan que en las
matematicas que vieron aparecian algunos ejerail@dseneficio, pero en general no
habia aplicacion a la economia, y en cambio, agsi dos los problemas tienen
relaciéon con la economia y empresa. Asi un alunamzlaye que «lo que falla en las
matematicas del bachillerato social es que la gemteabe porqué hace las cosas y por

€s0 no les gusta las matematicas».

La busqueda de informacion necesaria para el ddsardel taller ha venido
principalmente de dos fuentes. Una es la teoriaititia en las clases magistrales y la
otra, internet. Aunque sobre esta Ultima, comeqtantodo es muy matematico y no lo
entendian. También han recurrido a familiares y gami con conocimientos

matematicos, y libros de texto matematicos.

6.3.4. Comentarios generales

Finalmente les pedimos a los alumnos que hicienanvaloracién de aquellos aspectos
que consideraban mejores y peores del desarrolldalier. Como peor aspecto del
taller consideran la indisciplina de algunos miewsstatel grupo (se quejan que personas
gue no han trabajado nada tengan nota gratis, euntp posterior reflexion les lleva a
aceptar que son ellos quienes lo permiten); qua hag pregunta en el examen (creen

que estan de sobras evaluados con todo el trabejdian hecho en el taller y ademas,
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gue representa un porcentaje muy alto); que ocupacho tiempo en su desarrollo (les
parece corto de tiempo para la gran cantidad dejtra realizar) y tener que redactar el
informe y las propuestas de nuevas preguntas.

A nivel positivo, destacan que acaban aprendiendohisimo mas que con la forma
tradicional de ensefianza. Permite ver la aplicaaida realidad. El trabajo en grupo
muestra de lo que es capaz cada uno de hacercBrestiauso del ordenador.

6.4. Entrevista con la profesora

En abril de 2012 entrevistamos a la profesora resgdae de los talleres y la asignatura
de Matematicas de los ultimos afios en IQS Schodlasfagement, Vanessa Serrano. A

continuacion mostramos la transcripcion de la ergta:

(1) En el primer taller que realizaste como profesgrpé dificultades, qué resistencias
propias y qué resistencias de los alumnos encoergQué diagnostico harias de la
situacion en la que realizaste el taller? ¢ Quégstasiel taller? ¢ Tuviste tentaciones de
eliminarlo? ¢ Qué aspectos positivos/negativosdie 4l taller?

Como profesora, una de las mayores dificultadesordreda durante el primer
seminario consistia en controlarse a la hora derhexplicaciones a los grupos de
trabajo (los alumnos intentan habitualmente exti@menaxima informacion posible del
profesor y no siempre es facil contenerse). Tamhiésultaba algo complejo
transmitirles que el profesor no conoce exactam@npwiori) la respuesta al problema
(o que la respuesta no es Unica o que, inclusalepne existir respuesta final), suelen
esperar que el profesor les confirme en cada pasicalo realizado si el resultado es
correcto (considerando que el resultado puede @@eato 0 no, no hay términos
medios).

Por parte de los alumnos, lo mas complejo fue queptaran el nuevo contrato de
aprendizaje. Los alumnos suelen esperar preguntagetas de respuesta inmediata y
suelen confundir las preguntas mas generales (exposle situaciones abiertas) con
una falta de objetivos claros a largo plazo. Cuaidan grupo realizaba una exposicién
oral, los demas grupos tendian a infravalorar é=mo ce no coincidir) las herramientas

propias utilizadas ya que las del grupo expos#oian el visto bueno del profesor.
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Uno de los principales problemas en la aplicaciéinséminario durante el primer afio
como profesora fue la aceptacion del contrato @otepde los alumnos y, en cierto
modo y a veces como consecuencia, la aceptacigmaproos alumnos no valoraban
inicialmente el nivel de aprendizaje que llegabatcanzar y terminaban por considerar
gue les quitaba tiempo para el estudio de la asigmdexcluyéndolo como parte del
proceso de aprendizaje). Todos estos problemasesenf suavizando a medida que
avanzaba el curso y, sobre todo, a lo largo dafies (a medida que los seminarios se

iban institucionalizando).

De los principales aspectos positivos encontragstadaria el hecho de que pese a que
la cantidad de conocimientos matematicos (o0 no mmieos) que aparecen en el
seminario es menor a los que podrian haberse adgdan una clase magistral, el nivel
de asimilacién y comprension por parte de los abhsne@s mucho mas elevado. Los
alumnos podian ver (aunque no siempre estabanspregitos a ello) la situacion o

problematica que serviria de razén de ser del goreeurrir a ellos (la motivacion).

Como inconvenientes, como ya he comentado antezitten debo destacar el gran
esfuerzo que suponia conseguir que los alumnogdasaapla nueva metodologia de

trabajo y mantener su nivel de motivacion.

(2) ¢, Qué cambios has ido introduciendo en los talldecks afios sucesivos y cuales
fueron/han sido las motivaciones que te llevaranllevado a ello?

A lo largo de los afios y, a peticion de una gragaria de los alumnos (observaciones
recogidas en los cuestionarios facilitados durahturso), se ha ido variando el peso
del seminario dentro de la asignatura (se ha rdduaunque no en gran medida). Por
otro lado, se ha ido estableciendo que las entregas quincenales en lugar de
semanales para dejar algo mas de tiempo al tramagrupo dentro del aula (también

quincenal).

Otro de los aspectos que ha variado a lo larg@siafios ha sido el informe individual
gue los alumnos entregan al final de cada trimestneo sintesis del trabajo realizado.
Los alumnos no terminaban de entender la filosdéaeste informe y comentaban
habitualmente que les robaba mucho tiempo de estddi cara a los examenes

trimestrales, en realidad muchos alumnos terminabb@rando fragmentos del trabajo
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en grupo o de los informes de secretario. Frerst@s comentarios, y con el objetivo
afadido de forzar un trabajo real de sintesisingi¢dla un informe de como maximo

tres paginas (aproximadamente) y su peso en |laad8ig.

Otra de las mejoras, ha sido intentar hacer magcipms a los alumnos, no solo en la
resolucion de la situacion planteada, sino tamb@&m los objetivos parciales
establecidos. Actualmente se les pregunta a loarads, en cada uno de los informes

quincenales entregados, propuestas/sugerenciasygras sesiones.

(3) ¢, Qué cambios introducirias de cara al curswinmas?

El analisis a final de curso de los comentarioglifados por los estudiantes en los
cuestionarios siempre es una buena herramientarpfiexionar acerca de posibles
mejoras. A pesar de no tener aun estos resultagtsalmente uno de los posibles
cambios que se podrian introducir durante el proxaurso seria buscar herramientas
que aumenten la motivacion de los alumnos (en ghneunque la aceptacion y la
valoracion por parte de los alumnos es bastantaabuen este sentido y durante el
tercer trimestre del curso actual ya se han intildualgunos cambios que pretenden
mantenerse para el proximo, como establecer unegndieamica en las sesiones de
trabajo en grupo. Se ha establecido que al finalda sesion de trabajo en el aula cada
grupo compartira con el resto el trabajo realizddometodologia seguida y nuevas
propuestas o cuestiones a analizar para la prégitraga. Previamente se advierte al
gran grupo que conocer nuevas metodologias nodagli abandono de las propias
pero si ampliar el abanico de posibilidades a toemaconsideracion para decantarse

finalmente por una/s concretar/s.

(4) ¢ Qué cosas crees que funcionan bien y cuales t®tan

El funcionamiento en general de los seminarios loanaado un muy buen nivel.
Quizas, en ciertos alumnos, siguen apareciendmadgde las resistencias encontradas
en los primeros seminarios, pero como profesoraéstes creo disponer de mas
herramientas para suavizarlas y conseguir en larzage las situaciones una buena

predisposicion por parte de los alumnos.

(5) ¢ Como influye el taller en las clases magistrales?
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Los seminarios son un aspecto muy positivo paraléses magistrales ya que, por un
lado, en los seminarios aparece la razéon de semuchas de las nociones que
intervienen en las clases magistrales y, por a#ro, muchas situaciones algunos
contenidos surgen (aunque no siempre de forma og@plipero si de forma muy

intuitiva) antes en las sesiones de seminario qu&a elase magistral. Este aspecto
facilita la aparicion y la comprension de estosvageconceptos (aunque este proceso
no sea del todo visible por parte de los alumnosugndo es muy visible, suele

provocar cierta disconformidad).

(6) Comentarios

Como conclusion general, creo conveniente destpgata introduccion de este nuevo
sistema de aprendizaje (paralelo a las clasesod@a teproblemas) es un proceso que no
siempre resulta sencillo (pese que a nivel ingohal, los seminarios ya se venian
trabajando previamente) pero que a lo largo de cad® y de los afios de aplicacion ha
ido mostrando como enriquece a la asignatura ypr@naizaje de esta por parte de los
alumnos. Los cambios introducidos anualmente, etgso de institucionalizacion y
aceptacion (sobre todo por parte de los alumnas,tpenbién por parte del profesor) ha
sido clave para una mejora continuada que aun sifpierta a nuevos cambios y

mejoras.

7. Conclusiones: la ecologia local de los recorridale estudio e investigacion

En el momento de valorar los resultados obtenidespués de las seis
experimentaciones consecutivas de los talleres aidelizacion matematica en 1QS-
ADE, partiremos de las cuestiones y conjeturas zadas en el primer capitulo de esta
memoria en relacion a la funcion y viabilidad detesefianza de las matematicas como
herramienta de modelizacién en un primer cursoeassitario de ciencias economicas o
empresariales. Recordemos que las cuestiones gifastal respecto se formulaban en

los términos siguientes:

Q4 ¢Qué condiciones se requieren y qué restriccionéisulan que el estudi
universitario de las matematicas en las institue®mesponsables de la ensefanza de
las ciencias econOmicas y empresariales se orgaseitetorno a la modelizacio

matematica de sistemas econémicos?
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Q41 ¢ Existen dispositivos didacticos capaces de pibaibia vida normal de la
modelizacion matematica de sistemas econdmicos premariales en las
instituciones universitarias correspondientes?

Q42: ¢ Quécondicionesse deberian instaurar para que fuese posibleramtéay
modelizacion matemética de forma normalizada enaldsiales sistemas de
ensefianza universitarios de ciencias econoémicaspyesariales? En particular,
¢ quéinfraestructura didactico-matematicse requiere para que la modelizacion
matematica ocupe el nudcleo del proceso de estudigensitario de las
matematicas en ciencias econémicas y empresariales?

Qa3. ¢ Quérestriccionesdificultan y hasta impiden la vida de la modelidac
matematica de sistemas econdmicos en la ensehamzersitaria? ¢En que
niveles de la escala de codeterminacion didactcsitgian estas restricciones?
¢En cudles de estos niveles se podria actuar pamaaa 0 superar estas
restricciones? En particular, ¢como incide el noa@glistemolégico dominante
y la relacién que este propugna entre las mateasayidas ciencias econémicas
y empresariales en la forma de organizar la engande la modelizacion
matematica en las instituciones docentes univeesta ¢De qué manera el
modelo pedagdgico dominante puede dificultar laavitbrmalizada de la

modelizacidon matematica en las instituciones deseah cuestion?

Consideraremos a continuacion las distintas comgetavanzadas para sefialar en qué
aspectos y en qué medida se han contrastado a gartos datos obtenidos en las

distintas experimentaciones.

7.1. Los REI como dispositivo didactico para enseiiga modelizacion mateméatica

Conjetura 4.1. Los REI experimentados resultan ser un disposdidéctico apropiado
para facilitar la integracion de la modelizacionenaatica en los estudios universitarios

de economia y empresa.

Hemos mostrado que existen cuestiones empresari@leales» o0 «realistas»
suficientemente generativas como para servir déopdm partida de distintos REI y ser
abordadas con modelos matematicos elaborados ®rhdeamientas de lo que

constituye un primer curso universitario de matéradtpara la economia y empresa.
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Ademas, el estudio de estas cuestiones no peripidaa respuestas definitivas de
forma directa sino que requiere la elaboracionigiéntbs modelos matematicos que se
deben contrastar empiricamente para determinarafidez y alcance, planteando

nuevas cuestiones y constituyendo el punto dedaadi® nuevos modelos mas eficaces.

Los resultados observados en los REI experimentadespermiten afirmar que el
estudio de las cuestiones generatrices conduavar la cabo un verdadero trabajo de
modelizacion matematica tal como se interpreta &@mAD. Detallaremos aqui el
analisis del REI sobre prevision de ventas paranarosn qué se concreta este trabajo
de modelizacion, destacando la importancia ques feerialéctica de los media y los
mediosen el trabajo de construccion y contraste de nogdelatematicos, dialéctica que
constituye uno de los principales componentes da#ni@amica de los REI. Un analisis
semejante aparece en el trabajo de Berta Barq2€@9) en relacion al REI sobre
modelos de poblaciones y en el de Cecilio Fons20884( en relacién al REI sobre

movilidad laboral.

El proceso de asignar un modelo apropiado a umnssstdado se puede hacer
directamente eligiendo un modelo previamente coikiry disponible a partir de una
fuente de informacién exterior (un «media»). Deo®anodos, la productividad del
modelo, el hecho que permite producir nuevo coniecitn del sistema considerado,
requiere un cierto grado de ajuste o adaptacigis@ma. Este proceso no suele hacerse
de una vez para siempre. Requiere un movimienidalg vuelta entre el modelo y el
sistema, dentro de una dinamica propia del ensago-e, mejor, de la dialéctica
preguntas-respuestas o, en términos de Lakatosprjeturas y refutaciones. El REI
sobre prevision de ventas constituye a este respectaso ejemplar. Recordemos que
parte de una situaciéon muy sencilla: se tiene ena semporal corta de datos sobre las
ventas de una empresa en los Ultimos meses o trgveg se debe proponer una
prevision a corto y medio plazo. Aparecen asi destiones principales: groblema

de la eleccion del mejor modgbara hacer la prediccion y, dentro de la companade
modelos, el cotejo entre @juste de las variacioneg las variaciones del ajuste
Durante la primera parte del taller, la primeraisiéa a tomar fue la de fijar kamilia

de funcionegjue parece reproducir la dinamica observada ewmldtss a partir de la

representacion grafica de los datos en Excel. Eniriés de la dialéctica de los medios
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y los media, el grafico como primer modelo de taagiion funciona a la vez como un
mediaen la medida en que «indica» a los alumnos eldgdfuncion mas apropiado y
también como ummedio puesto que, al representar la funcion elegidalemigmo
gréfico que los datos puntuales, permite contrastgrado de ajuste del modelo con los
datos que modeliza. Ahora bien, para que la reptasién grafica de los datos iniciales
pueda funcionar commedia es necesario que se puedan activar los conodivsien
previos de los alumnos sobre funciones elementglen particular, el trabajo con
familias de funciones y sus respectivas graficabzado previamente durante las clases
de teoria. La novedad del trabajo que se debezaeadiqui es elegir la familia de
funciones que parece mas apropiada a la dinAmisandama. Una vez elegida, se
buscan distintos valores para los parametros dientsion y se contrastan las posibles
soluciones utilizando una hoja de calculo y la @spntacion grafica tanto de los datos
como de los valores de la funcién elegida. Sonree® estas representaciones graficas

las que funcionan conmaediopara contrastar cual es el mejor modelo.

El problema de cémo construir wmiterio para determinar el mejor modeles la
cuestion crucial que impulsa el proceso de estitimedio constituido por las gréaficas
de Excel deja de funcionar como un media y surgeeleesidad de establecer una
medida del ajustgue viene a enriquecer el medio inicial dado psrderies de datos
NUMEricos o0 su representacion gréafica. La opciégiéh aqui es la de calcular la suma
o el promedio de las diferencias absolutas ensed&ios y los valores de la funcién
considerada. La incorporacion de la funcion SobkerExcel —que funciona para los
alumnos como una caja negra— proporciona entonttesntedio suplementario que
agiliza el trabajo de busqueda de la funciéon quamita el error. Queda sin embargo
pendiente el problema de la comparacion entre wtltdgdnes de distinta familia cuando

los errores de cada caso no son demasiado distintos

Una vez realizados algunos primeros ajustes camtdisfamilias de funcioneguede
suceder que, en algunos casos, dos modelos dsstden lugar a errores medios
similares. La existencia de un componente aleatriel valor del error medio hace que
se plantee la necesidad de construictdterio suplementario para determinaual es

el mejor modeloEn este caso, ehedio constituido por los valores numéricos y los
graficos tanto de las ventas como de los modelosvesd enriquecido por la
introduccion y el ajuste de una nueva variablevisaciones de las ventas. La nocién

de derivada como aproximacion de la variacion satances el nuevo elemento del
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medio que aportara el profesor como nuevo criterio diédaeion del ajuste: si un
modelo ajusta las ventas, entonces la derivadanddklo deberia ser un buen ajuste
para las variaciones de las ventas. Por ejempldassiventas parecen seguir un
crecimiento parabdlico, se espera que las variaside las ventas sigan un crecimiento
lineal; si el crecimiento es exponencial, que el lde variaciones también sea
exponencial, etc. En este caso,netdiolo constituye el producto de todo el trabajo
realizado en la primera parte del taller, es diciconstruccion de distintos modelos
para cada serie de datos. Ademas, y como ya heoraentado previamente, al
disponer de una calculadora simbdlica que pernaiteutar con facilidad la expresion
algebraica del valor medigx + 1) —f (xX) de una funcién cualquiera, se pudo incluso
comparar el valor de la derivada del modelo cateetste valor medio y constatar asi la
aproximacion mencionada. Es importante sefalarefjumento de complejidad del
mediodificult6é sin duda el desarrollo de esta segurattepdel taller por tratarse todavia
de un trabajo matematico inestable para los alumRes también creemos que la
situacion mostraba un caso ejemplar de la fundeal de la derivada como

aproximacion simple de la variacion media de umaifan.

7.2. Viabilidad de los REI en la ensefianza univetsiria

Conjetura 4.2. Viabilidad de los recorridos de estudio e investign (REI) en las

instituciones universitarias de ensefianza de @sraondmicas y empresariales

Recordemos que esta conjetura se dividia en lakigdétesis siguientes

C4.2.1. Para integrar la modelizacion matematica como idetiy normalizada en los
estudios universitarios mediante los REI, estodeatzen organizarse de forma aislada a
las asignaturas o materiales que conforman losliestuCuando los REI constituyen el
nacleo en torno al cual se organizan los contenydestividades de las materias o
asignaturas, incluyendo el proceso de evaluacionlage mismas, entonces su
funcionamiento como dispositivo normalizado est& gerantizado y su «rendimiento»

en términos de integracion de la modelizacion matia tiene un mayor alcance.
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En el caso de estudio considerado, y a difereneidadinvestigacion de Barquero
(2009), los REI experimentados en la asignaturddgeematicas para la economia y
empresa de IQS-ADE, se han articulado totalmetdeoeganizacion didactica global de
la asignatura. Desde las primeras sesiones deta#etalos contenidos de las clases de
teoria y problemas aparecen siempre relacionado®ictipo de cuestiones abordadas
en los REI de manera que estos constituyen el m@elg¢orno al cual gira el programa.
La mejor prueba de ello es el hecho que el trafegjlizado en los talleres constituya un
30% de la evaluacion final de la asignatura y, aermque en cada examen trimestral
uno de los tres problemas propuestos tenga uneiGeladirecta con las cuestiones
abordadas en el REI. Dependiendo de los trimegtiads las cuestiones abordadas en
cada REI, en algunos casos los REI provocan nexesscjue se colman posteriormente
en las clases de teoria y problemas (caso de i@adary de la diagonalizacion de
matrices) y, en otros casos, aportan cuestionesapeabuyen a dar a los contenidos de
clase sus razones de ser (caso de las familiasid®hes y el problema de los ajustes).

Esta integracion ha requerido un importante tralbl@angenieria matematica para la
creacion del material del curso organizando lostezodos en torno a tipos de
problemas y no de conceptos matematicos. Se haridquademas la elaboracién de
discursos tecnologico-tedricos totalmente nuevosa padaptarlos a las nuevas
organizaciones matematicas ensefadas. En redbdagisencia de la matematica como
herramienta de modelizacién es general en todasdagidades matematicas de la
asignatura, y no vive Unicamente en el taller. Dieh otras palabras, no se disefia un
taller para hacer vivir actividades distintas a habituales de clase. El taller aparece
como un desarrollo natural y, en cierta forma, ca@hmotor de las clases de teoria y
problemas. En este sentido, su pervivencia a lpla@go resulta mucho mas segura que

si funcionara como un mero apéndice de los densg®sitivos didacticos.

A lo largo de los seis cursos que han durado lpsrerentaciones, la implementacion
de los REI en los talleres de modelizacion materaase ha ido afianzando como
dispositivo didactico normalizado. A pesar de ldgwtades iniciales previsibles para
la instauracion del nuevo contrato didactico qge ta realizacion de los REI y que los
profesores a lo largo de los cursos han aprendigestionar cada vez mejor, se ha

llegado a una situacion en la que la asignaturenaematicas de primer curso ya no
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puede concebirse sin el taller de modelizacidéniadoclas clases de teoria y problemas
se nutren de las problematicas y necesidades aumsiten el taller y, en algunas
ocasiones, es el taller el que rige el avanceideipo didactico, subordinando asi la
introduccion de las nuevas praxeologias matematicdas nuevas cuestiones que

aparecen fruto del trabajo de modelizacion.

7.3. Cambios en los contratos didactico y pedagogidominantes en la universidad

La segunda conjetura relativa a la viabilidad de& REI quedaba formulada en los
términos siguientes:

Conjetura 4.2.2. Para que los REI puedan ser viables como disposdidactico
normalizado, se requieren cambios importantes en dontratos didacticos y
pedagogicos universitarios tradicionales. Es pesittualmente introducir nuevas
técnicas didacticas que favorezcan estos cambifaifitar que alumnos y profesores
asuman nuevas responsabilidades en la gestionatsigp de estudio, asi como nuevas

formas de compartir estas responsabilidades.

7.3.1. La clase como consultoria matemaéatica

La principal estrategia didactica para instauranwvo contrato didactico que debe
regir en los talleres de modelizacion matematiea sjtven de sede a los REI, consiste
en simular una situacién profesional real: la da wonsultoria de matematicas que
recibe encargos por parte de una o varias empdesaste el curso. Se estable asi una
distincién entre las clases de teoria y problenasadias en un funcionamiento mas
«académico» y el taller de modelizacion dondeesalh cabo un trabajo «profesional».
La distribucion de los alumnos en grupos de cooregty las puestas en comun bajo la
supervision del profesor, que actia como lidersparsable de la consultoria, también

se alimenta de los contratos profesionales prajeasste tipo de empresa.

En esta situacion, el realismo de la cuestion generdel REI es muy importante para
la puesta en marcha del nuevo contrato, como tarmekién el hecho que el profesor no
disponga de una respuesta previa a la cuestionufada —hecho bastante habitual
dado el grado de «apertura» de estas cuestionestalldd como ponerle un nombre a
la empresa, asignarle un logo o, en algunas oaasidmablar de empresas reales
(Bicing, Desigual, etc.) constituyen puntos de @pogda despreciables. En los casos en
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que, por los motivos que sean, sale a relucir ghcter artificial de algun dato o
situacién, también hay que saber indicar a losdesttes el juego de simulacion, sin
que ello le quite necesariamente fuerza a la sdna®e ahi que hablemos mas de

problemas «realistas» y no «reales».

Los estudiantes parecen muy sensibles a este #p@adhbio, que genera gran
aceptaciéon, como muestran sus respuestas en térngi@o«otras matematicas»,

«entendemos para qué sirven las cosas», etc.

7.3.2. Dispositivos para favorecer el nuevo repaktaresponsabilidades

Apoyandose en el contrato profesional anteriormeitigdo, el profesor debe saber
renunciar a un gran numero de «gestos profesiongles esta acostumbrado a asumir
sin ser casi consciente de ello: planificacion terapdel trabajo, gestion de las puestas
en comun, validacion de las respuestas, formulag@tas nuevas cuestiones, etc. Es
para ello necesaria la creacion de nuevos dispositlidacticos, como skecretariode

la sesion para realizar el acta, la presentacioninfigemes parcialescon nuevas
cuestiones a tratar y propuestas para el trabajoofulaspresentaciones oralesn
clase, etc. Es también fundamental que el profesaiconsciente de su papel de guia y,
sobre todo, de la importancia de mantenerse alenadg la resolucion de muchas
cuestiones o0 situaciones problematica sin aporiegctdmente las herramientas
matematicas que permitirian resolverlas. La instéede los estudiantes en destacar las
«pocas explicaciones» que da siempre la profesanaa muestra del éxito alcanzado al
respecto. También se observa como el funcionamgmtmuchos de estos dispositivos
requiere su tiempo de aprendizaje y adaptacion.l@ssestudiantes destacan muchas
dificultades en el primer trimestre que desaparet@vanzar el curso: redactado de los
informes, presentaciones orales, gestion del wadragrupo, etc.

7.4. Restricciones a los REI en las institucionesiversitarias
La conjetura relativa a las restricciones instineles que pesan sobre los REI quedaba
dividida en tres subconjeturas, segun el niveladeskcala de codeterminacion didactica

considerada en cada caso.
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7.4.1. Restricciones al nivel de la disciplina

Conjetura 4.3.1.Si nos situamos en el nivel de la disciplina eadafien este caso las
matematicas, la principal restriccion a la impletaeidon de los REI la constituye la
ausencia de una infraestructura matematica ap@piaeh particular, la preponderancia
de la organizacién conceptualista de la matemétic&fiada, que pone méas énfasis en
las nociones y légica interna de las mateméaticas @u los problemas que estas

permiten resolver.

Ya hemos sefialado en el Capitulo 2 de esta metaogean uniformidad y, en cierto
sentido, pobreza transpositiva de los materialeioticos mas comunes para la
ensefianza universitaria de las matematicas paeol@omia y empresa. Esta carencia
afecta por supuesto en gran medida las posibilglageorganizar diferentes REI y
recorridos lo suficientemente variados como parargmoducir de forma regular
procesos de estudio que el profesor ya habriawietth otros estudiantes. Es evidente
que, en el caso que nos ocupa, la elaboracion triates que constituyen una primera
infraestructura matematico-didactica (local) haosigh requisito importante al disefio,
implementacion y desarrollo del los REI a los ladgolos seis cursos académicos. Es
practicamente imposible que el trabajo, aqui asompodr todo un grupo de
investigacion y con el soporte de distintos proyed nivel local e internacional, sea
realizado por un unico profesor o equipo de profs@por Io menos en el estado actual

de la profesién de profesor universitario).

Para que la enseflanza de las matematicas en fasasatle economia y empresa se
pueda organizar en torno a los REI, se necesiteepertorio variado y variable de
cuestiones generatrices, mapas de posibles rezgrmgsarrollos tecnoldgico-tedricos
apropiados y conexiones entre las distintas matetéalos estudios (micro y macro
economia, finanzas, gestion de operaciones, eét.)que carecemos por completo
actualmente. Estamos aqui ante un caso claro ésidad de articular las necesidades
docentes con la investigacion didactica y con shdello del conocimiento matematico
y de las disciplinas afines a la economia y empnesaen el sentido de creacién de
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nuevos conocimientos sino en el de reorganizaciéregcion de conexiones entre los

mismos.

7.4.2. Restricciones al nivel de la organizaciodédiica y pedagogica universitaria

Conjetura 4.3.2.En el nivel de la organizacion didactica universitdradicional, los
modelos didacticos dominantes basados en el «wone y el «tecnicismo» dificultan
situar las cuestiones problematicas generadorbmsdeEl en el nucleo del programa de

estudios, especialmente aquellas que surgen embiticdde la economia y empresa.

Hemos visto en el Capitulo 2 de esta memoria guentensa mayoria de programas
universitarios de asignaturas de matematicas pagadnomia y empresa se organizan
en torno a nociones o elementos tedricos, rar@wearno a grandes métodos o tipos de
técnicas matematicas y nunca alrededor de graimqesde cuestiones. Para amoldarse
a la visibilidad y legitimidad institucionales, ptopio programa de la asignatura de
Matematicas de 1QS-ADE, presenta una estructurativaimente préxima a la
tradicional, a pesar de que los contenidos se mgamucho mas en grandes tipos de
problemas que siguiendo la construccion tedricalode conceptos. Esta situacion
dificulta que los talleres de modelizacion puedarcionar con la suficiente legitimidad
Si no se es capaz de asociarlos con los contetnathsionales del programa. Otro rasgo
que muestra claramente la fuerza de esta restniqcjoe emerge en el nivel de la
organizacion didactica) viene dado por las respsesjue dan los alumnos al
preguntarles por el contenido «teérico» y «praeticel taller de modelizacién. O
cuando, en la gestion de los talleres, tanto pooéss como alumnos tienen una
sensacion de que «el tiempo no avanza» y, pornim,t@gue se esta durante mucho

tiempo realizando un mismo tipo de actividad.

Encontramos en las respuestas de los alumnoscauéssionarios otros elementos que
muestran hasta qué punto la nueva organizaciorctdidade los talleres rompe con su
experiencia habitual en el estudio de las mateasitigor ejemplo cuando consideran
que el taller es «excesivamente practico», que «pmgca teoria» 0 que tiene «poca
relaciéon con los contenidos de la asignatura», ejymofesor los «guia poco», les da
«poca informacion sobre lo que tienen que hacerspgcas explicaciones». En

definitiva, los alumnos no entienden como es pediie les hagan «resolver problemas
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sin saber los pasos que hay que hacer ni qué sdidgite». Es toda la organizacién
didactica tradicional la que se expresa aqui erahbde los alumnos, marcando
especialmente aquellos aspectos nuevos que ingndies REI como actividad de

estudio de las matematicas y cuya implementaciquuede darse por sentada.

Conjetura 4.3.3.Otra restriccion importante a este nivel es la atisede dispositivos

didacticos tradicionales en los que se fomentercsp de la actividad matematica
esenciales en los REI: trabajo en grupo, formufadi@ problemas, redaccion de
informes, presentacién oral de resultados, busqdedaformacion, contraste empirico
de conjeturas, planificacion del trabajo, resolncd®e problemas durante un periodo

largo de tiempo (semanas 0 meses).

No creemos que sea muy exagerado afirmar que Iganiaaciones didacticas
universitarias actuales son bastante parcas eadaaride dispositivos para la gestiéon
del estudio de las matematicas. Y esta pobrezaspeditivos se hace especialmente
visible cuando se pretende llevar a cabo un estddi@nte largos periodos de tiempo,
de cuestiones problematicas y en grupos pequefiosstigliantes. La gestion y
desarrollo de los REI no puede por lo tanto basamsdispositivos y gestos didacticos
que los alumnos estén acostumbrados a realizagujere por ello la adaptacion a
muchos aspectos nuevos de trabajo que va, genatalne@ detrimento de la viabilidad
y evolucién positiva de los REL

Este aspecto sale a relucir en las respuestas sdaldmnos a los cuestionarios y
entrevistas: dificultad del taller, cantidad deb&j@ requerido, inconveniente de tener
que quedar fuera de clase para el trabajo en gs@gmnes cortas para preguntar dudas,
problemas en la gestion del trabajo en grupo, mdacde los informes, «ser

secretario», etc.

Cabe comentar al respecto que las directrices dphdio Europeo de Educacion
Superior y el énfasis que se pone en la adquisidé&ncompetencias respecto al
«aprendizaje de contenidos» puede constituir uicmmante muy favorable para la
implementacion de los REI en los estudios univanigis, tal como han comentado
Serrano y Bosch en un estudio reciente (Serran@m$ciB 2011). Indican, por ejemplo,

la importancia del trabajo en el taller para eladeslo de competencias genéricas como
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el analisis-sintesis, la comunicacion oral y eacrl uso de las TIC, la busqueda de
informacion y la gestion del trabajo en grupo.

7.4.4. Restricciones al nivel de la organizaciodamgica universitaria tradicional

Conjetura 4.3.4.En el nivel de la organizacion pedagdgica univarisi, el paradigma
de la «visita de las obras» (en contraposiciérebkduestionamiento del mundo») junto
con la epistemologia dominante del «aplicacionismedeerzan la estructura estandar
de los programas como una secuencia de temas stachae y dificultan su evolucién

hacia un conjunto de cuestiones para responder.

Para mostrar las restricciones que, provenientesladerganizacion pedagogica

universitaria tradicional dificultan en el caso que estamos estudiando lgse

matematicas se organicen en torno a la modelizaod@ematica de sistemas
econdmicos, utilizaremos los datos proporcionadosleandlisis a posteriori de la
implementacion de los REI, junto a los datos eropériobtenidos en el capitulo 2 de
esta memoria. Veremos asi en qué forma algunossdeabgos del modelo docente
dominante junto al aplicacionismo en el que seestigf se contraponen en muchos

aspectos al modelo docente propuesto por la TARseptado por los REI.

El modelo docente imperante en la ensefianza uitargsesta intimamente ligado a la
pedagogia «monumentalista» que Chevallard (200%cribe en los términos

siguientes:

Une pédagogie dans laquelle on attend seulemeptadesseur qu’iexposeaux éléves la
matiére a étudier suppose ainsi une infrastrualorg I'essentiel se réduit a des «lecons»,
c'est-a-dire des exposés sur les différents théshesijets prévus par le programme. Or
méme la création de ces exposés ne va pas ddlsagsEfacilitée lorsque, pour I'essentiel,
elle reprend de facon a peine transposée un « thxtsavoir » élaboré dans la sphére
(mathématique) savarife

En base a los datos empiricos mencionados destnibg a continuacion algunos
rasgos de la pedagogia actualmente dominante duerzan la estructura de los
programas como una secuencia de temas para esyudificultan su evolucion hacia

un conjunto de cuestiones para responder.

©|bid., p. 13
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(@) En la organizacion pedagdgica universitarigitianal y, en particular, en los
estudios de economia y empresa, el objetivo derlesesos de ensefianza se centra en
un contenido establecido de antemancen consecuencia, las cuestiones problematicas
que aparecen ocupan una posicion subsidiaria epréxesos de estudio y tienden a
desaparecer.

La pedagogia monumentalista parte siempre de ugtiabjde ensefianzijado de
antemanoy formulado en términos deontenidos del sabejue se debe ensefiar. En
estos casos, y dadas las limitaciones temporalésddeproceso de estudio, se tiende a
buscar el camino mas corto y rapido que conduck erayoria de ocasiones, a que los
procesos de ensefianza y aprendizaje se reduzeaimteotiuccion de los contenidos
objetos de estudioEsto significa que la pedagogia monumentaliste aoalquier
cuestion que se pueda plantear, elimina practicenias respuestas provisionales
intermedias (puesto que la «buena respuesta» estatgrminada). Queda asi patente
hasta qué punto esta caracteristica de la pedagogimumentalista limita la vida
institucional de los procesos de modelizacidon matma (en los sistemas de ensefianza

que participan de dicho modelo docente).

(b) La pedagogia monumentalistep cuestiona la pertinencia del sabesolo se
contrasta a lo sumo su coherencia légica. No hayraste con ummediosalvo en el
caso de la demostracion formal que sirve ante paala probar la coherencia interna de
las respuestas introducidas. Incluso en este ehsegurso amediode la prueba formal

es algo que suele recaer bajo la responsabilideldisxa del profesor. Se destaca la
escasez de diferentes tiposrdediospara poner a prueba y «testar» la validez de estas
respuestas. El habito de la tradicion escolar maesha escasez documental que
termina por favorecer el trabajo camedios inmediatamente adaptables a los
programas deestudio Esta tendencia refuerza una estructura del praen términos

de temas a estudiar y dificulta su evolucion haciaconjunto de cuestiones abiertas a

responder.

(c) La pedagogia dominante preconiza que la engafidebe ser cada vez mas
individualizaday personalizadgpara tomar en consideracion la exigencia crecigate
la atencion a la diversidade manera que el profesor debe individualizar lgetivos

de los contenidos y hasta el método de ensefamezaa$or supuesto que son las

diferencias individuales las que determinan prialciiente el éxito o el fracaso del
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proceso didactico, olvidando que todo proceso tiedis se desarrolla siempre en el
seno de unzomunidad(aunque esta pueda ser virtual) y que la orgariinade la
ensefianza debe basarse, esencialmente, ecatdasteristicascompartidaspor los
estudiantes, como alumnos, mas que en las singad$ de cada individuo como
persona. Esta concepcion individualista refuerganukvo, un proceso didéctico basado
en el estudio de temas puesto que del estudio destiones abiertas debe

responsabilizarse una comunidad.

(d) La pedagogia monumentalisteo cuestiona loscontenidosde la ensefianza
(mateméticos, econdmicos u otros cualesquiera)i@ue® los supongansparentesy

no problematicos Dado que el caracteproblematico provisional y parcial de las
sucesivas respuestas que pueden aportarse a usortueentifica constituye el
«nervio» de todo proceso de modelizacibn matemdénael sentido que la TAD la
conceptualiza) este rasgo del modelo docente imfran la medida que se esta
incorporando al modelo docente dominante en lastuno®nes responsables de la
ensefianza universitaria de las matematicas en miang empresa, constituye un

impedimento para la vida de la modelizacion materad&n dichas instituciones.

Resulta, en definitiva, que la implantacion y edateollo generalizado de los REI en el
sistema de ensefianza universitario plantean lasideck de superar, no solo la
epistemologia «aplicacionista» imperante, sino tdmlas restricciones que impone la
ideologiapedagogica dominanten el sistema de ensefianza universitaria. Paraesto
necesaria la introduccion de nuevos dispositiveggstos» didacticos que hasta ahora
permanecian recluidos en el ambito privado de Vastigacion y que no tienen una

entrada facil en el contrato didactico habitual.
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CAPITULO 5. Aportaciones y problemas abiertos

1. La problematica inicial: condiciones de posibitiad del cambio didactico

En la introduccion de esta memoria empezabamodeplado algunos aspectos del
problema docentéde la ensefianza de las matematicas en los estudiegsitarios de
economia y empresa. Aunque el planteamiento sea hacfitulo personal, como
expresion de la perplejidad de una joven profespie acababa de incorporarse a la
docencia universitaria, es obvio que dicha pede€jitrasiuce y expresa un conjunto de
cuestiones que son probleméticas para la profesdante en su conjunto y que estan
en el origen debroblema didacticaue hemos tratado en esta memoria. Llegados a este
punto, podemos retomar dichas cuestiones enfatizqnel en todas ellas est4 presente,

de manera mas o menos latente, la propuesta @edaidad de ucambio didactico

¢Por qué las asignaturas de matematicas, que (s@ ®h los primeros cursos de los

estudios universitarios de economia y empresa ysgpaestamente constituyen una base
para el estudio de otras materias, son abandopadasuchos de los estudiantes y acaban
convirtiéndose en la «Ultima asignatura de la cas® ¢(COmo se podria cambiar esta
situacion andmala? ¢ Como se explica que los estedipuedan prescindir completamente
de la formacion matematica a lo largo de sus essui economia y empresa? ¢ Quién huye
de las matematicas, los estudiantes o las ingiitasi responsables de disefiar los
programas de estos estudios? ¢ COmo se podria aonseg ensefianza de las matematicas
funcional en la que se pusiera de manifiesto la utilidaél ysentido del uso de las

matematicas para abordar problemas que surgenaenbiio de la economia y empresa?

Una reaccion muy extendida ante esta problematicesiste en suponer que seria

posible cambiar las cosas mediante una accion taingcvoluntaria sobre algunos
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elementos del sistema de ensefianza que estaraataldel trabajo del profesor. Se
supone que para provocar un cambio en la direabé&eada bastaria con mejorar la
formacion de los profesoreg cambiar los programas de estudmara integrar de
manera adecuada las matematicas en la formacidlosdéuturos profesionales de
economia y empresa.

Esta forma espontanea de interpretar los mecanideiasambio didactico se apoya en
una ideologia cultural segun la cual las regulaledaque rigen el desarrollo de la
realidad social y antropolégica (entre las queis&a <l hecho educativo), si es que
existen, son de naturaleza absolutamente difereiletéas que rigen la evolucion de la
realidad natural. Asi, mientras que culturalmemtesepta que la realidad natural esta
regida por leyes, la realidad social y antropolagis considerada como el ambito de las

decisiones «voluntarias» y de la «libertad» humana.

Este prejuicio, junto a una&oncepcion individualistade la ensefianza, son los
principales fundamentos ideolégicos sobre los gascahsa, en el ambito de la
ensefianza, el convencimiento de que el profesdysa individualmente, tiene plena
libertad para elegir los dispositivos didacticos1 dos que organizara el proceso de
ensefianza y, en gran medida, para seleccionarugtesar los contenidos de la misma.
Esta posicion cultural ante el cambio didactices@jena al mundo de la investigacion
didactica. En el caso de la ensefianza de las mi@tamae ha tendido tradicionalmente
a considerar que el cambio del sistema educatiperdie principalmente del libre

albedrio de los protagonistas de dicho sistemajepda un énfasis especial en la
formacion del profesorado como eje principal déndicambio. Sin embargo, en las dos
tltimas décadas estamos asistiendo a lo que Iatigadora francesa Michéle Artigue

denomina la «consolidacion de los enfoques sodiowales» entre los que cabe
mencionar la etnomatematica, la educacién mateanétitica, la socioepistemologia vy,

especialmente, la teoria antropolégica de lo dicdcfArtigue 2011). Se trata de

enfoques que, con caracteristicas e intereses ifagrttiados, plantean el problema de

las condiciones del cambio didactico en un univemas amplio y complejo.

En el caso particular de la TAD, al enfatizar lmeinsion institucional y sistémica de la
realidad antropolégica, se empieza por situar @blpma de la formacién del

profesorado en el ambito de un problema didactioohm mas extenso que aflade como
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principales motores del cambio la investigaciordieldctica y el desarrollo del sistema
educativo:
L'insistance sur la seule formation des professéefrsles autres personnels) oblitere ainsi le réle
cardinal, d'une part de laecherche(en didactique), d'autre part dsysteme(d’instruction
publique) dans la marche générale des chosese#t par contraste, dans la perspective dessinée

par ces deux « piliers » qu'il faut poser le proiede la formation des professeurs. (Chevallard
2000, p. 98)

En consecuencia, la TAD sitla el problema de lasliciones del cambio didactico en
un ambito alejado de las concepciones individwist voluntaristas de la ensefianza.
La TAD postula que el cambio didactico serd unaseounencia del desarrollo del
«saber didactico» —transferible, objetivo y técrigoapostando por un progreso del
sistema de ensefianza, esto es, de las «técnicastichd» y de las «tecnologias
didacticas», que pueda sustentarse en un cuerpootddndado cientificamente. Se
postula ademas que en el desarrollo de este satgra un lugar esencial el estudio de
las condicionesque se requieren para que sea posible un cambaxtaid en una
direccién determinada y lagstriccionesque lo obstaculizan, dificultan e incluso lo
impiden: es lo que se designa como el estudio eéedibgia didacticale los sistemas
de ensefianza. De hecho, la TAD define la didacticao la ciencia de las condiciones

y las restricciones de la difusion de los conocittae en la sociedad.

2. Aportaciones en relacion a la ecologia de la melizacion matematica en los

estudios de ciencias econdmicas y empresariales

Como consecuencia de lo dicho en el apartado antddas aportaciones de esta
memoria deberan ser interpretadas principalmenteaportaciones groblema de la
ecologia del cambio didacticen el ambito matematico e institucional que hemos
considerado). Es entonces importante subrayar notare que esta memoria no
pretendesimplemente ni prioritariamentaportar una nueva forma de ensefiar las
matematicas en los estudios universitarios de en@ng empresa. Tampoco pretende
anicamentgoroponer una organizacion de la ensefianza dedssmaticas que permita
integrar la modelizaciébn mateméatica en el corazérdidhos estudios. Es cierto que
hemos hecho una propuesta didactica que cumplecemdgiones y que propugna un
cambio didactico profundo del papel de las materasaten la institucion docente que

hemos tomado en consideracion. Ademas, hemos sgdado, modificado
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sucesivamente y evaluado dicha propuesta y podeorssderar que, como propuesta
viable, constituye una aportacion al desarrolléedensefianza de las matematicas en los
estudios de economia y empresa. Pero las aporégctue queremos subrayar aqui son
las que han servido paandamentar y para disefiar dicha propuedsto es, las que se
han obtenido a partir del analisis previo de dasdicionesque deben satisfacer las
organizaciones didacticas para hacer posible lagiation de la modelizacion
matematica en los estudios universitarios de ectmgnempresa y, en particular, del
analisis de lasestriccionesque dificultan dicha integracion en los actuaistemas de
ensefianza. Se trata, en definitiva, de las aportesi en relacion a ldimensién
ecoldgicadel problema de la modelizacién matematica (Gag€dri) en el ambito de

la ensefianza universitaria de las ciencias ecoadmyiempresariales.

En efecto, después de los resultados obtenidassdndis doctorales de Cecilio Fonseca
(2004) y Berta Barquero (2009), citados ampliamemteesta memoria, las cuestiones
iniciales que nos plantedbamos en esta investigaoiaron un cariz un poco diferente

para centrarse en el papel de la modelizacion nédiearny en su ecologia institucional:

¢,Como es posible que la modelizacion matematicasidiemas econdémicos esté
practicamente ausente o, en el mejor de los cgsegue un papel absolutamente
secundario y accesorio en los estudios universgatte economia y empresa? ¢COmo se
podria modificar esta situacién?

Los cursos«cero», ¢sirven realmente para paliar las discadges matematicas entre el
bachillerato y la Universidad? Dichos cursos, ¢diagnostico proponen implicitamente
sobre las carencias de la ensefianza Secundaria®o¢ @etenden remediar dichas
carencias? ¢Qué cambios matematico-didacticos peofo; Hasta qué punto potencian o
facilitan la integracion de la modelizacion maten#@ten los estudios de ciencias

econdOmicas y empresariales?

En lo que sigue sintetizaremos muy brevemente dicp@rtaciones partiendo de las
cuestiones y conjeturas que hemos utilizado eniralep capitulo de esta memoria para
formular nuestro problema de investigacién y enfatdo las cuestiones que forman

parte de la citada dimension ecoldgica del probleatado.
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2.1. El papel de la modelizacion matematica en lafstituciones actuales
responsables de la ensefianza de las ciencias ecanasly empresariales

Partimos del principio que las matematicas son haraamienta de modelizacion de
sistemas extra e intra-matematicos y que estadonicistrumental es lo que les da
sentido en la enseflanza. Sin embargo, esta furestin muy poco presente en los
sistemas actuales de ensefianza de las mateméticls distintos niveles educativos
en general y en los estudios universitarios enqogat.

Antes de proponer cambios didacticos controladbpaleel que juega la modelizacion
matematica en las instituciones docentes, es mazésdagar cual ha sido el resultado
producido porla transposicion didactical actuar sobre la actividad de modelizacién
matematica, esto es, cual es el estado actuabdmséas en lo que se refiere al papel de
la modelizacion matematica en las instituciones afesefianza de las ciencias
econdmicas y empresariales. Se trata de una coegt@®no se suele plantear cuando la
problematica didactica se mantiene muy proxima@délematica docentpuesto que

el profesor,como tal profesqr tiene que negar la existencia de los procesos
transpositivos para preservar la legitimidad deddematica ensefiada, manteniendo asi
la ilusion de la existencia den Unico saber matematiape, naturalmente, coincidiria

con el que se ensefia en las instituciones docghesallard 1985/1991).

Con el objetivo de empezar a indagar los efectds densposicion didactica sobre el
papel que juega actualmente la modelizacibn matemn@n las instituciones que
estamos considerando, hemos empezado a poner eicgprdna metodologia muy
ligada a lo que Chevallard (2011) designé comanélisis clinico de la didacticg que

engloba lo que suele denominansgenieria didactica.Dicho analisis incluye la

observacion y la descripcion detallada de las mlaggas matematicas y didacticas
efectivamente existentes en determinadas institesio utilizando como referencia

determinados modelos epistemoldgicos y didacticos.

El recorte institucional que hemos utilizado parmarcar esta problematica engloba las
instituciones docentes responsables del bachidlegrate la ensefianza universitaria de
economia y empresa. Por lo tanto, la base empjuednhemos tomado en consideracion
abarca desde los programas oficiales, los librdexte y de consulta y los examenes de
los nuevos grados en el ambito de la economiaeynlaresa de una amplia muestra de

las universidades espafiolas, hasta la historia filgrhacién econémica en la ensefianza
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secundaria espafola, los programas de bachilldcstdibros de texto de secundaria y

los examenes de acceso a la Universidad.

En este apartado abordaremos la cuestion central:
¢Cudl es el estado actual de la modelizacion matecaat
en los estudios universitarios de economia y emaPes
que podemos declinar en el siguiente conjunto dstmnes derivadas:

¢Como ha evolucionado histéricamente el papel de maateméticas (y, muy
especialmente, la funcion de la modelizacion matieala en las instituciones
universitarias responsables de los estudios de @odm y empresa? ¢(Coémo se
relaciona el papel actual de la modelizacion matécaa en dichas instituciones
docentes con el tipo de matematicas que se estugiael bachillerato de ciencias
sociales? ¢Como se considera en dichas institusigngémo se describe y como se
interpreta por los sujetos de la misma) la modeli@a matematica y su relacion con la
economia y la empresa? ¢Cual es, en definitivdpima de interpretar la relacion
entre las matematicas y la economia y empresa ®inkituciones universitarias de
ensefanza correspondientes?

Podemos sintetizar las principales aportacionasudstra investigacion relativas a estas

cuestiones en los puntos siguientes:

(1) En la ensefanza universitaria espafiola de las radta® para la economia y
empresa (y de manera bastante analoga al casosdeiglacias experimentales),
prevalece una organizacion de los contenidos maimeaque sigue una logica
matematica deonstruccion de conceptgsno deconstruccion de modeloBado que
esta organizacion sitla las nociones y teorema® arigen de la actividad matematica,
tiende a construir tipos de problemas muy «aistagoscerrados». Los problemas que
surgen o podrian surgir en el ambito de la economi@mpresa se utilizan para
ejemplificar el uso de las definiciones y teoremas, delimitaationismo tiempo el
ambito de la aplicacion. Casi siempre apareceimal del proceso de estudio, como una
consecuencia de los contenidos de cada temaapinzacion que les da sentido y

muestra su funcionalidad.

(2) El trabajo transpositivo se ha limitadoeaiomar una organizacion ya elaborada por
la matematica sabiajue prevalece en la mayoria de estudios univecstale las
ciencias experimentales y afadir algunas aplicasiom modo de «ejemplos

motivadores» al final del capitulo, sin producits®& reconstruccion especifica de los
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contenidos matematicos a ensefiar a partir de lessidades que se plantean en los
estudios de economia y empresa. Existe algun ejedglrabajo transpositivo en esta
direccion, como el libro de Chiang (2006), pero difusion en la ensefianza es

extremadamente limitada.

(3) La logica del desarrollo matematico sabio acabagbeeiendo sobre la logica del
desarrollo de los sistemas economicos y empressrigl en consecuencia, la
problematica de la modelizacion matematica estacticramente ausentelLas

matematicas, lejos de considerarse como una heménide modelizacion de los
sistemas econdémicos y empresariales, se ven raegau las citadas instituciones
docentes a un papel secundario que permite, anho,sprecisar y cuantificar algunos

aspectos de los fenomenos econdémicos.

(4) En el caso de los estudios de bachillerato y, msisecificamente, en las
«Matematicas para las ciencias socialeaparece el mismo fenOmeno transpositivo,
hasta el punto que la asignatura de matematicasiisp de la modalidad de ciencias
sociales ha acabado siendo practicamente una wemsitucida y simplificada de su
analoga para la modalidad de ciencias y tecnologig/os contenidos parecen
paraddjicamente mas afines a los de las asignatierasatematicas de las carreras de

economia y empresa.

(5) En las instituciones escolares (tanto en el bachilb de la modalidad de ciencias
sociales como en la ensefianza universitaria deoadany empresa) se considera que
las matematicas no son de ninguna maucersstitutivas del conocimiento econémico-
empresarial. Las matematicas, una vez construidas, se «apli@anas ciencias
econdémicas y empresariales sin «contaminarse» [Hlas @ sin modificar la
problematica econdmico-empresarial a cuyo estudiotribuyen. La actividad de
modelizacion matematica se interpreta asi como wumera «aplicacion» de
conocimientos matematicos previamente construigd@nyos casos mas extremos, se
confunde la modelizacion matematica con la consibacde sistemas economicos
artificiales para que se ajusten a la utilizaciénlas herramientas matematicas que se
quieren aplicar. Se constata asi la vigenciaapétacionismo(Barquero 2009) como
forma dominante de interpretar la relacién enti® h@atematicas y la economia y

empresa.
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(6) La relativa «universalidad» de estos resultadoglemmbito empirico que hemos
tomado en consideracion refuerza nuestra hipotpsislas fuertes restricciones que
dificultan y practicamente impiden articular la efi@nza de las matematicas en torno a
la modelizacibn matematica de sistemas econémiqresariales,no podran ser
eliminadas de manera puramente voluntariftarece obvio que se requerira un mayor
conocimiento de los mecanismos que estan en edtromg dichas restricciones, del
nivel de codeterminacion didactica en el que suggéea los instrumentos y dispositivos
gue se requieren para convertirlos en condiciorsdifioables.

El movimiento post-autisteonstituye un sintoma muy interesante de la iogurfcia del
voluntarismo para cambiar las cosas en una dinedséerminada incluso en el caso en
que, como sucede en el manifiesto de dicho movimiese perciba con bastante
claridad el sin sentido dako descontrolado de la formalizacion matemagéinaalgunos
estudios universitarios de economia. Esta congbatam permite por si sola proponer
criterios fundados para decidir cual seria un uasteeuado» de las matematicas en
economia ni, mucho menos, para disefiar el tipo idpositivos didacticos que
permitirian cambiar las cosas en la direccion desmfuncional de las matematicas en

la ensefianza de las ciencias econdémicas y empilesari

2.2. El problema de la ecologia de la modelizaciomatemética de sistemas
econdmicos en la enseflanza universitaria

Una vez constatada la ausencia de una enseflanzasitaria que otorgue un papel
principal a la modelizacion matematica de sisteet@momicos, surge la cuestion de la
ecologia de dicha ensefianza, es decir de las condicionessgurequieren y las
restricciones que dificultan llevarla a cabo demfarnormalizada en la universidad
actual. Para responderla a esta cuestion es impertaner en cuenta la necesidad de
priorizar y jerarquizar las restriccionegue tomaremos en consideracion puesto que no
todas tienen la misma importancia ni la misma eaeia. Asi, puede suceder que una
restriccion concreta sea tan decisiva que anutmwuierta en practicamente irrelevantes

a las restantes.

Las investigaciones relativas a la problematicddgioa han puesto de manifiesto que
las restriccionesque determinan las caracteristicas de las praxieslagstitucionales

(ya sean praxeologias matematicas, didacticasooi@quier otro tipo) son, en general,
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independientes de la voluntad de los sujetos dmigsias. Lo anterior no significa que
las restricciones sean inamovibles ni que los esljab tengan responsabilidad alguna
en lo que se refiere a la trasformacion de lasgmiagias. Siempre existen restricciones
que parecen inaccesibles desde ciertas posicios@gicionales (como, por ejemplo,
desde la posicion de «profesor» o de «alumno»)egeu serlo desde otras (por ejemplo
la de «director de un centro educativo» o «coleciivadémico»), convirtiéndose asi en

unacondicionpara esta posicion.

El primer ambito institucional que hemos tomadocensideracion en este estudio
ecolégico incluye los cursos «cero» 0 cursos prégicbs de matematicas que
organizan las diferentes universidades espafiolas cpasiderarlos la respuesta
institucional espontanea al problema de las distoidiades matematicas y didacticas
entre la Secundaria y la Universidad y, por lodanonh posible factor de cambio en el
papel que puede jugar la modelizacion mateméaticeelerstudio de las ciencias
econdmicas y empresariales en los primeros cunsiesrgitarios. En segundo lugar, y
como nucleo principal del ambito institucional cdesado, hemos tomado los propios
cursos universitarios de matematicas para la ectangna empresa. En ambos casos
(cursos propedéuticos y cursos universitarios) lseemopezado analizando «cémo son
las cosas» actualmente para proponer, a contimjatiodificaciones en una direccion
determinada, esto es, para proponer una nueva fdeneasefar las matematicas en los
estudios universitarios de economia y empresa aldiranalizar su viabilidad, las
condiciones que se requieren para implementadalye todo, las restricciones que su

implementacion pone de manifiesto.

La base empirica considerada en lo que respeds eutsos propedéuticos abarca los
programas de cursos «cero» de bastantes univessidegpanolas, tanto de ciencias
econdémicas como de ambitos estrictamente ciergif{binlogia, geologia, quimica,

etc.); entrevistas a profesores responsables dieckencia de dichos cursos y materiales
utilizados tanto por los profesores como por lesralos y la observacion detallada de
dos de estos cursos (Serrano 2007). En una sedamdadespués que el sistema
universitario espafiol estuviese integrado en eh&ispEuropeo de Educacién Superior,
hemos vuelto a analizar los programas de cursosoxcefrecidos en muchas

Universidades espariolas, esta vez restringiénd@mhbito econémico. Forma parte de

este primer bloque de material empirico, el disefiperimentacion y evaluacion de los
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cursos propedéuticos sustentados en la TAD (prag&s matematicas reconstruidas,
modelo epistemoldgico de referencia, datos obtenidel analisis clinico de las

sucesivas experimentaciones, etc.).

En lo que respecta a los cursos universitarios deenméticas para la economia y la
empresa, ademas de la base empirica necesariandagar el estado actual de la
modelizacion matematica en los estudios universgale economia y empresa (y que
hemos comentado en el apartado anterior), hemasdewado todo el material empirico
originado por el disefio, experimentacion durantes @ cinco cursos académicos,
observacion y evaluacion de los recorridos de éstednvestigacion descritos en el

capitulo 4 de esta memoria.

La cuestion central gue nos planteamos es la sitguie
¢Qué tipo de restricciones, procedentes de qué rieela escala de niveles
codeterminacion didactica son cruciales para la tga de la
modelizacion matematica en las instituciones unisigirias responsables
de los estudio de economia y empresa

Que podemos declinar en las cuestiones derivadas:

¢, Qué incidencia tienen o podrian tener los cursagp@déuticos sobre la vida de la
modelizacion matematica en un primer curso unit@nsi de ciencias econdémico-
empresariales? ¢Y si los cursos propedéuticos smfiddos e implementados en base
a los principios de la TAD? ¢Qué restricciones atifian o impiden organizar el
estudio de las matematicas en torno a la modeliradile sistemas econdmico-
empresariales? ¢En qué niveles de la jerarquia esrdichas restricciones? ¢Qué
condiciones se deberian instaurar, y en qué nivdkeda jerarquia, para que fuese
posible la vida de la modelizacibn matematica cas daracteristicas que propone la
TAD? ¢;Como incide el «aplicacionismo» sobre el pagee se otorga a la
modelizacion matematica en las instituciones usit@tias responsables de los estudio
de economia y empresa? ¢Qué dispositivos didactieagquieren para convertir la
modelizacion mateméatica de sistemas econdémico-aanates en el nucleo de la
ensefianza de las matematicas en los estudios derat@y empresa?

Los resultados obtenidos se pueden resumir en logoP que presentamos a

continuacion.

(7) La respuesta institucional que la universidad efreml problema de las
discontinuidades entre la Secundaria y la Univaside materializa en un modelo
didactico con fuertes rasgos «teoricistas» y «téstais» sustentado en una

246



epistemologia de corte «conceptualista». En ef@ttmodelo didactico de los cursos
«cero» habituales pretende cubrir las lagunas amdananza secundaria mediante la
acumulacion de nuevos conceptos y nuevas relaciengg ellos y mediante la
ensefianza de ciertas técnicas basicas (principtdnagoritmicas) que no se han
trabajado en secundaria. Se constata asi que Heascycero» habituales, al agravar el
aislamiento y la desarticulacion de las praxeobgfamtematicas que se estudian en
secundaria, fortalecen aun mas las restricciones dificultan la integracion de la

modelizacion matematica en los cursos universgat@economia y empresa.

(8) Los cursos «cero» fundamentados en la teoria anfigipa de lo didactico estan
centrados en el estudio de una cuestion genetpteizpermite larticulacion mediante

el uso sistematico de la modelizacion matematide praxeologias puntualegue
aparecen aisladas en la matematica escolar de @euriLa puesta en marcha de estos
cursos muestra que es posible disefiar e implememtans «cero» con caracteristicas
muy distintas a la respuesta institucional esp@atéque ofrece la universidad y que
preparan para una mejor aceptacion de las mateawatomo herramienta de
modelizacion de situaciones econdmicas. Pero, do taso, los resultados a largo
plazo muestran, como era de esperar, la insuficiede los cursos «cero» para
modificar de forma significativa las restricciongge dificultan la integracién de la

modelizacion matematica en la ensefianza univassdareconomia y empresa.

Las condiciones que se requieren para posibilitag ps estudiantes reconstruyan
praxeologias matematicas locales relativamente det@p mediante un trabajo

sistematico de modelizacion matematica se sitan uen ambito institucional

radicalmente mas amplio que el abarcado por lososukcero». En esta memoria nos
centramos especialmente en las condiciones queebendinstaurar en el ambito
universitario para posibilitar este tipo de actaddmatematica y en las restricciones,
provenientes de cualquiera de los niveles de codatacion, que inciden sobre dichas
posibilidades. Esta opcion parece mas econdémicadolgicamente porque en el
ambito universitario se disfruta de mas autonondeedte que en los institutos de
educacidén secundaria y porque las restriccionega®ekal proceso de transposicion

didactica son mas «duras» en la ensefianza seauqgdaren la universidad.
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(9) Los recorridos de estudio e investigacion (REIpezimentados durante mas de
cinco cursos académicos consecutivos en 1QS Sdiddianagement resultan ser un
dispositivo didactico apropiado para facilitar lategracion de la modelizacidon
matematica en los estudios universitarios de ecam@nempresa. En particular hemos
mostrado que existen cuestiones empresarialesesseal «realistas» suficientemente
generativas como para servir de punto de partidadigintos REI y que dichas
cuestiones pueden ser abordadas con modelos miatesnd&aborados con las
herramientas de lo que constituye un primer curseetsitario de matematicas para la

economia y empresa.

(10) Para garantizar el funcionamiento de los REI compasitivo normalizado y su

«rendimiento» en términos de integracion de la hwaE@6n matematica, se requiere
qgue (los REI) constituyan ellcleo en torno al cual se organizan los contenigos
actividadesde las materias o asignaturas de matematicasiyeradio el proceso de

evaluacion de las mismas o, en otras palabras|oguREIl no se organicen de forma
aislada del resto de dispositivos del programa stedes. En nuestro caso, y a
diferencia de la investigacion de Barquero (2008% REI experimentados en la
asignatura de Matematicas para la economia y empe$QS-ADE se han articulado
totalmente a la organizacion didactica global deadaynatura, o que constituye un
avance importante en relacion a los resultadosnauie hasta la fecha. Ademas, la
pervivencia a largo plazo del cambio didacticoiginado por la integracion de la
modelizacion matematica resulta mucho mas segloa SEI constituyen el nacleo del
programa de estudios que si los REI se organizemam un mero apéndice de los

demas dispositivos didacticos.

(11) Una condiciéon imprescindible para que los REI tngn el nucleo de un
programa de estudios (en nuestro caso del progdama asignatura de Mateméticas
para la economia y empresa de IQS-ADE) radica ehalzoracion dénfraestructuras
matematicasnediante un importante trabajo uhgenieria matematicaon el objetivo
de organizar los contenidos del curso en tornpa@stde problemas y no de conceptos
matematicos. Se requiere, asimismo, la elaborag@uliscursos tecnoldgico-tedricos

totalmente nuevos para adaptarlos a las nuevasipagéones matematicas ensefnadas.
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(12) Para hacer posible la implantacion efectiva delvowcontrato didactico inherente a
los REI se requiere la creacion de nuevos gestiéctitos como, por ejemplo, la
realizacion de actas de sesiones por parteaigktariode cada sesion, la presentacion
deinformes parciale€on nuevas cuestiones a tratar y propuestas paabeajo futuro,
las presentaciones oralesn clase, la busquedte informacibnmés all4 de los media
tradicionales y, en definitiva, la creacién de mgedispositivos encaminados a facilitar
que los estudiantes compartan responsabilidad@stdids tradicionalmente asignadas
en exclusiva al profesor. Paralelamente dichosodiipos facilitaran que el profesor
renuncie progresivamente a un gran numero de <«gstofesionales» que esta
acostumbrado a asumir en exclusiva sin ser casscante de ello: planificacion
temporal del trabajo, gestion de las puestas enicpwalidacion de las respuestas,

formulacion de las nuevas cuestiones, etc.

(13) Otras condiciones aparentemente secundarias ga@rmente muy importantes para
poner en marcha el nuevo contrato didactico saeaismo de la cuestion generatriz
del REI, lasimulacion de una situacién profesiorralal (como, por ejemplo, la de una
consultoria de matematicas que recibe encargopgqe de una o varias empresas
durante el curso) y que el profesur disponga realmente de una respugstvia a la
cuestion formulada, hecho bastante habitual dadgrado de «apertura» de estas
cuestiones. Detalles como ponerle un nombre a laresa, asignarle un logo o, en
algunas ocasiones, hablar de empresas realesdB@asigual, etc.) constituyen puntos
de apoyo nada despreciables para favorecer diomascones.

(14) Los rasgos fuertementieoricistas y tecnicistasde la organizacion didactica
universitaria tradicional constituyen una restoeci importante que dificulta
grandemente situar las cuestiones probleméaticaradoras de los REI en el nucleo del
programa de estudios, especialmente aquellas ggersan el &mbito de la economia y
empresa. Esta restriccion se pone claramente defiestm en el hecho que los
programas universitarios de asignaturas de matemsgpara la economia y empresa se
organizan en torno a nociones o elementos tedgic@n algunos casos, en torno a
grandes métodos o tipos de técnicas matematicasnpaca alrededor de grandes tipos

de cuestiones.
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(15) La aceleracion detiempo didacticoen la organizacion didactica universitaria
tradicional que impidemantener problemas abiertos durante un largo periate
tiempo (los alumnos tienen una sensacion de que en lbs«®Eempo no avanza» Yy,
por lo tanto, que se estad durante demasiado tiemglizando un mismo tipo de
actividad), la preponderancia de la «teoria» stdbrepractica» (los alumnos tienden a
considerar que los REI son excesivamente practipeshay poca teoria) y ehracter
excesivamente dirigido de la actividad escdiadicional (los alumnos reclaman mas
direccion en los REI y no entienden como es posjbkeles hagan «resolver problemas
sin saber los pasos que hay que hacer ni qué sdigite»), son rasgos del modelo
didactico tradicional que dificultan la vida de REI en la ensefianza universitaria

(16) La organizacion pedagogica universitaria tradidia@sa intimamente ligada a la
pedagogia monumentalisya en consecuencia, el objetivo de los proces@andefianza
se centra en uoontenido establecido de antemantas cuestiones problematicas que
aparecen ocupan una posicion subsidiaria en losepos de estudio y tienden a
desaparecer. Ante cualquier cuestion que se puadeear, se eliminan las respuestas
provisionales intermedias (puesto que la «buermuesta» esta predeterminada). Queda
asi patente hasta qué punto esta caracteristita pdagogia monumentalista pueda

limitar la vida institucional de los procesos dedslizacion matematica.

Resulta, en definitiva, que la implantacion y edateollo generalizado de los REI en el
sistema de ensefianza universitario plantean lasideck de superar, no sélo la
epistemologia dominantque se manifiesta en el «aplicacionismo» imperasiteo
también las restricciones que imponedeologia pedagdgica dominanga el sistema
de ensefianza universitaria. Para ello sera neaesariintroduccion de nuevos
dispositivos y «gestos» didacticos que hasta gbemaanecian recluidos en el ambito

privado de la investigacion y que requieren un dardbl contrato didactico habitual.
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2.3 Sintesis de conclusiones
Las conclusiones obtenidas en torno a las cuatstiomes problematicas abordadas en

la investigacion se pueden resumir en las sigusdotenulaciones.

Q1: ¢ Como se puede describir e interpretar la respuegsttitucional espontanea, que
se materializa mediante los «cursos cero» de maieasa al problema de la
discontinuidades matematicas y didacticas entr@daundaria y la Universidad?

(2]

La respuesta institucional que la universidad @r@cproblema de las discontinuidades
con que se encuentran los estudiantes al pasaedmdaria a la universidad se
materializa en unos «cursos cero» cuyo objetivivadmjar, durante un corto periodo de
tiempo, una gran cantidad de organizaciones maiggsghoco conectadas entre si con
una organizacion didactica que no activa todosnosientos o dimensiones del proceso
de estudio. Este doble hecho tiende a favoregaodyia incluso agravar, el aislamiento
y la desarticulacion de las praxeologias matenmsdudiadas en secundaria porque
impide integrar las organizaciones matematicas l@® en organizaciones mas
amplias y completas. Por todo ello los «cursos>e@m facilitan la integracion de la

modelizacion matematica en los cursos universgat@economia y empresa.

Q2. ¢Qué caracteristicas diferenciales, en relacién aa respuesta instituciona
espontanea, pueden presentar los «cursos cero»e siusdamentan en la teorfa
antropoldgica de lo didactico?

Nuestra propuesta de cursos «cero» fundamentada tworia antropolégica de lo
didactico parte del estudio de una cuestion gemem@n suficiente poder generador e
interés econdmico para requerir la articulaciondiar@e el uso sistematico de la
modelizacién matematica, de praxeologias matensjpicatuales que aparecen aisladas
en la matematica escolar de secundaria. Esta exgtrapermite a los estudiantes
empezar a utilizar las mateméaticas de secundarimocana herramienta de
modelizacion de situaciones economicas. De todatos)dos resultados a largo plazo
muestran la insuficiencia de estos cursos para froadide forma significativa las
restricciones que dificultan la integracion de ladalizacibn matemética en la

ensefianza universitaria de economia y empresa.
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Qs: ¢ Qué papel juegan y cudl podrian jugar las matecatien los primeros cursQs
universitarios de Economia y Empresa?

La mayoria de las universidades espafiolas resdessale la ensefianza de las
matematicas para la economia y empresa adoptarrogmama estandar, similar al
seguido en carreras cientificas, en los que loseoaos se organizan en torno a la
l6gica interna de los conceptos matematicos y naoemo a tipos de problemas
economicos o empresariales. La actividad de mauafin matematica tiene un papel
muy secundario y, cuando aparece, se interpreteo aoma mera «aplicacion» de
conocimientos matematicos previamente construisteaplicacionismo derivado del

modelo epistemoldgico dominante, separa completemén construccion de los

fendmenos econdmicos y empresariales de la aglicacibsidiaria de las matematicas

Q4 ¢Qué condiciones se requieren y qué restriccion@isulian que el estudi
universitario de las matematicas en las institue®mesponsables de la ensefianza de
las ciencias econOmicas y empresariales se orgaseitetorno a la modelizacio
matematica de sistemas econémicos?

Se ha adoptado un dispositivo didactico para lzfearsza de las matematicas como

herramienta de modelizacibn basado en los llamado®rridos de estudio e

investigacién. Se han disefiado y experimentado tres recorridosestadio e

investigacion durante mas de cinco cursos acadénsimasecutivos en la asignatura de

matematicas de primer curso de ADE en IQS Schoblasfagement

El analisis clinico de estas experimentaciones d@o dugar a dos grandes tipos de

resultados.

(1) Por un lado, se confirman los resultados obdtenpor Berta Barquero (2009) en el
caso de la ensefianza de las ciencias experimed&algse los recorridos de estudio
e investigacion son un dispositivo didactico apadpi para facilitar la integracion de
la modelizacibn matematica en los estudios unitaies. Se han ampliado los
resultados de Barquero en dos sentidos. En priogar Ise incorpora el ambito
educativo de los estudios universitarios de ecoaogmémpresa al de las ciencias
experimentales. En segundo lugar se muestrgpporera vezla posibilidad -y la
fecundidad- de integrar los recorridos de estudiavestigacion en la organizacion
didactica global de la asignatura, en lugar deothicirlos como un dispositivo

complementario.
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(2) Por otro lado, el disefio, experimentacion yliaisdde los recorridos de estudio e
investigacion ha permitido avanzar en el estudidadecologiade este dispositivo
didactico y, por extension, de la ensefianza deddetizacion matematica en un
primer curso universitario de matematicas.

En lo que se refiere a lgwgincipales condicionesjue se requieren para integrar los

recorridos de estudio e investigacién la ensefianza universitaria de las matematicas

como un dispositivo didactico normalizado, destaxsfo siguiente:

- Losrecorridos de estudio e investigacideben constituir el nicleo en torno al cual
se organizan los contenidos y actividades de Ignagira de matemaéticas,
incluyendo el proceso de evaluacion de las misiNasbasta con que aparezcan
como «complementos» a la organizacion didactichdi@nal. Para ello es necesario
un importante trabajo dagenieria matematicgue permita la elaboracién de nuevas
organizaciones curriculares centradas en el trat&jonodelizacion.

- Para disefiar los recorridos, se deben tomar conmbo pde partida cuestiones
empresariales «reales» 0 «realistas» suficientengamterativas, en el sentido que su
estudio requiera la utilizacion de una gran panrtelas modelos matematicos
elaborados con las herramientas de lo que constitayprimer curso universitario de
matematicas para la economia y empresa.

- La implementacion de los recorridos de estudiovestigacion requiere incorporar
nuevos dispositivos didacticos a la ensefianza rgiigga tradicional, encaminados
por un lado a facilitar que los estudiantes conapamesponsabilidades que el
contrato didactico imperante asigna en exclusiya@aesor y, por otro lado, a hacer
vivir en el aula algunas de las dialécticas quéresh la base del funcionamiento de
los recorridos. Se han experimentado algunos des ekspositivos y analizado su
funcionalidad y condiciones de existencia. Se hatrado que su funcionamiento
también requiere la renuncia por parte del profeoun gran nimero de «gestos
profesionales» y la creacion de nuevas técnicasnptogias didacticas.

Sobre lagestriccionesque dificultan el funcionamiento normalizado ds tecorridos
de estudio e investigacion —y que inciden, al midirempo, en la posibilidad de la
ensefianza de las matematicas como herramienta d#eliragion—, nuestra
investigacibn ha puesto en evidencia las siguiengeg atribuimos a los rasgos
fuertemente teoricistas y tecnicistas de la organizacion didactica universitaria

tradicional y alaplicacionismacaracteristico de la epistemologia dominante:
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o Dificultad para situar lascuestiones problematicagieneradoras de los
recorridos en el nucleo del programa de estudi@mitiendo que las
necesidades «practicas» precedan a la introdudedecursos «tedricos», en
lugar de partir de un listado de contenidos estaltdede antemano en el que

las cuestiones problematicas ocupan una posicidgsidiaria.

o Dificultad para que los problemas abordados enectgsmanezcan abiertos
durante un largo periodo de tiempo, dado que el@vdeltiempo didacticese
mide en términos de la aparicién formal de concemds tedricos y no de

necesidades practicas o aporte y validacion delessgs a problemas.

o Caracter excesivamente dirigidade la actividad escolar tradicional, que
dificulta que los estudiantes asuman de forma ambdnla resolucién de
cuestiones probleméticas, asi como que el profesmegue en ellos

responsabilidades esenciales del proceso de estudio

o Ausencia de un cuestionamiento dep&tinencia del saber ensefiadae se
supone transparente y no problematico, concomitaote una alarmante
escasez de medipara poner a prueba la validez de las respuesifisiales»

a las cuestiones planteadas.

Resulta, en definitiva, que la implantacion y edateollo generalizado de los REI en el
sistema de ensefianza universitario plantean lasideck de superar, no solo la
epistemologia «aplicacionista» imperante, sino tmlas restricciones que impone la
ideologiapedagogica dominanten el sistema de ensefianza universitaria. Paraesto
necesaria la introduccion de nuevos dispositiveggstos» didacticos que hasta ahora
permanecian recluidos en el ambito privado de Vastigacion y que no tienen una

entrada facil en el contrato didactico habitual.
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3. Problemas abiertos

3.1. El papel de las matematicas en las ciencia®aémicas y empresariales fuera 'y
dentro de la ensefanza universitaria

El analisis empirico de las matematicas que sefiansactualmente en los estudios
universitarios de economia y empresa muestra qpeoeeso transpositivo no parece
haber partido de las necesidades matematicas gqgensen el trabajo en ciencias
econdémicas y empresariales, o en los ambitos poofdes directamente vinculados a
estos estudios. Los obstaculos con que se encuentrdia una ensefianza funcional de
las matematicas para las ciencias econOmicas \alesces, en gran parte, una
consecuencia de esta falta de trabajo transpogjtieose puede atribuir al predominio
del aplicacionismocomo epistemologia dominante en la ensefianza reiauéa. Se
plantea asi el problema de estudiar con mayorldetaistematicidad la naturaleza de
esta epistemologia dominante y como se relacionaktpapel que ha jugado desde el
inicio el proceso de matematizacion no solo en edadollo sino también en la
constituciéon de las ciencias econdmicas. Para abesle problema, no se puede obviar
la existencia de una relacidn controvertida enage tiencias economicas y las
matematicas que, como hemos visto con el caso aehmento post-autista, sigue sin
una respuesta clara en la actualidad. Tampocoe#emmitir el gran desconocimiento
qgue existe hoy dia sobre las necesidades matemaitaos ambitos de estudio,
investigacion y desarrollo profesional al mundolaleeconomia y empresa. Creemos
que el futuro de la ensefianza universitaria no @peelscindir de abordar este problema

social cuyo componente didactico es primordial.

3.2. Las «Matematicas para las ciencias sociales» @ bachillerato

El problema de la ensefianza de las mateméticas ksemamienta de modelizacién que
esta en el origen de nuestra investigacion seqdamé forma analoga en la ensefianza
secundaria y, en particular, en el bachilleratétadmodalidad de ciencias econdémicas y
sociales, la etapa mas proxima a la que se coasiguni. Hemos dicho que las
restricciones transpositivas suelen ser muchas rigidas en secundaria que en la
universidad y, en ciertos aspectos, incluso maselemachillerato debido a los
impedimentos que genera el examen final de accdaouaiversidad. En lo que se
refiere a los recorridos de estudio e investigaaémo dispositivo didactico para

facilitar dicha ensefianza, se puede mostrar, a gartrabajos como el de Javier Garcia
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(2005), Esther Rodriguez (2006) y Noemi Ruiz-MunZ2010), que su ecologia
presenta muchos rasgos similares a los obtenidoda eimvestigacion que aqui
presentamos y que su implementacion como dispositiermalizado choca con
restricciones muy fuertes a niveles tanto de laiglisa como de los contratos
didacticos, pedagdgicos y escolares dominantedo@@s modos, no existen estudios
sistematicos sobre la posibilidad de organizar tad@urso de bachillerato a partir de
unos pocos REI que permitan recubrir los princgpadspectos del curriculum de
matematicas, ni sobre la ecologia de este tipordpupsta. La articulacion entre el
bachillerato y la universidad constituye un proldeanucial que no puede abordarse

Gnicamente desde una de las dos instituciones t&xaganplicadas.

3.3. Incidencia de los recorridos de estudio e ins&gacion en las praxeologias
personales de los estudiantes

El objetivo principal de nuestra propuesta didactitundamentada en un analisis
ecologico de los REI, es el de hacer posible gseektudiantes lleven a cabo una
actividad matematica funcional vinculado al ambdientifico y profesional de la
economia y empresa. En consecuencia, si se presendivaluar el «rendimiento» o,
mas en general, el efecto de esta modalidad dei@mz® sobre las praxeologias
personales de los estudiantes, se deberian utilizstrumentos de evaluacion
apropiados. Nuestra investigacion no ha abordadordea sistematica esta dimension,
por otra parte fundamental, del problema de engefialmdo que, por cuestiones
metodoldgicas, consideramos que la dimension ealogs previa. A partir de los
resultados obtenidos y del material empirico retmgia lo largo de las
experimentaciones, se pueden plantear multiplestiones relacionadas con esta
dimensién como las siguientes:

- Estudio estadistico sistematico de las respuedtascaiestionarios y entrevistas
para conocer mejor la percepcion de los estudiaate® el trabajo realizado en
los REI y su evolucion a lo largo del curso académasi como su vision de las
matematicas y de su relacion con las ciencias ec@as y empresariales.

- Relacion entre las respuestas al cuestionariggnelimiento académico de los
estudiantes, tanto en el propio taller como ersignatura de mateméticas y
también en otras asignaturas relacionadas comejg@uiplo, la microeconomia,

la informatica, etc.

256



- Relacién entre el rendimiento de los estudianted &adler y en la asignatura de
matematicas.
- Incidencia de los talleres en la vision que tielesrestudiantes sobre las

matematicas y su funcién en el entorno economiempresarial.

3.4. La ecologia regional de los recorridos de eslio e investigacion

La investigacion que hemos realizado esta circitasarun ambito institucional muy
concreto y los resultados obtenidos en cuantoegdéogia de los REI en la ensefianza
universitaria no pueden extrapolarse tal cual iasla este nivel local. El problema de
la difusion de los REI como dispositivo didacticarg la ensefianza universitaria de la
modelizacion matematica requiere nuevos estudioe cmborden aquellas
particularidades que no siempre se pueden reprodaatros ambitos institucionales.
Por ejemplo, mientras que en nuestro caso el eqlegwofesores siempre contaba con
investigadores en didactica, cabria estudiar qp&lg#Eene la variable profesor en la
ecologia de los REI. Del mismo modo, la organizaeiivel escolar y pedagogico de
IQS School of Management cuenta con unas caraatas®specificas que no sabemos
cémo han podido incidir en el funcionamiento de REl: centro de una universidad
privada, grupos con un numero reducido de estwBamtedicacion del profesorado e
importancia otorgada a la docencia, nivel sociaéantco de los estudiantes, atencion

personalizada, recursos pedagogicos disponibles, et

3.5. Profundizar en las analogias entre la ensefiamzle las matematicas para las
ciencias econdmicas y para las ciencias experimeles

Nuestra investigacion toma como uno de sus punéoPaittida el trabajo de tesis
doctoral de Berta Barquero (2009) en el cual sedesia ecologia de la modelizacion
matematica en la ensefianza universitaria de laxiag experimentales. En nuestro
caso, hemos utilizado una metodologia de investigasimilar pero ampliando

significativamente la base empirica, al considelaurriculo de bachillerato, los cursos
de transicion a la universidad y la experimentadiégular de los REI de forma
integrada a la asignatura de matematicas. Los ta€esl obtenidos convergen
mayoritariamente con los de B. Barquero y corrobdes hipétesis formuladas en

términos de la ecologia de los REI en la ensefamixarsitaria.
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Estas similitudes pueden resultar sorprendentaacsitoma en consideracion el hecho
que las ciencias experimentales tienen un nivehaematizacion mucho mayor que las
ciencias sociales y que el entorno institucionakpnta caracteristicas distintas en las
facultades de ciencias y en las de economia y esapmor ejemplo en el tipo de
formacion matemética del profesorado, la metodeladg las distintas areas, etc.).
Surgen asi dos cuestiones muy distintas. La prireeri@ de indole metodoldgica. Se
trataria de profundizar en las similitudes y dif@ias entre ambos casos, para
contrastarlos en lugar de, como en nuestro casptada uno como guia del otro. En
cierta manera, es posible que la investigacion degigro nos haya conducido a
privilegiar los géneros proximos en detrimento ds Hiferencias especificas. La
segunda cuestion es de indole epistemoldgica ysteren abordar, a través del estudio
del papel de la modelizacion matematica en lasinthst ciencias y su ecologia
institucional, el problema sefialado al inicio déeempartado de la relacién entre las
matematicas y las demas ciencias asi como la masergue los procesos de
transposicion didactica inciden en esta relacid.clestion subyacente seria la del
proceso de matematizacion progresiva de las disticiencias, la manera en que este
proceso se traslada a la ensefianza vy, reciprocaa@efttrma en que la enseflanza —
especialmente la universitaria— incide en €él. Ratae estudio es necesario ampliar el
ambito empirico mas alla de los alumnos y profespega incluir a los investigadores y

profesionales de la empresa.

El recorrido de estudio e investigacion que ha dadar a esta memoria se inicio a
partir de un problema docente muy practico sobré mpatematicas ensefiar en los
estudios universitarios de Economia y Empresa yoclrganizar dicha ensefianza. La
problematizacion de esta cuestion en el marco teEoléa antropoldgica de lo didactico
provoco la necesidad de elaborar un analisis epid@gico de la matematica escolar vy,
especialmente, del papel que tiene la modelizaoniatematica en el estudio de
problemas vinculados a la economia y empresa.dsstielio nos condujo al analisis de
las condiciones de posibilidad de nuevos dispastiidacticos que faciliten la vida de
una actividad matematica funcional centrada en ladatizacion de sistemas

econdémicos y empresariales. La experimentacionsties edispositivos ha puesto en
evidencia rasgos importantes de su ecologia ingiital que delimitan un espacio de
posibilidades y condiciones para la renovacion alendsefianza universitaria de las
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matematicas. Las cuestiones que se abren al firaleste recorrido exceden
ampliamente tanto el margen de accion de la proatica docente, como el &mbito
institucional en el que surgia la cuestion inici2é hecho, nos conduce a problema
de epistemologia general de gestion social de la transmision del conocimiento
relativo a la funcion de las matematicas como ha@gata en las practicas sociales
relacionadas con las distintas ciencias y su papdh evolucion de las mismas. No
deberia sorprender que este problema tenga ume ft@riponente didactico y que pueda

—Yy deba— abordarse con las herramientas que prioparta ciencia didactica.
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Anexo 1.1. Emergencia de la teoria antropoldgica de didactico

En este apartado presentamos una «reconstrucatimita» de las evoluciones de los
diversos enfoques en investigacion en didacticaiexglo la propuesta de Gascon
(1998) que han confluido hasta conformar las bdseta teoria antropoldgica de lo

didactico (TAD), iniciada por Yves Chevallard adies de los afios ochenta.

El enfoque clasico en didactica de las matematseagaracteriza por la suposiciéon
acritica que etonocimiento matematico no es problematipoe el problema reside en
su ensefianza y aprendizgjeyue los saberes que se utilizan para describiegoretar
los hechos educativos (pedagogia, psicologia, Isgia etc.) pueden ser «aplicados» a
los problemas didacticos pero no puedennsedificados como consecuencia de esta
aplicacion. A partir de aqui, se pueden distinglirs enfoques sucesivos en el
desarrollo de la problematica didactica clasicaprthero, centrado en elprendizaje
del alumng tiene como objeto primario de investigacion eha@mmiento matematico
del alumno y su evolucidon, delegando explicitamemte la psicologia la
fundamentacién cientifica de la didactica. El selguenfoque amplia la problematica
didactica introduciendo cuestiones relativas afgsar y a su formacion profesional,
tomando como objeto primario de investigaci@nactividad y el pensamiento del
profesor En este caso, se necesita una base multidismipimucho mas amplia que
incluya, entre otros, la psicologia educativa, daidogia y la epistemologia de las

matematicas para fundamentar la investigacion.

A principios de la década de los setenta del gpgkkado, el investigador francés Guy
Brousseau vio la necesidad de crear un modelo @repplicito y contrastable de la
actividad matematica que no se redujera al estdéitos procesos cognitivos de los
alumnos, para estudiar los fenomenos ligados an$&if@anza y aprendizaje de las
matematicas. Se toma como objeto de estudio nlaraha haciendo matematicas, sino
la situacion didacticapor medio de la cual los alumnos consiguen apregide un
saber matematico especifico ya constituido o es di@ constitucion. Se pasa asi a
considerar elproceso de ensefianza-aprendizaje en situacEmtendiéndose por
situacion didactica el conjunto de relaciones establecidas explicitdeneo
implicitamente entre tres elementos: el alurongrupo de alumnos; la interaccion del
alumno con ummedioformado por un conjunto de objetos e instrumesiosntencion

didactica, y elprofesor o «instancia ensefiante», que propone al alumrevediies
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situaciones con la intencion de hacer que se agraie un saber matematico. Nace asi
la teoria de las situaciones didacticas (TSD), quycipal aportacion fue postular la
existencia defendmenos didacticosio reducibles a fendmenos psicologicos o
sociologicos, cuyo estudio necesita una modeliraeiplicita y contrastable dshber
matematicoen términos de situaciones. La ampliacion clave dlepostulado de
Brousseau (1986) de que tofendémeno did4ctico tiene un componente matematico
esencial lo que comporta la problematizacion del conocmdematematico y la
necesidad de elaborarodelos epistemoldgicos especificos de la didadlesaqui que
Brousseau hubiera propuesto llanepistemologia experimental la nueva disciplina
gue preconizaba su teoria (Gascon 1998).

La necesidad de estudiar las condiciones de creacidifusion del conocimiento
matematico en las diferentes instituciones socialesde las productoras o creadoras
del conocimiento, hasta las que lo utilizan comstrumento, pasando por las
instituciones mas propiamente didacticas, es deemfradas en la ensefianza de las
matematicas, es el punto de partida del llamadimque antropologicen didactica
creado por el investigador Yves Chevallard, didoiple Brousseau, a finales de los
afios ochenta. Este enfoque, que supone una aroplideila problematica de la TSD,
nace con las primeras teorizaciones sobre el prodestransposicion didactica
(Chevallard 1985/1991), que pone de manifiesto gaees posible interpretar la
matematica ni la actividad matematica que se estewlila escuela sin tener en cuenta
fendmenos relacionados con los procesos de (rdjuooo®n de las matematicas que

tienen el origen en la institucion «sabia» o proolizcde los saberes matematicos.

Los procesos de transposicion didactica distingiGarentes tipos de «saberes» (cf.
figura 1) que intervienen en todos los procesosndefanza y aprendizaje:
- el «saber sabio» o saber matematico, tal comoolduze la comunidad cientifica;
- el «saber matematico a ensefiar», tal como es @esigoficialmente por los
programas oficiales y libros o tratados para l&@asza;
- el «saber matematico ensefiado», tal como es re@meesefiado por los profesores
en el aula;
- el «saber matematico aprendido» o construido moalomnos al final del proceso

de ensefanza-aprendizaje y que queda disponildenparos procesos de estudio.
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Figura 1 Proceso de transposicion didactica

Mientras que algunas teorias didacticas tiendeengrar su analisis en las dos ultimas
etapas del proceso transpositivo, la TAD postule go es posible explicar las

caracteristicas del «saber aprendido», ni ningumdod fenémenos didacticos que
emergen en él, sin tomar en consideracion toda®tisas de la transposicion. El
investigador se deberia situar asi en una posiExbarna en relacion a las diversas
instituciones que forman parte de su objeto dedastiEsto supone disponer de un
modelo suficientemente rico para describir el sabatematico tanto si se sitla en la
institucion «sabia», como si se trata de la praaie un estudiante universitario o de un
alumno de primaria. En este aspecto, el modelasisituaciones didacticas propuesto
por G. Brousseau presenta dificultades importaftesello, Y. Chevallard introduce la

nocion depraxeologiao deorganizacion praxeolégicaomo elemento basico para la
descripcion del saber. Dicha nocion estd descedtallddamente en el primer capitulo

de esta memoria.

Chevallard (2006a) afirma que no hay un sistemaeterencia privilegiado desde el
cual observar, analizar, juzgar el mundo de logmsgby mas ampliamente, el de las
praxeologias. El «saber sabio» es una funcion ynaosustancia, respecto a la cual el
didacta se debe descentrar expresamente. Pergdacé de un sistema de referencia
absoluto no hace menos imprescindible la utilizacié sistemas de referencia relativos
adecuados a cada situacion, modelos cuyo caragpetético les atribuye una
provisionalidad permanente —o, mejor dicho, unalmidn permanente—, siempre
sometidos a la prueba del contraste empirico ymafados en funcidn de los nuevos
problemas por abordar (Bosch & Gascén 2005). Estdein, que constituye una
herramienta fundamental para la emancipacion epégica e institucional del
analisis didactico, en términos de la TAD recibaa@hbre denodelo epistemologico de

referencia
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Anexo 2.1 Direcciones de las paginas web de los programas giedos en economia
de facultades espafolas:

Universidad de Alcalawww.uah.ek

Grados erAdministracion y direccion de empresaenContabilidad y Finanzas

- Matematicas I:
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descardzericasp? CodAsig=340001&CodPlan=G34
0&ANN0=2011-12

- Matematicas Il:
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descardserficasp?CodAsig=340004&CodPlan=G340
&Anno=2011-12

Grado erEconomia

- Andlisis matematico:
http://www.uah.es/estudios/asignaturas/descardzerficasp?CodAsig=360004&CodPlan=G360
&Anno=2011-12

Universidad Alfonso X\yww.uax.e$:
Grado enAdministracion y direccién de empresas
- Matematicas empresariales:
http://campus.uax.es/asignatura/html_alumno/asag.php?cod_asig=0120105&prev=publico

Universidad de Almerianww.ual.e$:
Grados erAdministracion y direccién de empresasEconomia y FinanzagenContabilidad
- Mateméticashttp://cvirtual.ual.es/guiado/servlet/bin?id=596 A

Universidad Autbnoma de Barcelonaww.uab.ek

Grados erAdministracion y direccién de empresasnEconomia

- Matematicas I:
http://www.uab.es/guiesdocents/2011-12/9102345F8t572a2011-12iCAT.pdf

- Matematicas Il
http://www.uab.es/quiesdocents/2011-12/9102344801i572a2011-12iCAT.pdf

Grados erComptabilitat i Financesy enEmpresa i Tecnologia

- Matematicas I:
http://www.uab.es/quiesdocents/2011-12/9g102097%B00231a2011-12iCAT.pdf

- Matematicas Il:
http://www.uab.es/quiesdocents/2011-12/9102096@%B00231a2011-12iCAT.pdf

Universidad Auténoma de Madridivw.uam.ek

Grado erEconomia

- Andlisis matematicy Algebra lineal
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/124286586/1242654022725/guiadocente/det
alle/Curso_1%C2%BA, 2011-2012.htm

Grado erAdministracion y direccion de empresas

- Instrumentos matematicos para la emprgdaétodos matematicos para la empresa
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/124288360/1242654021641/qguiadocente/det
alle/Curso_1%C2%BA, 2011-2012.htm

Grado erEconomia y Finanzas

- Andlisis matematicy Algebra lineal
http://www.uam.es/ss/Satellite/Economicas/es/124288921/1242654023023/guiadocente/det
alle/Curso_1%C2%BA, 2011-2012.htm

Universidad de Barcelonavvw.ub.ed:
Grado erAdministracion y direccion de empresas
- Matematicas I:
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs£¥xbdiGiga=363645&idioma=CAT&r

ecurs=publicacio
- Matematicas Il:
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http://www.ub.edu/grad/plae/AccesInformePD?curs£¥xbdiGiga=363646&idioma=CAT&r
ecurs=publicacio

Grado erEconomia

- Matematicas I
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesinformePD?curs3&bdiGiga=361831&idioma=CAT&r
ecurs=publicacio

- Matematicas II:
http://www.ub.edu/grad/plae/AccesinformePD?curs3&bdiGiga=361832&idioma=CAT&r

ecurs=publicacio
Universidad Carlos Ilww.uc3n):

Grado erAdministracion y direccion de empresas

- Matematicas para la economia I
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/204.13h&RI

- Matematicas para la economia Il:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/204.13h&86l

Grado erEconomia

- Matemaéticas para la economia I:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/202.13687l

- Matematicas para la economia Il:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/202.136¢1l

Grado erContabilidad y finanzas

- Matemadticas para la economia:
http://www3.uc3m.es/reina/Fichas/ldioma_1/201.13F¢RI

Universidad Complutense de Madrigvww.ucm.e$.

Grado enAdministracion y direccién de empresas

- Matematicas empresariales I:
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_fileitlredf355c7-12ba-42dd-9ff9-
7ebf42bbff85&groupld=127685

- Matematicas empresariales II:
http://portal.ucm.es/c/document_library/get filel®iri56d821d-d79d-48ff-8b40-
298cdc7e6475&groupld=127685

Grado erEconomia

- Matematicas I:
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_filelPir®5070faa-b859-42f3-a269-
407907509cbe&groupld=127685

- Matematicas Il:
http://portal.ucm.es/c/document_library/get_fileitlnr6c73c1f-523e-47fa-9c25-
9c0dlebe64f3&groupld=127685

Universidad Europea de Madrighfw.uem.ek

Grado erEconomia

- Matemaéticas:
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verpesga_esp.php?asignatura=9960001103

- Andlisis matematico:
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verpesga_esp.php?asignatura=9960001108

Grado erfFinanzasy enDireccion y creacion de empresas

- Matematicas empresariales:
http://campusvirtual.uem.es/moodle/uxxi-mo/verpeoga_esp.php?asignatura=9987001105

Universidad de GironaMww.udg.e$:

Grado enAdministracion y direccién de empresasnEconomia

- Matematicas I:
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassigredtabid/15700/Default.aspx?curs=2011&
codia=3107G00002&codip

- Matematicas Il:
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassigradtabid/15700/Default.aspx?curs=2011&
codia=3107G00003&codip

Grado erComptabilitat i Finances
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- Matematicas Empresariales:
http://www.udg.edu/Guiadematricula/Dissenyassigredtabid/15700/Default.aspx?curs=2011&
codia=3107G02001&codip

Universidad de Granadavw.ugr.e$:

Grado enAdministracion y direccién de empresas

- Matematicashttp://grados.ugr.es/empresas/pages/infoacaderhit?/matematicas

Grado erEconomia

- Matematicas:
http://grados.ugr.es/economia/pages/infoacademizsaglocentes-1a-geco/matematicas

Grado erFinanzas y Contabilidad

- Matematicas:
http://grados.ugr.es/finanzas/pages/infoacademicgedocentes-11 12/fico_ matem 11 12

Universidad de Huelvarww.uhu.e¥:
Grados erAdministracion y direccién de empresasnFinanzas y Contabilidad
- Matematicashttp://www.uhu.es/empresariales/grados/ade/progsanaem.pdf

Universidad Internacional de Catalufanw.uic.e3:
Grado enAdministracion y direccién de empresas
- Matematicashttp://www.uic.es/quia-docent?cod_asignatura=773&a2011

Universitat de Lleidawww.udl.e3:
Grado erAdministracion y direccion de empresas
- Matematicas empresarialdgtp://www.ade.udl.cat/export/sites/Ade/docs/quizatt/2011 -

2012/101303.pdf

Universitat Oberta de Catalufaww.uoc.e$.
Grado enAdministracion y direccién de empresas
- Fundamentos en Mateméticas:
http://cv.uoc.edu/tren/trenacc/web/GAT_EXP.PLANDQCH=?any_academico=20111&cod a
signatura=71.516&idioma=CAS&pagina=PD_PREV_PORTAL

Universitat Pompeu Fabrasvw.upf.e3:
Grados erAdministracion y direccion de empresaenEconomia
- Matematicas Ihttp://www.upf.edu/pra/3324/20833.html
- Matematicas llhttp://www.upf.edu/pra/3324/20834.html
Grado erCiencias Empresariales-Management
- Mateméticashttp://www.upf.edu/pra/3326/20639.html

Universidad Rey Juan Carlosww.urjc.e3:

Grado enAdministracion y direccién de empresas

- Matematicas:
http://www.urjc.es/estudios/grado/ade/quias/Primidate maticas¥%20Empresariales.pdf

Grado erEconomia

- Métodos matematicos para la economia I:
http://www.urjc.es/estudios/grado/economia/quiasiBro/Metodos%20Matematicos%20para%
201a%20Economia%20l.pdf

- Métodos matematicos para la economia Il:
http://www.urjc.es/estudios/grado/economia/guidasiBro/Metodos%20Matematicos%2011. pdf

Universitat Ramén Lullpww.url.e9:

Grado enAdministracion y direccién de empresas

- Matematicas:
http://www.igs.edu/documentacion/files/estudiostiarsiade/plan%20estudios/MATEM%C3%8
1TICAS 1.pdf

Grado en Direccion de empresas — BBA:

- Matematicas:
http://madoc.esade.edu/asi/llibres/libros11.nsf&#H4877e723ac1257482003f0d21/c12578960
0549a4dc1257483003c0b92?0penDocument
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Universitat Rovira i Virgili fvww.urv.eg:
Grados erAdministracion y direccién de empresasContabilidad y Finanzag enEconomia

Matematicas I
http://moodle.urv.net/docnet/qguia_docent/index. mepire=16&ensenyament=1621&assignatur

a=16214008&any academic=2011 12

Matematicas II:
http://moodle.urv.net/docnet/guia_docent/index. mepire=16&ensenyament=1621&assignatur

a=16214009&any academic=2011 12

UNED (www.uned.ek

Grado erAdministracion y direccion de empresas

Mateméticas I:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.adphtip://portal.uned.es/pls/portal/url/page/

UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignat@=6502102-

Matematicas II:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.adphtip://portal.uned.es/pls/portal/url/page/

UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignat@=65022024

Grado erEconomia

Matematicas para la economia: Célculo:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.adphtip://portal.uned.es/pls/portal/url/page/

UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignat@=65011026

Matematicas para la economia: Algebra:
http://serviweb.uned.es/conversorpdf/impresoA.adphtip://portal.uned.es/pls/portal/url/page/

UNED_MAIN/GESTIONGRADO/TODALAGUIA/2012/?idAsignat@=65011084

Anexo

2.2. indice del libro Métodos FundamentalesedEconomia Matematica de

Chiang

1. Lan
1.1.
1.2.

2. Mod
2.1.
2.2.
2.3.
2.4,
2.5.
2.6.
2.7.

3. Anal
3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

4. Mod
4.1.
4.2.
4.3.
4.4,
4.5,
4.6.

5. Mod
5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

aturaleza de la economia matematica
Economia matemética versus no matematica
Economia matematica versus econometria
elos econémicos
Elementos de un modelo matematico
El sistema de los nimeros reales
El concepto de conjunto
Relaciones y funciones
Tipos de funciones
Funciones de dos o0 mas variables independientes
Niveles de generalidad
isis del equilibrio en economia
El significado de equilibrio
Equilibrio parcial de mercado. Un modelo lineal
Equilibrio parcial de mercado. Un modelo no lineal
Equilibrio general de mercado
Equilibrio en el andlisis de la renta nacional
elos lineales y algebra lineal
Matrices y vectores
Operaciones con matrices
Notas sobre operaciones con vectores
Leyes conmutativa, asociativa y distributiva
Matrices identidad y matrices nulas
Traspuestas e inversas
elos lineales y algebra matricial (continuacién)
Condiciones para la no singularidad de una matriz
Criterios de no singularidad a través del deterntma
Propiedades basicas de los determinantes
Célculo de la matriz inversa
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10.

11.

12.

13.

5.5. Regla de Cramer

5.6. Aplicacién a modelos de mercado y de renta nacional
5.7. Modelos input-output de Leontief

5.8. Limitaciones del analisis estéatico

Estatica comparativa y el concepto de derivada

6.1. La naturaleza de la estatica comparativa

6.2. Latasa de cambio y la derivada

6.3. La derivada y la pendiente de una curva

6.4. El concepto de limite

6.5. Digresion sobre desigualdades y valores absolutos
6.6. Teoremas del limite

6.7. Continuidad y diferenciabilidad de una funcién

Reglas de diferenciacién y su uso en estatica cratipa

7.1. Reglas de diferenciacion para una funcién de unahia
7.2. Reglas de diferenciacién para dos o mas funcioaeds thisma variable
7.3. Reglas de diferenciacion para funciones de vasatiferentes
7.4. Diferenciacién parcial

7.5. Aplicaciones al andlisis estatico comparativo

7.6. Una nota sobre los determinantes jacobianos

Andlisis estatico comparativo de modelos con furesogenerales
8.1. Diferenciales

8.2. Diferenciales totales

8.3. Reglas de diferenciacion

8.4. Derivadas totales

8.5. Derivadas de funciones implicitas

8.6. Estéatica comparativa de los modelos de funcioneergées
8.7. Limitaciones de la estatica comparativa

Optimizacion: Una variedad especial del andlisisgiglierio
9.1. Valores Optimos y valores extremos

9.2. Maximo y minimo relativo: Criterio de la derivadamera
9.3. Derivada segunda y derivadas superiores

9.4. Criterio de la derivada segunda

9.5. Digresion acerca de las series de Maclaurin y Taylor

9.6. Criterio de la derivada de orden N para extrematdivels de una funcién de una variable

Funciones exponenciales y logaritmicas

10.1.La naturaleza de las funciones exponenciales
10.2.Funciones exponenciales naturales y el problemardeimiento
10.3.Logaritmos

10.4.Funciones logaritmicas

10.5.Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas
10.6.Tiempo 6ptimo

10.7.Ctras aplicaciones de las derivadas exponencidtagyitmicas
El caso de mas de una variable de la eleccion

11.1.La versién diferencial de las condiciones de 6ptimo
11.2.Valores extremos de una funcion de dos variables
11.3.Formas cuadraticas. Una aproximacion

11.4.Funciones objetivo con mas de dos variables
11.5.Condiciones de segundo orden en relacion con leasiatad y convexidad
11.6.Aplicaciones economicas

11.7.Aspectos estatico-comparativos de la optimizacion
Optimizacidn con restricciones de igualdad

12.1.Efectos de una restriccion

12.2.Calculo de los valores estacionarios

12.3.Condiciones de segundo orden

12.4.Cuasiconcavidad y cuasiconvexidad

12.5.Maximizacion de la utilidad y demanda del consumido
12.6.Funciones homogéneas

12.7.Combinacion de inputs de minimo coste

12.8.Algunas conclusiones generales

Dindmica econémica y célculo integral

13.1.Dinamica e integracion

13.2.Integrales indefinidas

13.3.Integrales Definidas

13.4.Integrales impropias
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

13.5.Algunas aplicaciones econémicas de las integrales

13.6.Modelo de crecimiento de Domar

Tiempo continuo: Ecuaciones diferenciales de prionden
14.1.Ecuaciones diferenciales lineales de primer ordencoeficientes y términos constantes
14.2.Dinamica del precio de mercado

14.3.Coeficiente variable y término variable

14.4 Ecuaciones diferenciales exactas

14.5.Ecuaciones diferenciales no lineales de primerroydée primer grado
14.6.EIl enfoque grafico-cualitativo

14.7.Modelo de crecimiento de Solow

Ecuaciones diferenciales de orden superior

15.1.Ecuaciones diferenciales lineales de segundo arolercoeficientes constantes y término constante
15.2.Numeros complejos y funciones circulares

15.3.Andlisis del caso de la raiz compleja

15.4.Un modelo de mercado con expectativas de precios

15.5.La interaccion de la inflacién y el desempleo

15.6.Ecuaciones diferenciales con término variable

15.7.Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Tiempo discreto: ecuaciones en diferencias de prarden

16.1.Tiempo discreto, diferencias y ecuaciones en difges
16.2.Resoluciones de una ecuacion en diferencias deepanden
16.3.Estabilidad dinamica del equilibrio

16.4.El modelo de la telarafia

16.5.Modelo de mercado con inventario

16.6.Ecuaciones en diferencias no lineales. El enfogéafcg-cualitativo
Ecuaciones en diferencias de orden superior

17.1.Ecuaciones en diferencias lineales de segundo @eatenoeficientes constantes y término constante
17.2.El modelo de Samuelson de la integracion entreudtipficador y el acelerador
17.3.Inflacién y desempleo en tiempo discreto

17.4.Generalizaciones para término variable y ecuacideewden superior
Ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferssaiaultdneas
18.1.Génesis de los sistemas dindmicos

18.2.Resoluciones de ecuaciones dindmicas simultaneas
18.3.Modelos dinamicos de input-output

18.4.El modelo de inflacién y desempleo una vez mas

18.5.Diagramas de fases de dos variables

18.6.Linealizacién de un sistema de ecuaciones difeaégecino lineal
18.7.Limitaciones de analisis dinamico

Programacion lineal

19.1.Ejemplos simples de programacién lineal

19.2.Formulacién general de los programas lineales

19.3.Conjuntos convexos y programacion lineal

19.4.Método simplex: basqueda de puntos extremo

19.5.Método simplex: blsqueda de un punto extremo 6ptimo
19.6.Notas adicionales sobre el método simplex

Programacioén lineal (continuacion)

20.1.Dualidad

20.2.Interpretacion econémica de un dual

20.3.Analisis de actividad: nivel micro

20.4.Anélisis de actividad: nivel macro

Programacién no lineal

21.1.La naturaleza de la programacién no lineal

21.2.Condiciones de Kuhn-Tucker

21.3.La cualificacion de restricciones

21.4.Teorema de suficiencia de Kuhn-Tucker: programacimcava
21.5.Teorema de suficiencia de Arrow-Enthoven: progragracuasiconcava
21.6.Aplicaciones econémicas

21.7.Limitaciones de la programaciéon matematica
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Anexo 2.3. Recopilacion de algunos enunciados deamen de las asignaturas de
matematicas en diferentes grados en economia ded#iades espafiolas.

METODOS MATEMATICOS — GRADO EN ADE (UAM) — Junio de 2011
4. Una empresa privada lactea produce dos tiposate| descremada y entera en cantiddges
(unidades de volumen) respectivamente. Los bepsfité la empresa dependen de los ingregos

los coste<C de la formaB(I,C) =1 —C. A su vez, los ingresos y costes dependen deotdupcion,
I(e, d) y C(e, d) de forma que sus gradientes $dife, d) = (100 —e, 100 — &) y OOC(e, d) = (3g,
d). Se pide:

a) Calcule los beneficios marginales respectoyaespecto a y la produccidn critica que anula
dichos beneficios marginalg4. punto)

b) Utilizando la matriz hessiana &erespecto ag d), determine de qué tipo es dicha produccion
critica. (1 punto)

5. Sea la funcién de utilidad de un consumidgx, y) = x* + 2¢y? + y* conx, y > 0, dondex ey
representan las cantidades consumidas de los bk¥re¥ respectivamente. Responda a las
siguientes preguntas:

a) Estudie si en un entorno de la cesta (1,1) sraale indiferencia defineyacomo funcion de,

es decity = f (X). En caso afirmativo, calcule la derivada de dittheion enx = 1, es decif'(1).

(1 punto)

b) Si el consumidor desea consumir 1.2 unidadeprdeluctoX, ¢ cual es el consumo aproximado
del bienY para que su utilidad sea la misngadunto)

MATEMATICAS — GRADO EN EMPRESARIALES (UPF) — Marzo de 2010
5. (15 p.)Supongamos que un monopolista produce dos biéng®, que se venden por 100€ y
160€, respectivamente, por unidad. La funcién ddesp en euros, para produgiunidades deé\
y g unidades d& es la siguienteC(g;,q,) = 2 +§ o1 + 0 + G-
a) Encontrar la funcién de beneficios del monop®len términos de; y g..
b) Determinar para que valoresaiey g, hay puntos estacionarios.
c¢) Clasificar los puntos estacionarios.
d) Argumentar si los puntos estacionarios son exee absolutos y dar el beneficio maximo
global, si existe.

MATEMATICAS | - GRADOS EN ECO/ADE/IBE (UPF) — Dicie mbre de 2010
2. (a) Los beneficios de una empresa en el afio 2@96n de 1 millon de $. Sabemos que los
beneficios de esta compafiia crecen con una ta2¥dahual. Encuentra la férmula de los
beneficios en el afidconsiderando el afio 2000 como el afio entgue).

(b) Otra empresa tuvo en el afio 2000 beneficod.8 millones de $. En esta empresa los
beneficios crecen con una tasa del 4% aBuatjué afio (si es el caso) la segunda empresa
pasara a tener mas beneficios que la prisre@esa?

(10 puntos)
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INSTRUMENTOS MATEMATICOS PARA LA EMPRESA — G.ADE (U AM) — Enero de 2011
1. [1,5 puntos] Hoy hemos comprado un ordenador améeliunos pagos de 95 euros al mes
durante 2 afios, el primero de los cuales lo ra&limas dentro de un mes. Calcula el valor actual
de dicho ordenador si los tipos de interés en @tipro afio estaran al 4% nominal anual y en el
afio siguiente al 6% nominal anual (ambos con daggitaddn mensual de intereses).

2. [1,5 puntos] Tenemos la opcidn de invertir cierpital en dos cuentas: la primera de ellas es al
4% nominal anual con capitalizacién mensual deésts, y la segunda es al 4,25% nominal anual
con capitalizacion simple de intereses. Si quereimeextir el capital por un plazo de dos afios,
¢cual de las dos cuentas sera mas rentable?

3. [1,5 puntos] Seaf(x) = 10 + 1& + 0,03¢ la funcién de coste g(x) = 50 — 0,0% la funcion de
demanda inversa (o precio por unidad) de una empnesopolista al producik unidades de un
cierto bien. Determina para qué produccion y afe€io de venta por unidad la empresa obtiene
su maximo beneficio.

4. [2,5 puntos] Una cementera ha comprobado quedédad total de cemento producida a lo
largo del turno de 8 horas que comienza a las|é defiana viene dada por la funcift) = 3°
—5a* + 21a° + 1750, dondet representa el tiempo en horas transcurrido ddsdiie del turno

y P(t) se mide en toneladas, T.

a) Calcula la cantidad total de cemento producideedas 10 de la mafiana y el final del turno.

b) Demuestra que en algun instante entre las 18 dfana y el final del turno la velocidad de
produccién (produccién marginal) ha sido de 1048 T/

c¢) Calcula en qué momento del turno se produce mEngemayor ritmo, es decir, en qué momento
la produccién marginal es maxima.

INSTRUMENTOS MATEMATICOS PARA LA EMPRESA — G. ADE ( UAM) — Junio de 2011
1. [1,5 puntos] Hoy hemos comprado el mobiliario desita oficina. Hemos dado una entrada

de 200 euros y, para pagar el resto, haremos nt@gas de 100 euros al mes durante 2 afios,
la primera de las cuales la realizaremos dentrardenes. Calcula el valor final de dicho
mobiliario si los tipos de interés en el proximmadstaran al 3% nominal anual y en el afio
siguiente al 5% nominal anual (ambos con capitaelfmamensual de intereses).

2. [1,5 puntos] Tenemos la opcion de invertir cie@pital en dos cuentas: la primera de ellas es
al 4% nominal anual con capitalizacion mensual riteréses, y la segunda es al 4,25%
nominal anual con capitalizacion bimensual de @ges. Si queremos invertir nuestro capital
durante 5 afos, ¢qué cuenta es mas interesante?

3. [1,5 puntos] Se&(x) = 8 +x +%x2 la funcién de costes de una empresa monopoligtalek
= 0 es el nimero de unidades producidas de ciertaam&a, y cuya funcion inversa de
demanda (o precio por unidad) e$x) =%. Determina para qué producciéon de la

mercancia y a qué precio de venta por unidad laregapobtiene su maximo beneficio.
Recuerda que el beneficio viene dado por la forBa= xp(x) — C(x)
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4. [2,5 puntos] Los datos de consumo de Red Elécfgpafiola muestran que el consumo
acumulado de energia en mega-vatios (MW) a lo ldejgasado domingo en la comunidad
de Madrid sigui6 la funciénC(t) = 360a — 63@% + 52° —t* donde £][0,24] indica el tiempo
en horas transcurrido desde las 0 h del domingo.

Calcula el consumo total de energia en la comurdeéadadrid del domingo pasado.

Demuestra que en algin momento del dia la demaadendrgia, es decir, el consumo
marginal, fue de 27648 MW/h.

Calcula el momento del dia en que la demanda dgiarfeie mayor.

METODOS MATEMATICOS - G. ADE (UAM) — Mayo de 2011
3. Una piscifactoria estima que el nivel de recugiéra del salmén en cautividad se mide
mediante un indice que viene dado por la siguifartea cuadraticar (x, y, 2) = m¥ + 2mxy+ y?
+ 7, dondem/JR y x, y y z son variables que dependen tanto del volumen pletexién como de
condiciones adicionales.
a) Clasificar la forma cuadraticaen funcién de los posibles valoresmdé& R. (1.5 puntos)
b) Si la empresa asume una produccion sostenibldodea que no autoriza niveles de
recuperacion negativos, determine los posiblesreslale m con los que se mantendra la
explotacion de los salmondf.5 puntos)

4. Como es bien sabido la Comisién Europea contagfmoduccion a nivel de la Unién de ciertos
productos para asegurar precios. Los paisg8 son los Unicos productores de aceite de oliva en
la actualidad. Las producciones respectivas enon@f de toneladas/afio de estos paises se
denotan poix ey respectivamente. Los expertos de la Unién hanrméiado en base a datos
histéricos que el precio medio en origen en la W&. hectolitro de aceite viene dado por la
formula: P(x, y) = 26¢ — ) + 5¢° — &). Los cupos de produccién actuales de los p#{seB son
dex =2 ey = 3 (millones de toneladas) respectivamente.

a) Demuestra qug la produccion del paiB, estd determinada por una funcién impligita f(x)

en un entorno de (2, 3) (las producciones actuglesd el conjunto de indiferencia del precio
actual.(1 punto)

b) Calcula cual tendria que ser la produccién dprada del pai8 si el paisA quiere aumentar su
produccién en 0,5 millones de toneladas al afioly.a quiere mantener el nivel de precio medio
por hectolitro actuall punto)

Enunciados de examen sin ninguna referencia econésat

ALGEBRA LINEAL, Grado de Economia y Finanzas (UAM)e Junio de 2011; ANALISIS
MATEMATICO, Grado de Economia y Finanzas (UAM) deayd de 2011; MATEMATICAS lII,
Grados de ECO y ADE (UPF) de Junio de 2010; ALGEBRREAL, Grado de Economia y Finanzas.
Universidad; Universidad de VIGO
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Anexo 3.1. Desarrollo de la praxeologia matematicaorrespondiente al «curso
cero» realizado en el curso académicd006/07 en el Instituto Quimico de Sarria
(Universidad Ramon Llull)

El caso de las funciones afines

La primera sub-cuestion que se plantea es la siguie
Qu: ¢Para que se cumplef (x) = g(x) sifygson funciones afines?
Se consideran dos técnicas puede esencialmentniikgs:

» Técnica algebraicazf), basada en la manipulacionae+ b > cx + d:

Sia>c, seobtieneax +b > cx+d e (a—c)x+ (b—d) ZO@ng

Sia<c, cambia el sentido de la desigualdad+ b > cx +d © x < g
En la ensefianza secundaria espafola, las difieslteah los cambios de sentido de las
desigualdades provoca la sustituciéon de la té@mberior por otra técnica que reduce la
resolucién de las desigualdades a la de las eqexctmrrespondientes. En primer lugar
se resuelve la ecuacidn- g = 0 y después se evalla la funcférg en un punto de

cada uno de los intervalos delimitados por lascsohes:

» Técnica algebraicoecuaciondt,g basada en la reduccion de la desigualdad a la
ecuacion correspondiente: Dad® + b = cx + d, se consideraax + b =cx +d

d-b P a-b d-b
& x = —. Se evalud — gen un punto dé—oo,;) y en otro de(;,oo) y se

a—c

decide el signo de la desigualdé& 6 f > g).

En la ensefianza secundagbentorno tecnologicotedricde las dos técnicas anteriores
se limita a las reglas del calculo algebraica yaemmnal (de aqui la evolucion dg
hacia z;9. De todas formas, en este caso, un razonamiedtiicqy basado en las
pendientes de las rectas asociadas a las funcadimes permite dar una justificacion
sencilla al cambio de signo de la desigualdad amanrdc.

El caso de les funciones cuadraticas.

La segunda sub-cuestion que se plantea es larsiguie

Q2 ¢Para que se cumpl f(x) = g(x) sifygson funciones polinémicas de 2° grado?
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Cuandof — g es un polinomio de segundo gradojdanica algebraicaracasé. La
técnica algebraicoecuacionaigue siendo eficaz aunque requiere en algunas aas
namero elevado de calculos. También presenta cietdemplejidad» a nivel
tecnologico: se tiene que escribir la funcién catdaf —g como un producto de dos
factores afines (factorizar) y estudiar el signbpteducto en funcién del signo de cada
factor. Curiosamente, esta técnica acostumbracadaa (en manos de los estudiantes)
cuando la funcidn cuadrética no tiene raices reales

Por razones de economia y fiabilidad, tiene sengidimnces considerar una tercera
técnica basada en la representacion grafidaydge

» Técnica grafica(zy): se esbozan las dos parabolasf(x) yy = g(x), y se establece
graficamente en que intervalggx) > g(x). Para determinar numéricamente los
intervalos solucion, se calculan los puntos deegaitexisten.

Veamos ahora la construccién de esta técnica grgfie permite representar la grafica
def(x) = a(x — b)?> + c a partir de la dé(x) = x* y la gréafica de(x) = AX¥ + Bx + C a
partir de la dé(x) = a(x—b)? +c.

Construccion de la técnica gréafica

1. Translaciones: paso &) = x* af(x) = x—h)® + ¢
Por un lado, se considera la graficaf@® = x° y se le aplica un desplazamiento
horizontal deb unidades para obtener la gréaficaf@¢ = (x — b)> donde su vértice
se ha desplazado del punto (0,0) al pubj@)( figura 1.J)
Por otro lado, si a la grafica 6@) = x* se le aplica un desplazamiento vertical de
c unidades, se obtiene la gréaficaf@ = x* + ¢ donde su vértice se ha desplazado
del punto (0,0) al punto (@), (figura 1.2
Finalmente, combinando los dos desplazamientdiegse a la gréfica de f(x) =
(x — b)? + ¢, donde su vértice se ha desplazado del punto &,punto b,c).
(figura 1.3

\ /
\ ]y
f(x) = (x —bff+ ¢
Y

f(x) =x2 f(x) =x2 f(x) =x*

figura 1.1 figura 1.2 figura 1.3

41 Una posible resolucién deé + bx + ¢ > 0 consistiria en «completar cuadrados» hasta abtere
inecuacion equivalente del tipgx — p® + q > 0. Esta inecuacion se transforma gn-(p? > —g/a ,y
después de una discusion sobre el signayie se puede llegar a la solucidw:— p| = /—q/a. Pero

esta técnica esta muy lejos del trabajo matemétiecse hace en Secundaria.
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2. Dilataciones: Paso d&) = X af(x) = ax’
Si 0 <a<1 se tiene que la pardbola resultante es mahaargue ld(x) = x°
pero el vértice no ha variado su posicifigura 1.4).
Sia> 1 se tiene que la parabola resultante es maeegead que 1&x) = X° pero
el vértice no ha variado su posicidig(ra 1.4.
Si a es negativa la parabola «cambia de sentido» peranantienen las
consideraciones anteriordgg(ira 1.5.

"‘ X) ==32 [f(x) = - 053

f(x) = =2

fx) =x3( |

|
figura 1.4 figura 1.5

3. Combinaciones: como pasarf@e = x* af(x) = a(x—b)? + ¢
Se aplica un desplazamiento del vértice (0,0) atg(p,c) y se modifica el ancho
en funcion del valor da en los términos explicados antégyra 1.6

f(x) =a(x — b) \FC

f(x) =x2

figura 1.6

En la practica, esta Ultima técnica resulta magegfie que las algebraicas. Por un lado,
la representacion grafica permite determinar mypydeinente la solucién cuando las

dos parabolas no se cortan o se cortan en algtn purente. Por otro lado, la técnica

es menos sensible a posibles errores numeéricogeyagrafica permite obtener a priori

un valor aproximado de las soluciones.

Notemos también que kg da respuesta a la cuestiQn y, sobretodo, permite resolver
de manera eficaz las desigualdades ddngleg son funciones cuadraticas y afines
«elementales» (cuya representacion grafica es iiataedomo por ejemplef < x — 3).

4. Caso general: como pasarfi = X% af(x) = AX¢ + Bx+ C
La técnica anterior se puede ampliar facilimenteaslo en que la parabola se
presenta en forma canénifix) = AX + Bx + C. En efecto, desarrollando la
expresiora(x —b)? + ¢, se obtienen las equivalencias: 4,8 = — &by C=
ab’ +c.
La gréfica se deduce entonces del célculo delceéde abscisasBf2A, de la
«posicion» de la parabola (A > 0 6 A < 0) y, sinezesita, del calculo de los
puntos de corte con el eje Ox.
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El caso de las funciones cubicas

La tercera sub-cuestion a considerar es la sigaient
Qs: ¢ Para que se cumplef (x) = g(x) sifygson funciones polinémicas de 3r grado?

Cuandof — g es un polinomio de grado 3, tiécnica algebraico-ecuacionaéquiere la
resolucion de una ecuacion de tercer grado. Exceptms excepcionales (raices
evidentes), el algoritmo de resolucion por radieae acostumbra a ser del dominio del
estudiante. Esta limitacion fuerte dglgjustifica el recurso a la técnica grafica que esufr
aqui una clara modificacion respecto al caso amtga que en la mayoria de las veces
los intervalos solucién sélo se podran obtener deara aproximada (usando el método
de dicotomia, por ejemplo).

» Técnica grafico-numéricarf,): se esbozan las dos grafigas f(x) yy = g(x) y se
establece graficamente y de manera aproximada enngervalosf(x) = g(x).
Para determinar numéricamente los intervalos simhuse determina graficamente
un primer valor aproximado de la solucion que &fira» posteriormente utilizando
el método de dicotomi&.

Construccién de la técnica gréfica
Notamos aqui que, en secundaria, la representgcédita de una funcion cubica no
acostumbra a ser del dominio del alumno.

6.1.1. Translaciones: Paso €(&) = x* af(x) = (x—b)® + ¢
Se considera la gréfica @) = X° y se le aplica un desplazamiento horizontal de
b unidades para obtener la gréaficaf@i@ = (x — b)® donde el punto de inflexién
pasa del (0,0) ab(0). (figura 2.1).
Se considera la grafidéx) = x* y se le aplica un desplazamiento verticalcde
unidades para obtener la graficaf@i@ = x° + ¢ donde el punto de inflexién pasa
del (0,0) al (Gg). (figura 2.2).
Finalmente consideramos el caso genfsl= (x — b)® + ¢, donde se tiene un
desplazamiento del punto de inflexion del (0,Qpad) (figura 2.3).

42 El método de dicotomia (0 biseccion) se basel éeorema de Bolzano segun el cual una funEién
real continua en un intervala,p] tal queF(a)F(b) < 0 tiene al menos un cecx (a,b). Para resolver la
ecuacionF(x) = 0, se evaltd& en el punto medio deajy y, en funcién de su signo, se determina el
subintervalo donde se encuentra el cero de ladun&e repite el procedimiento obteniendo en e pas
ésimo un intervalo de longituth ¢ a)/2" donde se encuentra la solucién. (Ortega 1990).
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0= &-bf | | ) = ¢ _,C/
/ / /
(0= (x- by |

/ i /
f(x) £ x3+/c
Ay g ]
j / If

[ L ;// f(x) =
| [ — 3 |
| ]f0=x | 100 =h¢

figura 2.1 figura 2.2 figura 2.3

/
[

2. Dilataciones: Paso de f(x) £ a f(x) = axX
Si 0 <a< 1 se tiene que la cubica resultante es mas aarghef(x) = X° pero el
punto de inflexion no ha variado su posicion (feg@r4).
Sia> 1 se tiene que la cubica resultante es masechsis que 1&x) = xC pero el
punto de inflexion no ha variado su posicion (fegy@r4).
Si a es negativa la hipérbola «cambia de sentido» peromantienen las
consideraciones anteriores (figura 2.5).

T X ‘\\‘ f(x) = —2¢
[l |
f(x) ; 05x° \ f(x) = — 0'5¢°
J \
‘/‘ flx)=x w\\‘ foof =
figura 2.4 figura.2.5

3. Combinaciones: cémo pasarf@ =xC af(x) =a(x—b)* + ¢
Hay un desplazamiento del punto de inflexion dd)@l punto i§,c) y la anchura
depende del valor deen los términos explicados antes (figura 2.6)

f(x)=x3

figura 2.6

4. Caso general: como pasarfie = xC af(x) = AxC + BxX + Cx+ D
Siguiendo un procedimiento similar al caso cuadoatiendriamos que desarrollar
la expresion a(— by’ + ¢, y obtendriamos las equivalencias: & B = -3b, C =
3ab’, D = —ab® + ¢. Donde se deduce que la reduccién sélo es pasilaledoB?
= 2AC.
En general, si consideramos el c#se 1, el que si podemos hacer es reducir
cualquier cubica de la formd + BX + Cx + D en una expresion del tipd £ [1Z*
+ [ utilizando el cambio de Vieta x = z — B/3.
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Llegados a este punto, es importante sefialar quesdducion grafica de la inecuacion
f(x) = g(x) puede llevarse a cabo de muchas formas difereydesea representando
directamente las dos funciones inicialesy g, ya sea buscando una inecuacion
equivalenten(x) > k(x) dondeh y k sean funciones de representacion inmediata 0 cuasi
inmediata. Asi por ejemplo, la inecuaci8m® — x? — 2x + 1 > x3 + 2x puede dar
lugar a las inecuaciones equivalent2s® > x? +4x —1 6 2x3 + 1 > x? + 4x. En
general, el estudio del caso homogéned — x? — 4x + 1 > 0 acostumbra a dar lugar
a una grafica no inmediata que requiere el estddidas variaciones de la funcion
(derivada, etc.). De todas formas, este estudidellegar a ser necesario, ya que no
siempre es evidente establecer con seguridad eknolne intersecciones entre las
curvasy = h(x) y y = k(x).

El caso de las funciones hiperbélicas

La cuarta sub-cuestiéon que abordamos se puedelforarulos términos siguientes:
Qu: ¢Para qué se cumpl f(x) = g(x) sif y g son hipérbolas del tip—— + c?

e 14 Si al haceff —g queda un polinomio de grado < 2, se puede actvaoen el
caso de las funciones afines. Si no es asi, noegepcontinuar, se debe cambiar a
alguna de las otras técnicas.

* 75 Surgen muchas dificultades para factorizag, por lo que es mejor cambiar de
técnica.

* 174 se esbozan las dos funciones y visualmente sdblesén en que intervalos
f(x) = g(x), ayudados del punto de corte, si existe, calcslpdeviamente.

* 14 Se utilizara si al aplicar la técnicgno se pueden calcular los puntos de corte.
Una vez esbozadas las dos funciones se aplica ldméle dicotomia para
aproximar la solucion.

Notemos que, al igual que en los casos anteriteesgpresentacion grafica de una
hipérbola no acostumbra a ser del dominio del atur@@ tendra, por tanto, que hacer
una extension de la técnica grafica utilizada ameiente:

Construccién de la técnica gréfica
1. Translaciones: Paso fiéx) = %af(x) = ﬁ +c

Se considera la gréfica di&) = i y se le aplica un desplazamiento horizontal de

b para obtener la grafica dé&) = ﬁ donde el centro de la hipérbola pasa del
punto (0,0) al puntax0). (figura 3.1)
Se considera la graficgx) = i y se le aplica un desplazamiento verticalcde

unidades para obtener la gréaficaftte) = §+ c donde el centro de la hipérbola
pasa del punto (0,0) al puntodp,(figura 3.2)
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Finalmente se considera el caso general, donde u® sp tiene es un

desplazamiento del centro de la hipérbola del p@@i@) al punto I§,c) (figura
3.3).

f(x) = 1/ + b ) = /(;\(_b)m

f(x) = /x —b

‘ fo = 1k
figura 3.1 figura 3.2 figura 3.3

2. Dilataciones: Paso d¢ (x) = %af(x) ==

Si 0 <a < 1 se tiene que la hipérbola resultante es mashea que l&(x) =
pero el centro de la hipérbola no ha variado sicpws(figura 3. 4).
Sia > 1 se tiene que la hipérbola resultante es mséseeha» que l&(x) =

pero el centro de la hipérbola no ha variado sicjgos(figura 3.4).

Si a es negativa la hipérbola «cambia de sentido» peromantienen las
consideraciones anteriores (figura 3.5).

f(x) = 2k ‘
f(x) = 0’5/ :

W f(x) = 1k f(x)=— 1;

figura 3.4 figura 3.5

3. Combinaciones: coémo pasar df(x) = iaf(x) = ﬁ +c

Hay un desplazamiento del centro de la hipérbql@ @ punto If,c) y la anchura
depende del valor deen los términos explicados antes (figura 3.6).

) = al— D)\ \

f(x) = 1k \

\ figura 3.6.
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El caso de las funciones exponenciales

La quinta sub-cuestion se puede formular en lositérs siguientes:
Qs: ¢ Para qug se cumpl f(x) = g(x) sifygson exponenciales del tijg*~? + ¢ ?
Las técnicas algebraicagsy raefracasan practicamente siempre.

« Para aplicar laécnica gréafica se esbozan las dos funciones y visualmente se
establece en que intervalp&) > g(x), a partir de los puntos de corte, si
existen, calculados previamente.

» Se utilizara latécnica graficonuméricasi al aplicar la técnica grafica no se
pueden calcular los puntos de corte. Una vez edbszkas dos funciones se
aplica el método de dicotomia para acotar la séfuci

Notemos que, en la misma linea que los casos am@grila representacion grafica de
una exponencial no acostumbra a ser del dominialdgino.

Construccién de la técnica gréafica

A diferencia de las familias de funciones antegprda representacion grafica de la
exponencial tiene un tratamiento diferente. Parpeziar, hace falta distinguir dos
casos, en funcion de los valores que puede tonteask

Sia> 1: la gréfica dé(x)=a" es Si 0 a<l: la grafica de
f(x)=a" es creciente decreciente

1. Translaciones: Paso fiéx) = a* af(x) = a* + ¢
Independientemente del valor dese produce un desplazamiento vertical de ¢
unidades (es decir, su asintota horizontal se aEmplnidades)

f(x)=a“+c

f(x) =a*

f(x)=a*—c
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2. Dilataciones: Paso ¢&x) = a* af(x) =a* ? =a*.a™® =da* (d>0)
Si 0 <d < 1 se tiene que la exponencial resultante es«adsha» que lA(x) =
a* pero sin variar su asintota horizontal.
Sid > 1 se tiene que la exponencial resultante es«estsecha» que &(x) = a*
pero sin variar su asintota horizontal.
Si d es negativa la hipérbola «cambia de sentido» peromantienen las
consideraciones anteriores (distinguiendo entrddp<1 i f| > 1)

f(x) = 22"

f(x) =a

f(x) = 0'5a"

3. Caso general: como pasarfde) = a* af(x) = a*? +c =da* + ¢ (d> 0)
Hace falta aplicar un desplazamiento horizontalcdenidades y modificar la
anchura segun el valor deen los términos explicados antes.
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Anexo 3.2. Esquema del modelo epistemoldgico deaefncia utilizado en el «curso

cero» del 2006/07

PP1

P disponibles

Qo: Para que x se cumplef(x) > g(x) sify g son
funciones cualesquiera?

Qu: f(x) = g(x) confy g funciones

>

«Incompletitudes»

Se tiene que distinguir los cadageciente y
decreciente debido al cambio de sentido de

afines Paigetraica desigualdad
} Qs () = g(¥) conf y g funciones |
L polinémicas de grado 2 ___ | '
) ng(x) zg(x)com‘y gfunuones P > Técnica fiable y econémica, pero poco justificgda
E _______ P?!Ip_é_ml(ie}§_d_e_ _g_r:’;l_d_q_i% _____ ' algebraicoecuacional (SI no se recurre agraica)
' Qu f(¥) = g(¥) confy g funciones |
] racionales __________: '
Q5f(><)zg(><)confy gfun0|ones > Técnica fiable y facil de justificar, pero poco
L exponenciales Pgraiica econdmica
{ Qs () > g(x) conf y g funciones |
' de los tipos anteriores pero !
L. diferentes entre elles i L
| Qr:f(x) = g(x) dondefy g no son | : : : :
! X . A | Poyrafico numerica | | i
._ninguna de las funciones anterior¢s ' ' ' '
PP2
P disponibles «Incompletitudes»
Qo: Para que x se cumplef(x) > g(x) sify g son
funciones cualesquiera?
Qlf(x)zg(x)com‘y gfunuones > Apropiada s6lo para el caso en qué las dog
. afines Paigebraica funciones tengan el mismo término «cuadratigp»
Q2 f(x) = g(x) confy g funciones

polinémicas de grado 2 !
i P P T Poco justificada (si no se recurre k) y poco
v Qs f(X) > g(x) confy g funciones ) . ; p .
polinémicas de grado 3 Paigebraico ecuacional | €= econémica d?it:r?gna(lqﬂgrpee;ﬁzg? célculos quejse
| Qu f(x) = g(x)conf y g funciones |
] racionales__________| '
i Qs f(x) > g(x)conty g funciones o R
C exponenciales | Paréica <> Técnica fiable y facil de justificar
{ Qs f(x) > g(x) confy g funciones |
' de los tipos anteriores pero
L. diferentes entre ellas _____: e . S

Q7 f(x) > g(x)dondef yg no son
ninguna de las funciones anteriorés
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PP3

Qo: Para que x se cumplef(x) > g(x) sify g son
funciones cualesquiera?

Qq: f(x) = g(x)confy g son

P disponibles

«Incompletitudes»

- ' g Técnica con un alcance muy limitado
' funciones afines ' Palgebraica
Q2 f(x) = g(x)confy g funciones
polinémicas de grado 2 !
" Técnica fiable si las funcionésg of —g tienen
le'i;gx%iggxégocgélo% P ) ) <> raices evidentes, pero como antes, se tienen fjug
D J algebraico ecuacional hacer muchos célculos
Qq: f(x) > g(x)confy g funciones
| racionales !
Qs: f(x) = g(x)conf Y9 funciones <> Econémica y fiable si las raices son evidentdg.
! exponenciales Pgrafica
¢+ Qs f(x) = g(x)confy g funciones
' de los tipos anteriores pero ! l
: diferentes entre ellos :
: Q7: i) = g(x)dond(_ef ygnoson <> Econémica y fiable si las raices no son evidenjes
' ninguna de las funciones anteriores Pgrafico numérica
PP4
P disponibles «Incompletitudes»
Qo: Para que x se cumplef(x) > g(x) si f y g son
funciones cualesquiera?
1 Quf(x)=g(x)confy g funciones > Alcance muy limitado
e 151_f|_n_e_s_ _____________ i Palgebraica
| Q f(x)> g(x)conf y g funciones !
L. polinémicas de grado2 ___ ; !
Qi f(X) > g(x)confy g funciones - > Alcance muy limitado, sélo si la funcidr- g
. polinomicas de grado3 | Paigebraico ecuacional tiene ceros evidentes
Q4 f(x) = g(x) confy g funciones
racionales !
i Qs f(x_) =g(x)confy g son > Econdmica y fiable si las raices son evidentep.
... funciones exponenciales ___ Porafica
{Qu: f(x) > g(x) confy g funciones |
' de los tipos anteriores pero l
R diferentes entre ellas ____ |
Qr: f(x) 2 g(x)dondef y g no son e <> Econdmica y fiable si las raices no son evidenjes

ninguna de las funciones anteriore:

S

Pgrafico numérica

296



PP5

Qo: Para que x se cumplef(x) > g(x) sify g son
funciones cualesquiera?

Qu: f(x) > g(x)confy g funciones

P disponibles

>

«Incompletitudes»

Alcance limitadisimo

] E_lf_lrle_S? _____________ i Palgebraica
Q2 f(x) = g(x)confy g funciones
______polinomicas de grado2 ! :
i Qutf(x) 2 g(x)conty g funciones > Alcance limitadisimo
e 99!'?9_@19@? _d_e_ _g_r?_d_Q _3 _____ Palgebraico ecuacional
! Qu f(x) = g(x)conf y g funciones
] racionales __________! '
Qs: f(x) > g(x) confy g funciones «> Fiable y eficaz si la funciéh— gtiene raices
exponenciales Pgrafica evidentes
| Qs f(x) = g(x) conf y g funciones |
i de los tipos anteriors pero diferentgs l
S entreellas
i Qrflx)=g(jconfygnoson «> Apropiada si las raices no son evidentes
._ninguna de les funciones anteriores Parafico numerica
PP6
P disponibles «Incompletitudes»
Qo: Para que x se cumplef(x) > g(x) sify g son
funciones cualesquiera?
Qu: f(x) = g(x)confy g funciones Paigebraica PAREN Alcance limitado
oo @fines
1 Quf(x) > g(x)confy g funciones
' polinémicas de grado 2 ' !
| Qs f(x) = g(x)conf y g funciones ! .
E Q3 (p?)lm%(m)lcas déggrado 3 E Palgebraico ecuacional &> Alcance limitado
{Qu f(x) > g(x) confy g funciones |
S racionales___________ i !
i Q109 = g(confy g funciones Pyrafica «> Optima si las raices son evidentes
o exponenciales |
Qs: f(X) = g(x)confy g funciones
de los tipos anteriores pero l
diferentes entre ellos

P Qr f(x) = g(x)dondefy g no son Pyafico numérica > Optima si las raices no son evidentes.

ninguna de les funciones anteriores
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Anexo 3.3. Material entregado durante el «curso ces> del 2006/07

INGRESOSI(x) COSTESC(x)
1 1(x) =1,06x-10 @ CxX)=x4+7
@ 1(9=3x+2 (b) C(X) = 4x
@ 1(x) =x/100 _
@ 100=x—35 (c) C(¥ - 0,5x + 0,25
® 10=5 (d) C¥) = 22-x
®) 1) =x*=3x (e) C(x) =x"+2x-1
@ 1) =K+2F-4 () C() =0,5%"+4,5x+9
@® 1(x)=x-50 (@) Cx)=x+1)k+3)
© 109=5x-3 (h) C(x) =0,03-k+ 1F+3
2 !
10 109 = ax () CO)=0,5% + 2x
ay 109=7 % () CO)=(x+1y+1

(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
@an
(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)

(24)

(25)

(26)

@7

(28)

(29)
(30)

(31
(32)
(33)
(34

(35)

(36)

(37

(38)

(39)

(40)

I(x) = 3-& + 10) — 30
I(x) =0,5-k—5F—12,5
1(x) = (x— 1)
I(x)=2-—1F -2

[(x) = 5% + 8x

[(X) =x-(x + 1F

IX) = (x+1)x-(X +5)
I(X) = 0,4x- (X + 7)

I(x) = (x—2f-8

I(x) = 0,1-&— 5)

I(x) =2-—1F -2

1) =x+x+x+1
1

I(x)—3—X

I =%"30

9 =52

Ix)=7 ;22

I(x) = _x_—14_ 0,25

¥ =1,3-1
I(x) = 1,04

|(x):10—%

I(x) =1,5
-5

) -4

I(X=1-09
1

1(X) =-x* 1

¥ =335*4

I(x) =10 —l—XO
1(x) =X+2+x2—2

I(x)=%x

7
I(x)—3+2x_l

(k) C(x) =x*+2,5x+1,5
O CKx :% X+ 2

(m) C(X) = 0,02:.k+ 1F + 5
(n) C(x) =é X+ 7

(0) C(x) =15

(p) C(X) = 4xX° +7x+ 2
(@ CO)=x+2

(N C()=0,2-f+ 5y
(s) C=x+1

() C(x)=0,3-+3F-2
(u) C(X)=0,1¥+5
(v) C(x)=0,15+6
(w) C(x) = 0,75x

(x) C(x) =0,75x

(y) Cx)=0,5x+5

(z) Cx)=0,25x+1
(@aa)C(x) = 0,5-k + 2Y
(bb)C(x) =x + 4
(cc)C(x) = 0,05%* + 0,6

(dd)C(x) = x* +13x% + 50 + 56

2
x—50

(ff) C(X) = 0,02
(99)C(x) = 0,02k + 2)°
(hh)C(X) = 0,4x* + 0,5
(i) CO)=x+1

i) C0 ==

(ee)C(x) =7
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Anexo 3.4 Material entregado durante el «curso cesodel 2006/07

Ejercicio 1

El coste de fabricacion (en €) de un determinadiwwdo para la produccion de

unidades viene dado por la funciB(x) = x* + 100k
(a) Representa la funcion graficamente

(b) ¢ Para qué producciones el coste es nulo? ¢ Culateste cuando todavia no se
ha producido nada? ¢ Para qué producciones elepstgerior a 500 €7

(c) Da la expresion general de la funcion de ingresoa |a venta dg unidades del
articulo si el precio de venta es de 120 € poranhidRepresenta la funcion de
ingresos juntamente con la de costes.

(d) ¢ Qué cantidades tiene que producir la empresatgaea beneficios positivos?
Indica en la gréfica qué producciones permitenrterés beneficios.

(e) Repetir los apartados anteriores si la empresa derzada a afiadir un coste
constante de mantenimiento de la maquinaria de 3C€mo influye este hecho
a la funcién de costes? ¢ Cémo se ven afectadbeheticios?

Ejercicio 2

Repite el problema anterior (apartados (a), (i)y (d)) con la funcién de costes:
C(X) = 2¢ — & + 1 considerando un precio unitario inicial de€12

Explica graficamente:
- ¢Qué cambios se producen en la funcion de inget$os precios ahora son de

15 € por unidad? ¢ Coémo cambian los beneficios?

- ¢ Y silos precios son de 10 € por unidad?

- Determina el precio unitario minimo a partir dehlla empresa empieza a tener
beneficios.
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Anexo 3.5. Enunciado del cuestionarf§ pasado a los alumnos del «curso cero» del
2004/05

Estamos haciendo una investigacion sobre los cursos de setiembre que se hacen en diferentes Universidades

catalanas. Por favor, contestad con la maxima sinceridad. Vuestras respuestas seran tratadas confidencialmente.

MUCHAS GRACIAS
Nota Matematicas | Nota Matematicas Nota de acceso a la Tipo de
Bachillerato Selectividad Universidad Bachillerato

1. Porqué motivos decidiste hacer este curso?
Explica con tus palabras cual crees que es eliobjeéél curso:

3. Valora del 1 al 5 las siguientes caracteristicasulso (marca la opcion escogida):

(&) Duracion del curso (muy corto=) 12345 (smhargo)
(b) Duracién de las sesiones (muycortas=) 1 2 83 4 (=muy largas)
(c) Contenido tedrico (muy poco=) 12345 (=hmjc
(d) Contenido practico (muy poco=) 12345 (sh)
(e) Dificultad (muy poca=) 12345 (=mucha)
() Tiempo dedicado a cada tema (muypoco=) 128 (=mucho)
(g) Han aparecido conceptos nuevos? (muy pocos=) 3L L5 (=muchos)
(h) Han aparecido técnicas nuevas? (muy pocas=) 3145 (=muchas)
(i) Cantidad de trabajo heclen clase (muy poco=) 12345 (=mucho)
() Cantidad de trabajo hecln casa (muy poco=) 12345 (=mucho)
(k) Crees que el curso te ha sido util? (muy poco=) 2 B 45 (=mucho)

Indica dos de las principales aportaciones delcurs

Indica dos de las principales deficiencias desaur

Sabrias indicar alguna diferencia entre el trahja@has realizado durante el curso y el
gue hacias en Secundaria?

7. Comentarios sobre el curso en general:

43 a traduccién es nuestra.
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Anexo 3.6. Cuestionario a alumnos del «curso cer@®04/05 analizado

Nota Matematicas Nota Matematicas Nota de acceso ala  Tipo de
Bachillerato Selectividad Universidad Bachillerato
Media = 6.69 Media = 5.44 Media = 6.35 Moda = Sotig

¢Porqué motivos decidiste hacer este curso?

Aproximadamente el 50% de las personas que harondgjp la pregunta ha citado como motivo
REFRESCAR conceptos del bachillerato, un 15% adquia DINAMICA de trabajo, un 10% estar mas
PREPARADOS en el primer curso de Universidad esita, AMPLIAR conceptos.

Explica con tus palabras cual crees que es eliobjgel curso:

Aproximadamente el 50% de las personas que haronmdsjp la pregunta ha citado como motivo
REPASAR conocimientos, un 20% INTRODUCCION de cqnes nuevos, un 20% ADQUIRIR un nivel
optimo y el resto, coger RITMO de trabajo.

Valora del 1 al 5 las siguientes caracteristichswuso (marca la opcidn escogida):

() Duracion del curso (muy corto=) Medie88= (=muy largo)
(b) Duracién de las sesiones (muy cortas=) Medadd (=muy largas)
(c) Contenido tedrico (muy poco=) Medi®255 (=mucho)
(d) Contenido practico (muy poco=) Medi®852 (=mucho)
(e) Dificultad (muy poca=) Media 2.3 (=mucha)

() Tiempo dedicado a cada tema (muy poco=) Med&85 (=mucho)
(g) ¢Han aparecido conceptos nuevos? (muy pocos=) aMedB (=muchos)
(h) ¢Han aparecido técnicas nuevas? (muy pocas=) aMedd (=muchas)
(i) Cantidad de trabajo heclea clase (muy poco=) Media 3.3 (=mucho)

() Cantidad de trabajo heclen casa (muy poco=) Media 2.75  (=mucho)
(k) ¢Crees que el curso te ha sido util? (muy poco=) dide3.75 (=mucho)

Indica dos de las principales aportaciones delbcurs

Entre los mas citados, encontramos las siguiemesaciones: REFRESCAR conceptos del bachillerato,
APARICION de nuevas técnicas, INTRODUCCION de nisewwonceptos, mucha APLICACION
econémica, CONOCER nuevos compafieros y COGER taimw, de trabajo como de confianza.

Indica dos de las principales deficiencias desaur

De las personas que han respondido la preguntaitslo mayoritariamente la FALTA de temario y de
tiempo.

Sabrias indicar alguna diferencia entre el trafamhas realizado durante el curso y el que haaias
Secundaria?

De las personas que han respondido la preguntapriteiamente han indicado como principales
diferencias la FORMA de trabajar, el RITMO de tjabda DISTRIBUCION del trabajo en clase y en
casa, y el hecho de que en el curso se EXPLICARYpé de las cosas.

Comentarios sobre el curso en general:

Todas las personas que han contestado esta prégumtado una valoracion positiva.

301



Anexo 3.7. «Curso cero» 2009/10. Diario de sesiones

Primera sesion

En esta primera sesién del curso, se les entresigueénte enunciado:

Dada la situacion de crisis en la que se encuémiradustria discografica mundial desde hace ya
varios afios, puede resultar interesante hacer tudiesde las actividades econdémicas que
desempefa una empresa discogréfica actual. Eivabi# este ejercicio, que se ira desarrollando
a lo largo del curso introductorio, sera realizar estudio simplificado de las caracteristicas
empresariales y econémicas de la empresa discogréfitalana Picap a través de modelos y
razonamientos matematicos, utilizando datos reat@ntativos proporcionados por la propia
discografica e informacién que los alumnos debsedrcapaces de encontrar de forma auténoma.
Con todo ello se realizara una prediccion de laasitn a la que podria llegar esta empresa en los
proximos meses, creando debates de las ventajass yintonvenientes de las magnitudes
econdmicas que constituyen los modelos utilizados.

Picap es una discogréafica catalana que nacio ofitmente en la
primavera de 1984. La idea principal de esta emprasera dar
soporte a los intérpretes y autores de Catalufia, spetando su

expresion linglistica, pero dando un soporte prefencial al
catalan. Picap es una empresa formada por un jovesquipo
de profesionales que trabajan con profesionalidad #usion.

Para completar dicho trabajo, se les proporciosailguientes datos:

Presupuesto Presupuesto Ingresos medios De los discos Numero
Grupos en Fecha de inicio del medio para la medio F[))ara la aproximados en vendidos, % que medio de
contrato con ES‘!'O contrato con la grablamon, grabacion de cancepta de se queda el artista copias
N musical " o masterizacion y - - derechos de autor y % que se queda vendidas
Picap discogréafica o . cada videoclip . i
disefio cada disco o) por parte de la la discogréfica (1) hasta el
1) discografica(1) @) momento
Albert Fibla Cagﬁ't?)'r‘ de 2003 3600 € 1500 € 2500 € 6% 473
Baeturia Folk 2004 3500 € 1600 € 1800 € 6% 350
Entregirats Pop 2000 2000 € 1000 € 1500 € 8% 302
Keympa "C":;:gg 2001 2500 € 1300 € 1600 € 6% a1
Lexu’'s Pop 2005 3400 € 1500 € 3500 € 6% 603
Naltrus Rock 2004 3000 € 1400 € 1700 € 6% 328
Nua Pop 2005 3500 € 1500 € 2100 € 7% 381
Pitjorestastu Pop/Rock 2006 3300 € 1300 € 1900 € 6% 290
Rodamons Rock 2004 3800 € 1700 € 3500 € 6% 715
Tuméz & Sesé Cagﬁ't?)'r‘ de 2000 3100 € 1200 € 2200 € 6% 436

(1) datos orientativos
(2) El porcentaje del artista, llamado Royaltiessila entre el 5% y el 18% sobre el bruto que s@ite discogréfica por las ventas de
disco.

Ademas, la empresa facilita la siguiente informacio

- Estilos musicales con los que trabajaPop, Rock, Cancion de autor, Masica Céltica y Folk
preferentemente.

- Fuentes de ingresos de la discograficha principal fuente de ingresos es la venta deodida segunda
los derechos (emisién publica, sincronizacionesnitias etc.) y, finalmente, las subvenciones pabli
(en un claro descenso).

- Tipos de gastos (exceptuando los de grabacion, rrexszacion y disefio) por parte de la discogréafica
relacionados con la edicién y la venta de un disc@ada disco tiene un presupuesto diferente en
funcion de las expectativas de ventas y del merahdae se dirija, estas diferencias entre ell@xlpn

Ser enormes.
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Otros gastos en concepto de empresa: producciéstinal (copias), canon de autor, canon de intépre
promocién y publicidad, gastos de distribuciénafinieros, de estructura de empresa, transporte, ent
otros.
- Subvenciones de la Generalitat que recibe la disaddica por cada disco editado (datos
orientativos): La discogréfica recibe unos 6000 € por cada diditago aproximadamente.
- De los derechos de autor, porcentaje que se quedaator y porcentaje que se queda la
discogréfica: Este canon normalmente se reparte de la siguierteaf el 53% para la discogréfica y el
47% para el autor, aproximadamente.

Esta primera sesion se dividio en dos partes. Pprileera parte se llevo a cabo la eleccion de dospes de
trabajo, que varié entre tres y cuatro personbss que se les asigné un grupo musical. En la skgse
pidié a cada equipo de trabajo la busqueda dddanracion siguiente sobre el grupo musical asignado

- Duracion del contrato con la discogréafica hasta@nento actual.

- Numero de discos editados con Picap y fecha dédedie cada uno de ellos (para ello se propone
buscar en las paginas web de los grupos que sempeadontrar ewww.picap.caten
www.actualrecords.cat directamente ewww.google.ek

- Precio de venta de cada uno de estos discos egrehdo.

- Numero de canciones en cada disco.

- Duracion de las canciones de cada disco.

- Numero de videoclips de cada disco y fecha de ptas®n de estos videoclips.

- Para las canciones del grupo, ranquing de comgrasés de descargas en iTunes.

Segunda sesion

Esta sesion también se divide en dos partes. fmnteera, y a partir de los datos recogidos durknte
primera sesioén y los proporcionados por el enuncitd problema, se pide a cada grupo de trabajo
responder las siguientes cuestiones:

1) Si las subvenciones que otorga la Generalitat & exsipresa por cada disco han disminuido un 1
respecto el afio anterior, ¢de qué subvencionesmi@&psta discogréfica anteriormente?

2) Sise sabe que estas subvenciones van a aumer@% en los prOximos cuatro meses, ¢ cuales serd
este caso las subvenciones de las que va a disf@odercografica durante el proximo afio por ca
disco?

3) ¢Qué variacion porcentual se deberia producir glabener una subvencién de 7800 € por disco edi
el afio que viene?

4) ¢Qué cantidad media han recibido los autores eceptm de derechos de autor por cada disco edi
con esta discografica?

5) Célculo de la duracion media de las canciones da da&co. ¢De qué nos informa este valor meq
Interpretar.

6) Célculo de tiempo medio entre la publicacion deacadeoclip/disco. ¢De qué nos informa este va
medio? Interpretar.

7) Calculo de los ingresos medios mensuales en canceptierechos de autor que cobra la discogrg
del primer disco de estos grupos.

8) Dada una variable que toma distintas categoriaslares, se entiende por moda la categoria
frecuente (que aparece con mas frecuencia). Siidarasnos la variable canciones de un dig
determinado del grupo compradas a través de descamiTunes, ¢cual seria su moda?

En la segunda parte de la sesion se introducenebpto denmicroeconomig se inicia otro tipo de estudio:
La microeconomia es una parte de la economia queudia el comportamiento econémico de
agentes individuales, como por ejemplo las empresas

5%
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Mediante un estudio de mercado se determina que losstes referentes a cada una de las copia
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vendidas de cada disco que ha tenido que afrontaa Hiscografica son aproximadamente de 3 €
unos costes fijos anuales de unos 330 € por grupo.
Esto permite hacer otro tipo de cuestiones:

9) Construir modelos matematicos que representennresos y los costes de la empresa discografica

Picap para el total de discos en el mercado degespm, escribiendo estas funciones en términos|

total de copias vendidas desde el inicio del ctmthasta el momento actual. Utilizar la informacipn

del

recogida hasta el momento y detallar las magnituelemomicas béasicas que determinan estas

funciones.
10)Citar dos aspectos que puedan resultar de intarésegtudiar durante las préximas sesiones ded.cur

Tercera sesion

Se pide dar respuesta a las siguientes cuestitiieangdo los dos modelos construidos durante tianél
sesion.

1) ¢Qué numero minimo de copias asegura unos bemefimsitivos? ¢Podéis dar respuesta a esta
cuestion utilizando anicamente las funciones deeisws y costes? Describir el método seguido para da

la respuesta.

Dadas las diferentes fuentes de ingresos y los tipagastos de esta empresa discografica, calsutedo
funcion del total de copias vendidas, podremosutaisus beneficios realizando la diferencia einigeesos
y costes.
2) Determinar la funcién que representa los benefidessta empresa en términos del total de co
vendidas y representarla graficamente.
3) ¢Podréa alguna vez la discogréafica obtener unosfibersesuperiores a 10000 € con las ventas de
discos del grupo musical con el que trabajais? piGsdliscos deberian venderse?
4) ¢Os parece razonable el resultado? Explicar eLigaig la respuesta.
5) ¢Como deberia reaccionar la discografica para gairsestos beneficios?
6) ¢ Como se deberian modificar los parametros de dateims encontrados para obtener estos benefic
7) ¢Cuantos discos deberian venderse en este caso?

Cuarta y quinta sesion

Durante estas dos sesiones se proporciona a lmsiedudatos nuevos sobre las funciones que repagsiest
ingresos y los costes de la discogréfica Picapdeldenvariablex hace referencia al nimero total de copias
vendidas de los discos del grupo musical con ek@mjan.

INGRESOS () COSTESC()
(1) I(x) = 8,6:x + 510 (1) C(x)=0,001-%+2,5:-x + 2750
(2) () = 0,001-% + 4-X + 5500 (2) C(x) = 0,005-(x + 50)+ 850
(3) 1(x) = -0,05-(x — 95()+ 12500 (3) C(x) = 0,00001-(x — 58) 1450
(4) I(x) = =329 | g500 (4) C(x)=2,1-x+970
(5) I(x) = 0,000003-(x+500)-(x+1000)-(x + 150¢) (@) C(¥) = -10092-0,99903+ 13500

Con estos nuevos modelos matematicos, se pidendsipa las cuatro primeras cuestiones planteadias en
sesién anterior.

pias

los

0Ss?
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Sexta sesion

Se les propone dos ejercicios. El primero tierenehciado siguiente:

(1) Las funciones cuya representacion gréafica sestra a continuacion pueden describir los ingrgdos
costes de la empresa discografica Picap, dondari@ble independientehace referencia al nUmero tot
de copias vendidas de los discos del grupo musicakl que trabajais.

Dada esta informacion gréfica, hacer un esbozaisieespectivas funciones de beneficios.

Y el segundo:

(2) Relacionar, en cada caso, cada una de lasohireide ingresos (en negro) y costes (en rojag de |
columna de la izquierda, con su respectiva fund@ébeneficio, de la columna de la derecha. Describi
con todo detalle el método que habéis utilizada plar la respuesta.
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Séptima sesion

Esta sesion se centra en estudiar cuando la entlisesgyrafica Picap obtendra un beneficio maxin®. S
dard mucha importancia a la discusion de los mdodt en el sentido que estos sean coherentesemtekto

en gue trabajamos y cdmo podriamos modificar ésiacgdn para conseguirlo en caso negativo. Se pide
utilizar los modelos de las sesiones 4y 5.

Ademas, se pide a los alumnos responder las sigsienestiones relacionadas con el trabajo realiead
esta sesion:

¢, Qué cantidad total de copias deberian venderasoptener unos beneficios maximos? Dar una
respuesta aproximada a partir de la representgc#ita de las funciones de ingresos y costesla de
funcién beneficio.

Determinar, si es conveniente, posibles modificaesoen la representacién gréafica de estas funcion

para conseguir un maximo con sentido. Explicarrgpércusion tendrian estas modificaciones grafig
en su expresioén analitica.

¢,Cudl de estas modificaciones puede interesarlaneédiscografica para conseguir su objetivo?

as

Octava sesion

Esta sesion se inicia con informacion nueva quengega a los alumnos. En concreto, se les prap@ci

una tabla que recoge de forma aproximada el nideompias vendidas durante los Ultinsess trimestres
(desde inicios del 2008) del primer disco de cadaamusical.

Albert Fibla | 23| 21| 20 23 24 23
Baeturia 21| 21 21 23 24 2y
Entregirats 10 12 1% 11 10 8
Keympa 14| 12| 13 15 15 14

306



Lexu’s 48| 51| 56| 53 44 40

Naltrus 22| 22| 20 18 16 12

Nua 28| 35| 30| 31 28 26
Pitjorestastu | 31 34 34 3¢ 35 33
Rodamons 67 42 30 21 15 45
Turnéz & Ses¢ 17 15 183 12 10 10

A partir de esta informacién, se pide dar respug$sa cuestiones que se plantean a continuacion:
» Hacer una prediccion numérica de las copias quersgeran durante los proximos dos trimestres,
indicando detalladamente el proceso que seguidaara resultado.
» Calcular los beneficios que se prevé que geneseadésco para la discografica durante estos dos
proximos trimestres si las copias vendidas dedist® sigue la prediccion sefialada en el apartado
anterior.

Novena sesiéon

Esta sesion se utilizara para hacer una sintelsisatlajo realizado en las sesiones anteriorearg ello se
pide de hacerlo de una forma original.
Se explica a los alumnos que los resultados dajtrabexperiencias y proyectos de investigaciénene
darse a conocer de diversas maneras, por ejengdergandolos en congresos. Uno de los principales
medios de exposicidn que se utilizan en estos esngrson los posters. Estas formas de exposicion
contribuyen al intercambio de informacién entredsistentes. Y por tal motivo, se les pide realkar
siguiente ejercicio:
» Preparar un péster en el que se sintetice el estiediarrollado a lo largo del curso introductoeo d
Matematicas. Debatir entre los miembros del grapestructura y el contenido del poster.
» Preparar la exposicion oral del poster que serfeaaabo el tltimo dia del curso, distribuyendo la
explicacion convenientemente entre los miembrogdgdo. La exposicion oral tendra una duracién
méxima de 10 minutos.

Para ello, se proporcionan las caracteristicasrgkseque un poster deberia tener:
- Inteligible: que las ideas mostradas en él puedgnisse con facilidad.

- Legible: que se pueda leer con facilidad (el tan@d#ldexto debe ser suficientemente grande parerpod

leerlo a 2 0 3 metros de distancia).
- Bien organizado: el formato debe ser atractivo fEsg@ersonas a las que va dirigido.
- Conciso: la informacién expuesta debe ser la nmésaete, no se pueden exponer todos los detalles
trabajo.

A nivel de formato se les informa que el tamafiopdster debe ser decfix1my se utilizara como soporte
para construirlo el programa PowerPoint. Parazaaél pdster a partir de este programa lo priqemse
debe hacer es abrir una diapositiva en blancosapwArchivo» y «Configurar pagina», posteriormesgte
estableceran las dimensiones fijadas. El tituleda lo que mas se vea del poster y justo deleafste
deben aparecer los autores del trabajo. Las difssqrartes del péster deberan ir en cajas parasgumas
facil trabajar con ellas.

Y finalmente, la estructura del péster debe estamdida por: titulo; autores; centro; introduccidipptesis y
objetivo; metodologia (materiales y métodos); taslds, y conclusiones.
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Décima sesiéon

Esta Ultima sesion se dedica a la presentaciéosdedsters. Primero se fija la hora de presentatgdrada
uno, y se dejan los quince minutos primeros palk@cados y que toda la clase los puedan contempilar.
continuacion se hace la exposicién, que ocupa eirtce y ocho por grupo, mas unos minutos pararhace
preguntas. Finalmente se pasa un cuestionarioauosos en los que puedan valorar el contenido del
seminario y los objetivos de éste (unos 15 minafweximadamente).
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Anexo 3.8. «Curso cero» 2010/11. Diario de sesiones

Primera sesion

En esta primera sesién del curso, se les entregiguiéénte enunciado:

A pesar de la situacion de crisis en la que nosrgremos y el estancamiento del consumo,
algunas empresas han conseguido desafiar las nalentadoras previsiones. Puede resultar
interesante iniciar un estudio sencillo, para unastas empresas que se encuentran en pleno
auge, acerca de las posibles claves de su éxitalizar algunas de las actividades econdmicas
desempenadas. Nos centraremos en la firma de neslgual, una empresa espafiola en
expansion internacional. El objetivo de este ejacique se ira desarrollando a lo largo del curso
introductorio, sera realizar un estudio simplifioate algunas de las caracteristicas empresariale
y econdémicas de esta firma de moda a través delasogleazonamientos matematicos,
utilizando datos reales orientativos proporcionguimsla propia empresa e informacién que los
alumnos deberan ser capaces de encontrar de fotdgrzoana. Con todo ello se realizara una
prediccion de la situacion a la que podria llegé® empresa a corto plazo, creando debates de las
ventajas y los inconvenientes de las magnitudeséeoizas que constituyen los modelos
utilizados y razonando acerca de la viabilidadstaesepredicciones.

oy

Moda atrevida

«La empresa Desigual tiene su origen en el tandewriado por el disefiador suizo
Thomas Meyer, fundador y alma mater de la compafiia; Manel Adell, el ejecutivo
que en 2003 tomd las riendas del grupo para dirigisu expansion internacional. Su
historia empieza en los afios 80, cuando Thomas Meye paseaba por el puerto de

Ibiza apenas sin superar los 20 afios de edad. Thosnsleyer vendia camisetas en
el mercadillo de la isla. Puso una tienda, sin nomé, en el barrio de la Marina. En
ese tiempo primaban camisetas con el sello | lovieiza. A contracorriente,
imprimié en sus t-shirts estampados basados en gfgis y manchas
caleidoscopicas. Asi nacié Desigual.»

(J. S Derqui),

Se les proporciona la siguiente informacién:

Desigual nos ha facilitado informacion que représethe forma orientativa, la evolucion de algunas
caracteristicas empresariales y econdémicas relevaatra la empresa.

1) Numero de tiendas propias abiertas a nivel naciem&bs Ultimos trimestres:
Trimestre | T1 2008| T2 2008| T3 2008| T4 2008| T1 2009| T2 2009| T3 2009| T 4 2009| T 1 2010| T 2 2010
Tiendas abiertas| 15 19 12 22 20 25 24 35 45 55

2) Numero de tiendas propias abiertas fuera de Espafis Ultimos trimestres:
Trimestre | T1 2008| T2 2008| T3 2008| T4 2008| T1 2009| T2 2009| T3 2009| T 4 2009| T 1 2010| T 2 2010
Tiendas abiertas 2 4 3 4 6 7 8 15 32 44

3) Evolucion de las ventas anuales contabilizadasibones de euros:
Afio 2004| 2005| 2006| 2007| 2008| 2009
Millones de euros| 19 30 49 86| 162 23

4) Evolucion de los ingresos semanales (€) desde @& 3iayo de 2010 en la tienda de Passeig

de Gracia 47 (Barcelona):
Semana S1 | s2| s3| s4| s5  s§ ST Sg  §9 S0 S11

Ingresos semanales21570| 22000( 25000| 26750| 32000| 37500( 42000| 45500| 55000| 67500( 75000

5) Evolucion de los ingresos semanales (€) desde @b I8brero de 2010 en la tienda de las
Ramblas 136 (Barcelona):
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Semana S1 S2 S3 S4 S5 S6| ST S8 SP S[L0 $11
Ingresos semanale$52500| 25250( 25000( 26750( 28790| 31300| 35000| 34990| 41000| 43550| 45570

6) Evolucién de los ingresos semanales (€) desdelelriarzo de 2010 en la tienda de la
Rambla de Catalunya 140 (Barcelona):
Semana S1 | S2 | S3| sS4 S5 s ST S8 S9  sho

Ingresos semanale$ 25000| 25450| 26750( 28800( 31300| 35050( 34995| 40975| 43700| 45973

7 Evolucion de los ingresos semanales (€) desde éé3iayo de 2010 en la tienda de la calle
Arcs 10 (Barcelona):
Semana s1 S2 S3 S4| S5 s ST S8 99

Ingresos semanale$21550( 21975| 24790| 23980| 27500| 37450| 41900| 45555| 56700

8) Evolucion de las ventas semanales de las camiza¢aprint desde el 31 de mayo de 2010/ en
la tienda de Passeig de Gracia 47 (Barcelona):
Semana S1| S2| s3] S4 S5 Sp 97 38 B9 sl

Camisetas one-print vendidag 120 | 125| 124 | 133 | 128| 187 | 204 | 253| 297 | 450 | 500

9) Evolucién de las ventas semanales de las camizeg¢aprint desde el 15 de febrero de 2010
en la tienda de las Ramblas 136 (Barcelona):
Semana S1| S2| S3| S4 S5 Sp 97 $8 B9 $Hs1

Camisetas one-print vendidag 233 | 112| 118| 130| 116| 151| 159| 173| 175| 230 | 253

10) Evolucion de las ventas semanales de las camize¢aprint desde el 1 de marzo de 2010 en
la tienda de la Rambla de Catalunya 140 (Barcelona)
Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9| 14

Camisetas one-print vendidas 100| 101 | 107| 115| 125| 140| 140| 164| 194| 210

11) Evolucion de las ventas semanales de las camize¢aprint desde el 31 de mayo de 2010 e la
tienda de la calle Arcs 10 (Barcelona):
Semana 1|12 3| 4] 5 6 7 8 9

Camisetas one-print vendidag 86 | 88| 99| 96| 110| 150| 186 | 225| 345

Esta primera sesién se dividio en dos partes. priieera hubo la eleccién de los equipos de trabajo
que vario entre tres y cuatro personas, a los glessasigné una caracteristica econémico-empatsari
cada grupo para, posteriormente, poder estudiataljzarla. En la segunda se pidi6 a cada equepo d
trabajo la busqueda de la informacion acerca ligeoes de Desigual y el papel que desempefia
actualmente e intentar determinar, de forma ctizéitalas posibles claves de su éxito.

Segunda sesion

A partir de los datos asignados a cada equipcati@jtr durante la primera sesién, se pide realizar U
estudio que permita hacer una prediccion numéramta plazo de las caracteristicas econémico-
empresariales expuestas. Se permite al estudiifitancualquier herramienta mateméatica estudiada
en el bachillerato, indicando vy justificando detddmente el proceso de estudio seguido para dar ¢
resultado. Se deja pues al estudiante que exptoesriente el problema.
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Tercera sesion

Esta sesion se dividio en dos partes. En la prisetaace una iniciacion al programa Excel, donde $
ensefia como introducir datos, realizar representasigraficas, hacer referencias a otras celdas,

escribir férmulas y calcular funciones matematidaemas, cada equipo de trabajo debe realizar un

estudio del grado de error cometido por el modedpypesto en la segunda sesidn. ¢ Es posible mejo
el modelo? ¢ Qué cambios podemos realizar?

En la segunda parte se introduce la herrammoiteerde Excel: cdmo podemos cargar este
complemento y cémo utilizarlo. Cada equipo de fiadabe aplicar la herramienta solver al modelo
mejorado obtenido en la primera parte de la cRealizar una puesta en comun de los resultados
finales y comentar posibles errores.

Cuarta sesion

A partir de los resultados obtenidos en la Ultiesidn, las respuestas al cuestionario facilitado el

e

rar

primer dia y la informacién que se muestra a coatiion, se pide responder las siguientes cuestiongs

1) Discutir sobre las predicciones a corto plazo zadls por todos los grupos de clase. ¢, Puede ex
alguna prediccién que no se ajuste a la realidad?

istir

2) ¢Cbémo se puede reflejar el grado de notoriedaché&apea de la empresa Desigual entre los alumnos

del Curso Preparatorio de Matematicas?
3) Describir y representar el porcentaje de notoriesiggerida entre todos los alumnos del curso.
4) ¢Cudles son las tiendas Desigual propias méas dasoentre los alumnos del curso? Representa
respuestas.
5) Siuna de las camisetas one-print de esta firrvesge a 17 € durante el periodo de rebajas, trag
descuento del 30%, ¢ cudl era el precio de la ctarasgeriormente?

6) Supongamos que la empresa Desigual dispone dwstatéemporada de 10 modelos diferentes de

camisetas de precios variados (como muestra la)tdfdtas camisetas no tienen el mismo impag
entre los clientes y, en consecuencia, el porcedijconsumo es distinto para cada una. Tambié
conocemos que de cada 100 camisetas vendidas telsmodelo 1, 7 del modelo 2, 10 del mode

r las

un

to

n
lo

3, 5 del modelo 4, 3 del modelo 5, 7 del modeld=6¢el modelo 7, 7 del modelo 8, 12 del modelo 9

y 18 del modelo 10.

Camisetas| Modelol Modelop Modelo|3 Modelg4 Modell Modelo 6| Modelo 7] Modelo Modelo®  Modelo 10
Precio | 35€ 25€ 47 € 60 € 29 € 55 § 290€ 45|€ €49 39¢€

Describir y calcular dos formas de representaregip de las camisetas Desigual.
7) Construir un modelo matematico que pueda repreasistingresos de la empresa Desigual en
funcién del nimero de camisetas vendidas.
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Quinta sesién

A partir de un analisis mas profundo se ha deteadurgue las funciones siguientes representan los
ingresos y los costes de la empresa Desigual spect al nimero de camisetas one-print vendidas
representado por la variable x.

INGRESOS I (x) COSTESC(x)
(1) I(x) = 25-x (1) C(x) =0,001-X+2,5-x + 3750
(2) I(x) = -0,003-% + 15-x (2) C(x) =0,005:(x + 50)+ 850
(3) I(x) = -0,01385:(x — 956)+ 12500 (3) C(x) =0,00001-(x — 56} 1450
(4) I(x) = 0,01-x-(4500-x) (4) C(x)=2,1-x +970
(5) I(x) = 20-x (5) C(X) = 250-1,00%+ 15500

Con estos modelos matematicos, responder a lasonessplanteadas a continuacion:
1) ¢Qué nimero minimo de camisetas asegura unos desgfositivos? ¢ Podéis dar respuesta a
cuestion utilizando Gnicamente las funciones deeiss y costes? Describir el método seguido
dar la respuesta.

esta
para

2) ¢Se podran obtener unos beneficios superiores @016€0de la venta de camisetas one-print?

¢ Cuantas camisetas deberian venderse?
3) ¢Os parece razonable el resultado? Explicar elipatq la respuesta.

4) ¢Cbmo deberia reaccionar la empresa Desigual paseguir estos beneficios? ¢Como se podrian

modificar los parametros de los modelos para obtestes beneficios?

Sexta sesion

En esta sesién se plantean dos ejercicios. El edmdel primero es el siguiente:

(1) Las funciones cuya representacion gréafica sestra a continuacion pueden describir los ingresos

(color negro) y los costes (color rojo) de la emrsprBesigual, donde la variable independiente x hgce

referencia al nimero total de camisetas one-pentidas. Dada esta informacién gréfica, hacer u
esbozo de sus respectivas funciones de beneficios.

Y el enunciado del segundo:

(2) Relacionar, en cada caso, cada una de lasohieeide ingresos (en negro) y costes (en rojag de |
columna de la izquierda con su respectiva func@&beheficio de la columna de la derecha. Descr
con todo detalle el método que habéis utilizada plar la respuesta.

n

ibir
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Séptima y octava sesion

Esta sesion se centra en estudiar cuando la enipessgual obtendra el beneficio maximo en relaeién
las ventas de las camisetas one-print. El alumberdesi los resultados obtenidos pueden teneidsesiti
el contexto en el que trabajamos y cédmo podrianmadifioar esta situacion para conseguirlo en caso
contrario.

Para cada uno de los modelos de la sesion 5, deterqué cantidad total de camisetas one-print riizie

venderse para obtener unos beneficios maximos.

Para los modelos del ejercicio 1 de la sesion #&raenar qué cantidad total de camisetas one-print
deberian venderse para obtener unos beneficiosmoéxDar una respuesta aproximada a partir de la
representacién gréafica de las funciones de ingrgsostes o de la funcién beneficio.

Determinar, para el apartado anterior y siempresgaeconveniente, posibles modificaciones en la
representacién gréafica de estas funciones paragoimsin maximo con sentido. Explicar qué repefug
tendrian estas modificaciones gréaficas en su eijoresalitica.

Novena y Décima sesiones

Ambas sesiones son idénticas a las descritas eso«cero» anterior (2009-10).
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Anexo 4.1.Programa de la asgnatura de matematicas en IQSADE (URL)

GRADO EN ADMINISTRACION Y DIRECCION DE EMPRESAS

MATEMATICAS

Curso: Primero

Caracter: Obligatorio

N° de créditos: 9

Profesor: Vanessa Serrano - vanessa.serrano@iqgs.url.edu

OBJETIVOS

La asignatura de Matematicas tiene como objetivacipral aprender a elaborar y utilizar modelos mmtécos
para la descripcion, el analisis y la resoluciérsitigaciones problematicas que se dan en el ambita empres:
la economia, las finanzas @ Vida cotidiana. Las nociones matematicafuncién en una o varias variably de
matrizsirven de hilo conductor del progran

Es necesario llegar a conocer las propiedadesngipales usos de estos modelos matematicos, famalmose
con los principales tipos de situaciones econdmeapresariales y sociales que éstos permitenseqma. Per
no basta con saber adaptautizar con precision los modelos conocidos. Lesudiantes deberan ser capace
analizar una situacion problemética en términosddpendencia entre magnitudes variables, destackr
informacion pertinente para elaborar un modelo mat&o de dich situacion. Y deberan saber utilizar
modelos matematicos propuestos y sintetizar loglteekds obtenidos con estos modelos para genemsanos
conocimientos y cuestiones sobre las situaciormsgmaticas considerad:

En la mayoria de casos, la&chicas de elaboracion, utilizacién y evaluacionedtos modelos matematic
requieren el uso de la calculadora simbdlica Wwww.wiris.con) cuyo acceso se facilitara a los estudia
para hacer simulaciones, represe los datos, variar las situaciones estudidta®r comprobaciones empirica
evaluar los resultados obtenidos. La utilizaciortipente de la calculadora simbolica también fopaae de lo!
objetivos del curso.

COMPETENCIAS QUE DEBE ADQUIRIR EL E STUDIANTE

a) Competencias especificas:
Como resultado a los contenidos de la asignatwsaekiudiantes deberan ser capaces de guir los
siguientes objetivos &nalisis y Sintes»):
1. Dominar los conceptos tedricos que constituyendterna
2. Conocer lagécnicas basicas introducidas para modelizar stoas
3. Desarrollar el propio pensamiento anali
b) Competencias transversales
Como resultado de las actividades realizadas duemurso, los estudiantes deberan desarrollaidagentes
habilidades:
4. Conocer algunos soportes matematicos como hojeélcwlo y calculadoras simbdlicas («TIQ).
5. Trabajo en equipo.

PROGRAMA Y PLANIFICACION

La asignatura se estructura en tres partes: CatfmilBunciones en una Variable, Calculo de Funcienegarias
Variables y Algebra Lineal, que corresponden basicaena los tres trimestres del curso acadél

I. CALCULO DE FUNCIONES EN UNA VARIABLE (septiembre — diciembre)

Tema 1. Familias de funciones element

Tema 2. Derivadas y calculo de variacic

Tema3. Problemas de modelizacion funcional y optimiaa

Tema 4. Integrales y areas

Il. CALCULO DE FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES (enero — marzo)

Tema 5. Estudio de funciones en varias vari

Tema 6. Derivadas parciales y optimizacion (comyestriciones).

ll. ALGEBRA LINEAL (abril - mayo

Tema 7. Célculo matricial y sistemas de ecuacitineale:
Tema 8. Aplicaciones lineales y cambios de |

Tema 9. Matrices de transicion y diagonalizac
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ACTIVIDADES FORMATIVAS Y EVALUACION

Se alternaran laslases tedricagexplicaciones y resolucion de problemas) contaller de modelizacion
matematica(seminarios) centrado en el estudio de una cuestioblematica relacionada con la economia o la
empresa y el temario del trimestre.

El trabajo en etaller de modelizacion matematica realizara en grupos de 4 alumnos y requerieatizga de
unos_informes por grup@ada dos semanas aproximadamente) con los ssipparciales obtenidos y un informe
individual al acabar el trimestre. Los informes por grupoegados deberan tener una extension maxima de 20
paginas, el tipo de letra deberad ser Times New Roynal tamafio 12 (o similares). Cualquier infornebera
entregarse en pdf.

El sistema de evaluacioms el siguiente:
- Los tres trimestres se evalUan de forma indepetalie
¢ El trabajo realizado en el taller de modelizacipar{icipacién e informes) cuenta un 30% de la nota
trimestral.
¢ El examen al final de trimestre (diciembre, marzngyo) cuenta un 40%.
¢ EI 30% restante se repartird de la siguiente fod&b notas de clase (entregas de problemas resyelto
comportamiento en el aula) y 20% controles.

Solo se realizaran los promedios trimestrales si laota del examen final de cada trimestre es superia 3,5.
En caso contrario la nota del trimestre sera la nat del examen.

La nota del informe individual se podra mejorar tarto en junio como en septiembre con una nueva entrag
mientras que la nota de los informes por grupo, laota de clase y la de los controles se mantendraordnte

todo el curso.

= CONVOCATORIA DE JUNIO: El curso se puede aprobdasnedia aritmética de las tres notas trimestrales
es superior a 5 y las notas de los examenes fidal&amestre son superiores a 3,5. En este casota final
sera la media aritmética de las tres notas trimlestr En caso contrario, el estudiante deberameese en el
examen final de junio a los trimestres no aprob&da®n nota del examen final de trimestre infea&;5).
Los porcentajes de la tabla anterior se mantienda eonvocatoria de junio.

= CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE: El examen de septieminauye siempre la totalidad del curso. Un
70% de la nota corresponderd a este examen y et&i#mte a la nota del taller de modelizacion.

Los grupos del taller de modelizacién que expongade forma voluntaria y con una buena presentacion
conjunta podran ver incrementada la nota de los irdrmes de grupo en 2 puntos a final de curso (en la
evaluacioén continuada o en la convocatoria de junjao en septiembre).

BIBLIOGRAFIA.

ALEJANDRE, F., LLERENA, F.,Problemes de Matematiques per a Econdomiques i Esapads Edicions
Media, 1995.

ARYA, J. C., LARDNER, R. W.Matematicas aplicadas a la administracion y ecorartentice Hall, 2002 (42
edicién).

CHIANG, A. C.,Métodos fundamentales de Economia Matemaltizraw-Hill, 1987, 32 edicio.

HAEUSSLER, E. F., PAUL, R. SMatematicas para Administracion, Economias, Ciem@8aciales y de la Vida,
Prentice Hall, 1997

JARNE, G., PEREZ-GRASA, |., MINGUILLON, EMatematicas para la Economia: algebra lineal y cddc
diferencial Editorial McGraw Hill, 1997.

LOPEZ CACHERO, M., VEGAS PEREZ, ACurso basico de Matematicas para la Economia y @@idn de
empresas ¥ Il, Editorial Piramide.

SASTRE, L., MOYA, M., Algebra Lineal. Problemes resaltsétodes matematics per a I'economigicions
Documenta Balear, 1998.

SYDSAETER, K., HAMMOND, P. JMatematicas para el analisis econémi&rentice Hall, 1996.

TAN, S. T.,Matematicas para administracién y econonifdernational Thomson, 1998.
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Anexo 4.2. Informes secretarios talleres curso 2041

Primer Trimestre
Q1. (Podemos predecir como evolucionarq el tamaéoesta poblacion después de un nimero
determinado de periodos?
Q2. ¢ Sera siempre posible predecir la evoluciéntai®iafio de esta poblacién a largo plazo?
Q3. ¢Qué tipo de hipodtesis sobre el entorno, sddngoblacién y sobre su crecimiento se tienen que
asumir?
Q4. ¢Como podemos hacer predicciones sobre la @dolude su tamafio y como éstas pueden ser
validadas?

Cuestiones Sesion 1:

Qil. ¢ Como podemos escribir las variables que regméan el tiempo y el tamafio de la poblacién?
Qi2. ¢ Como podemos describir el crecimiento de pstdacion?

Qi3. Utilizando los datos disponibles, ¢podriamesidcual sera el nUmero de usuarios de esta red
social después de 1, 2, 3, 4 y 5 afios?

Cuestiones Sesion 2:

Qi4. Estudiar el modelo discreto propuesto

Qi5. Como afectara al modelo un nimero de usuanigsal distinto?

Qi6. ¢ Qué pasaria si existiera un niumero maximasigrios? ¢ Cambiaria el modelo planteado?
Qi7. ¢ Cuando se alcanzaria la poblacion maxima?

Cuestiones Sesion 3:

Qi8. Especificar el nuevo modelo discreto planteadduncion del maximo, encontrando A 'y B.

Qi9. Dar diferentes valores a los parametros deldelo y estudiar la evolucién de la poblacion
numeérica y graficamente en los casos considerados.

Qil10. Arreglar, en la medida de lo posible, el modaopuesto (simplificado). ¢ Se puede dejar evoue
modelo expresado en términos dg P

Cuestiones Sesion 4:
Qil1. Estudiar de forma tedrica B 6 A. ¢ entre gares se mueve?

Qil2. Analizar el modelo normalizado aplicando @mbio de variableY,, =

Hacer un estudio de las caracteristicascde
Qi13. Establecer otro tipo de relacion funcionatrerr, y B, y estudiarla.

B P
— .22 conx=B + 1.
B+1 K
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Trimestre 1 Sesion 1 Grupo 1

En primer lugar, fijamos que las variables van rd Bepara los afios

transcurridos desde 2004 ¥;" para el tamafio de la poblacion al cabo

de “i” afos. (Recordar que es mas practico tralmjarsubindices de——
manera que podamos especificar los afios mas fatémes decir,y

nuestra notacion debe ajustarse a las formulasadis y ser coherente——
80%

entre ellas. Entonces, “i” es igual al afio transdardesde 2004).

A partir de aqui, ya podemos empezar a desarelliestudio del crecimiento de estas variablesvésrdel calculo de la variacion
absoluta.

La variacién absolutaes la variacién que ha experimentado la variabtarda el periodo «i>AY;) y que se obtiene por diferencia
ente el dato registrado en el momento «i» y el datel momento inmediato anterior;o.

AY; =Y; - Y. Asi pues, calculamos que:

AY2005: 56 -18 = 38;AY2006: 151 -56 = 95;AY2007: 447 — 151 = 296'AY2008: 1034 — 447 = 587Z'Y20()g: 3143 - 1034 = 2109

Por lo tanto, podemos afirmar quext > 0, hay unavolucion crecienti de la
variable en estos periodos.

Debemos tener en cuenta que en el momento de laaceblas para hacer la
representacion grafica en el primer afo, en 2004enpone ningln namero, ni
siquiera el 0, ya que no existe una variacion egltpgimer afio y el anterior (el

Variacién Absoluta

1,2

0,8
0,6

04 afio anterior no existia esta red social). Porritotae deja la celda vacia.
02 A partir de estas dos graficas vemos que existe amecimiento
0 - y y y - aproximadamentexponencial

Para medir las variaciones de modo mas precisoingindo las diferencias de escala para que segpacabies entre si, es necesalio
expresar las variaciones en términos relativosedia caso, es habitual expresarla en porcentajg® fpor ciento, para lo cual se
multiplica por 100.

Calculamos la variacion relativa a través de la tdam

Y = % 100: Variacién Relativa

i

y=2-2.100=211%, Y==".100=177% |*
y=447—151'100= 196% Y=1034_447-100= 2 —
151 447
131%Y=$-100=204% 0 . : : : :

2005 2006 2007 2008 2009

Vemos que existe una tendencia que oscila alredtsdon valor. Calculamos el promedio y obtenemaslgunedia de la variacién
del crecimiento sea de un 183,8%.

En la tercera de nuestras cuestiones, debemoslhgrediccion a 5 asi que buscamos la exponentialA - K*. De esta forma
podemos calcular las predicciones de forma massarees decir podemos calcular afios y meses. Senadarma continua que
permite calcular en afios o fracciones de afios.|/lRaralo a cabo podemos decir que: Y=18'28amos probando con diferentes
valores para K y cogemos el 2,8 porque es un nuqese adapta perfectamente a la grafica coratos deales de crecimiento. As
nos da una buena prediccidn). La conclusion dprkedicciones seria un crecimiento rapido y elevado.

=

Para poder predecir el nimero aproximado de usupdm los proximos afios utilizamos la siguientenfda AE = Yi,1 - Y;
Tasa relativa de variacion: = Yin Vi (En tanto por uno)

13
Lo reflejamos en un grafico con el Excel y vemos ga oscilando pero se mantiene en una linea establ
Calculamos el promedio i da aprox. r es igual a 1.8
Calculamos el porcentaje de aumen¥.; = Y; - r + Y; Si sacamos factor comin de esta Ultima operacitenelmos: Y;,; = 2.8 -
Y; Esta forma es la discreta con la cual el tiemp@ndwls trabajarlo en afos.
“i” es igual al nUmero de afios transcurridos deXil — i>0 (ie N)

De esta manera podemos obtener un modelo de pediecurrente.

También existe el indice de variacion que se caldil= % (En tanto por uno).
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Trimestre 1 | Sesion 1 | Grupo 2

Las variables tiempo y nimero de usuarios son il@scomo t y Prespectivamente.
La funcion es exponencial ya que tiende a creada eaz mas rapido. Para estudiar cuantitativanieste
resultados podemos hacer una tasa relativa deciaride afio en afio: P.1)/P.; donde t =afios desde 200
y P=poblacion por afio. Férmula de funcion exponenéla/A-K+B
Segun el modelo matematico de la exponencialesga plazo, iria aumentando indefinidamente cosangu
tiene mucho sentido porque o bien todo el mundbasendo usuario o bien la red social estaridditai
El tiempo puede ser estudiado de forma discretaénos naturales) o continua (decimales).
Discreta:

» P,=tamafio poblacién de usuarios al cabo de n afios

* n=numero de afos transcurridos desde 2004

» tasa absoluta de variacionP=R,.;-P,

+ tasarelativa de variacion=(P,.:-P,)/P, (en tanto por 1)

* indice relativo de variaciénAP,.+/P,(en tanto por 1)

Anos(n)| iy

0

1 3.11
2 2.65
3 2.96
4 2.31
5 3.04

Las variables tiempo y nimero de usuarios ssarias como t y;Pespectivamente. Promedio: i=2.82
Modelo matematico que nos permita hacer pramties:P,.1=2.82-R,

Continua: los afios se pueden tomar con numerosdias
« x=afios y=poblacion

Modelo: y=A-K+B

Hipotesis: ¢ Cdmo trabajamos la variable tempotal® afios se consideraran por ahora de forma discret
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Trimestre 1 | Sesion 1 | Grupo 3

El trabajo consiste en el estudio de la dinamicpatgacion, se hace a través de una red sociaiualase

accede por invitacién, des del afio de su creatid®08 hasta el 2009 donde se puede ver que cadwye
un crecimiento mayor respecto al afio anterior lyasealculado que cada afio tiene un crecimientode u
300% mas o menos, esto se puede observar en tzdalds excepto en el primero ya que no hay un afid
anterior con el que se pueda comparar, es debarsbasado en el indice relativo de variacion.

La formula matemética que han usado para calcsid.gP;

Han decidido basarse en:
P, = tamario de la poblacién
t = afios transcurridos desde 2004

Se trata de las variables que han elegido pararleecabo sus estudios y graficas. Si se hubiela elacaso
de que cada afio este indice tiene una tendenciarties no tendria sentido hacer el promedio desést
Como en este caso Mas 0 menos se mantiene estabees correcto hacer el promedio.

Para calcular la poblacion del afio 2010 o cualcifierel grupo 1 ha usado la siguiente formula: =R -
2.824

Comentan que tendria sentido pensar que el nureausudirios de esta red social tendria que acabar
estabilizandose, ya que es imposible captar abtladapersonas. Sus propuestas son determinairadpar
qué afio el crecimiento sera menor al de la mesligedunda si alguna vez decreceran los usuarios de
LunaticWorld y si se llegara a perder el 50% deulssarios.

Mejoras que pueden aplicarse:
-En lugar de ir escribiendo la variabhleomo 2004, 2005, 2006, etc., sabiendo que swiegiel 2004
podemos ir escribienda; t t,

-Los afios los trabajamos de forma discreta, ygpquel momento trabajaremos con afios enteros no cor|
fracciones de afio, por lo tanto no es continuawiishero de afios transcurridos des de 2004 le llamagn,
porque es un numero natural, entongggaParo de poblacion al cabomarios.

-Se pueden usar tres métodos para conocer lo quaribdo la poblacion:
» Tasa absoluta de variacion, para calcular s&éAas R.; - P,
» Tasa relativa de variacion, para calcular serj& (P - B)/Pn
+ indice relativo de variacion, para calcular sefja: P,.1/P,
Este se expresa en tanto por uno o tanta por @igmupo 1 ha usado este método y el resultad
sido i=2.824 (promedio de log.i

0 ha
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Trimestre 1 Sesion 2 Grupo 1

1. Sucesion recurrente: Cada término de la sucesiéde@nido como una funcién de términps
anteriores.
Hay dos tipos:
» Convergente: tiene limite A (un numero real).
« Divergente: el limite es + infinito o - infinito.

2. Yim=Yi-r+ Y =(141) - Y=a- Yi=a"" Yo
r=1,8241 (es el promedio del nimero de invitaciateesada usuario antiguo)
En el caso de existir un nimero maximo de usuarnda red:
» Cuanto mas aumente la poblacion, menos invitacipadeemos hacer.
» Existe una relacion inversa entre el n° de invitaes y el tamafio de la poblacion.

3. Yi=Y;-1,8241+Y
* Este modelo es valido si no existe una limitacideleniimero de usuarios.

Pueden existir diferentes situaciones:
» Si“a” es mayor que 1 crece sin parar.
» Si”a” esigual a 1 ni crece ni decrece, la poblaciomaatiene constante.
» Si“a” esta entre 0y 1 el modelo decrece.

TEORIA GENERAL

Féormula general : X=a" - Xg
* Siaes mayoral, el limite cuando n crece serBIVERGENTE.
 Siaestdentre 0y 1, el limite cuando n crece SesBONVERGENTE.
e Sio=1, X=X, el limite serd ¥ CONVERGENTE.

NUEVA HIPOTESIS

Existe un numero maximo de usuarios (M).
Yi | i=(Yia= Y)Y
Y1
Y2
Y3
Y4
Y5

QW NP~

En la tercera columna (tasa relativa de variacséig un promedio de 1,8. Relacion entre la taséivalde
variacion y el indice relativo de variaciémr+1 Hipotesis realizada en la primera sesion: elerdm
promedio de invitaciones se mantiene constante. iRepuede ser constante si creemos que la poblacié
debe tener un numero maximo. Cuando llega al magiengoblacidn las invitaciones serdn 0. Buscames|qu
r, decrezca a medida queatmenta.

Cuando ¥=M, r=0r=-A - Y;+ B A,B han de ser mayor o igual a 0.

Si A es 0, rseria constante, cuanto mas aumentaas disminuye,.rPor lo tanto, ¥;=Y+(-A - Y; + B) - Y,
Cuando Yllegue al maximo (-A - ¥+ B)=0
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Trimestre 1 | Sesion 2 | Grupo 2

A modo de sintesis, en el Gltimo seminario utilipanel modelo discreto:
Pn+1=2.82Pn

n=numero de afos transcurridos desde 2004 (n maigorab0)
Pn=tamafio poblacion de usuarios al cabo de n afios

* Cuestion 1:
Ahora, utilizamos una nueva interpretacion paraepedtudiar las caracteristicas del modefot1= Pn
+1.82Pn
1.82 es la media de invitaciones que envia un igseara red durante un afio (que suponiamos cejtant
Con el modelo utilizado, y suponiendo que el nuntlerinvitaciones es constante, nos encontramosan
situacion que no es demasiado real: vemos que&htdento va en aumento y que nunca para, es decir,
hay un nimero maximo de poblacion. Este modelp asbastante efectivo, pero nos damos cuenta lfue
no nos sirve ya que la poblacion no crecerd ilidasitaente.
Estudiamos la sucesion recurrente:

Pn=2.82 - Pn-1

Pn-1=2.82-Pn-2

P1=2.82 - Po

Pn+1=2.82". R,
Obtenemos una sucesidén geométrica, que es lo ngjea@n=2.82 - Pn-1pero aplicando iterativamente la|
recurrencia.

Caracteristicas de una sucesién geométricaX, = a" - X,
Si0<a<1limX,=0 converge.

Sia>1lim X, = diverge.

Sia=0IlimX,=0

Sia=11lim X,= Xg

Utilizamosa = 2.82 , el resultado de esta sucesién. Por totans tiende a infinito por lo que a largo plaz
nos parece incoherente utilizar este modelo ydajintuicion nos dice que la red social debe llegan
punto en el que la poblacion no crezca mas, ypaepe todo el mundo la utiliza o porque haya umend
maximo de usuarios permitido.

» Cuestion 2:
Si cambiamo®o0, P1, P2.. el promedio puede variar pero no necesariamkntgie cambia es la poblacior
in=1=[Ru/P)=1=[Ru-P)/R=r,
Esta va cambiando la poblacion afio tras afio, pgrongmos que E 1, es decir, 1.82 se mantiene consta

» Cuestion 3:
Hipétesis: existe un niumero méaximo de usuariosefkla red. Como en el modelo anterior el nimero de
invitaciones era constante ahora no nos sirve; adano se invitan 1.82 usuarios.
Utilizaremos uno nuevd@n+1= Pn +Pn-f=> para que se contemple que existe un n°® maximouwdias, a
medida qud®n aumentar, debe disminuirY cuandoPn=K, r, = 0.

Lo que queremos es que el n° de invitaciones qgue dada usuario ya existente no sea constantespor
tenemos que hacer que depend®ulePara eso utilizaremos una férmula con una refacigersa que hara
gue cuando aumente un parametro, disminuya el otro.

Vamos a utilizar una relacion lineal inversga= -A - B, + B, donde A y B son mayores o iguales a cero.
Pn+1=Pn + Pn - (-A-Pn+B)

.

nte
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Trimestre 1 Sesion 2 Grupo 3

Introduccion:

Para empezar, vamos a recordar los datos y forinnlghechas en el informe anterior. La nomendaderlas
variables quedaran fijadas de tal forma: el tiemgaresado en afios sera reconocido con la letsagi#ira referirnos al
tamafio de poblacion fijaremos la variable contia@l&””, afiadiendo un subindice para determinafieldel cual
expresamos la poblacién. Rectificamos los célcdéoprevisiones para los siguientes afios, multipdioda variacion
relativa anual por cien para obtener el resultadiwesun cien por cien para conocer mejor el cresmitoireal.

Pregunta 1: Estudio del modelo discreto planteadanda sesién anterior

Sucesion recurrente: para realizar el calculo d&wmino hay que hacerlo respecto al afio anterior.
P,=2.824*R, ;

Pn_1=2.824*R1_2

Pn_2=2.824*R1_3

AS{ TODO EL RATO

P=2.824*R

P,=18

Pn+1:2.8241+l*P0 ESTA EXPRESION ES EQUIVALENTE A ESTA EXPRESION;,2=2.824*R,
Pn+1=2.824"*Py> Sucesion geométrica

Sucesion geométrica,>a™*X

Sia > 12lim,,.X,= +0 >DIVERGE

Si 0 <a < 1> limp, =0 >CONVERGE
Sia=1-> x,=0 9Iimneoo Xn=Xo

Sia=0-> x,=0 > Iimnewxn=0

Si cambio lo que hay inicialmente, lo inicial delaafio también cambiara, pero el modelo, es dadiiymula se puedg
mantener. El parametro actual viene definido popandmetro anterior. Por ejemplo para saber Ichqusicedido al
cabo de 20 afios, tenemos que saber lo que ha pdsa@hte los 19 afios anteriores. La n represestaios
transcurridos desde el 2004. Como la sucesiéncesremte, cogeremos lo del afio anterior para ldoldel afio de
ahora.

Pregunta 2: Como cambiaria nuestro modelo, si hubia un maximo niimero de usuarios

Podemos pensar que el nUmero maximo de usuariess§100, y esto querra decir que se parara er050
ejemplo), y que a partir de este momento ya nogodrcer. Cuando alcanzamos este maximo, ya nodsé puperar
este punto. Nuestro modelo es divergente.

Hipodtesis: Que pasaria si hay un nmero maximasdarios. Existiria un nimero K de usuarios maximo.
El 2.824 salia de la media del indice relativo deacion.

N P, indice de variacién
0 P, -

1 P P./Pg

2 P, P./P;

3 P; P./P,

4 P P./P;

5 P Ps/P4

El 2.824 sale del promedio entre todos los indilgegariacion.

Pregunta 3: ¢ Cuando llegamos a ese maximo ndmero dguarios?

Con el objetivo de conocer cuando la red sociahtigiVorld llegaria a su poblaciéon maxima debemeghana
prediccion basada en una sucesion recurrente. fritememos que conocer que es una sucesion, lfgataremos que
tener claro que cuando hablamos de sucesionesastadmos haciendo de series, sino de la existdaagiementos
encadenados o sucesivos los cuales dependen algtéomres

Lo que queremos es obtener un valor, para queneéraide usuarios no aumente mas, y haya un max@émsudrios de
esta red social.

Para obtener este maximo lo que tenemos que haescentrar un modelo y darle valores a n.
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HIPOTESIS 1
* Supongamos que trabajamos con un poblacion deiosulanitada
« Sino hay limitacién:  Y;= 2,824 - Y=2,824" - Y,
Yir= Yi+1,824 - Y
= constante: es el promedio de las tasas relalvasriacion de la poblacion de los primeros afios.
* A partir de este modelo, conocemos que a largmpmezce sin parar.

» Es importante recordar que solo tenemos informagd@los afios enteros, no sabemos en fracci
de afo.
HIPOTESIS 2

* Nos planteamos la opcidn en que la poblacion estaimitada:Y;,;= Yi +r; - Y;
« Queremos que; f(nimero de invitaciones por usuario) no sea cotestgnque a medida que;

aumente (poblacion maxima), disminuya. A medida que la poblacion aumente, grmds hacer

menos numero de invitaciones.
* Optamos por la relacion inversa mas sencillanieali:
r=-A-Y;+B sustituimos;en el modelo inicial:
Y= Yi+ (-A-Yi+B) - Yi  cuando Yi = M,;r=0, lo sustituimos en la formula anterior y poder
establecer una relacion entre Ay B. Por lo tanto:
1) B=A-M
0=-A-M+B
2) A=B/M
1) Yur=Yi+ (CA-Yi+A M) -Yi 2 Y= Yi-A -Yi?+A M- Yi
» Es una relacion cuadratica, ya que la poblaciéns@oestanca del todo sino que va habig
oscilaciones.
e Cabe recordar que no podemos usar la féormula etteren el afio 0 (2004), ya que el afio ante
no habia red y decir que habia cero usuarios neflegar la realidad.
2) Yir=Yi+ (-B/IM Yi+B) - Yi 2 Y= (L+61) - Yi 2 Y=+ Y,

NUEVA HIPOTESIS:

« Realmente, la poblacién no se estanca, sino quscitando. De aqui sale la forma cuadratica d
anteriormente. Puede ser que lleguemos a un puistono y que alguien se dé de baja. Entonce
poblacion en un principio disminuira, pero al potlacer mas invitaciones, la poblacion volver,
sobrepasar el nUmero méximo y asi sucesivamente.

e Alargo plazo estas oscilaciones son cada vez rasmoYi se ira aproximando cada vez mas a M

« Lo que realmente sucede es que llegamos al afiddiicle la poblacion aun esta por debajo de N
modelo permite que la poblacién continte.

* Si el maximo no se alcanza en un n° entero deagareceran estas oscilaciones.

10

5 O — —————

0

Este grafico es un ejemplo de las oscilacionedinea roja es el nimero maximo de usuarios
verde son las oscilaciones que va haciendo. Dirérhaspunto que se sobrepasa y “M” al que e
por debajo del maximo.

e Para que no supere el punto maximo, tendriamosaoger M con un valor un poco por debajo
maximo.
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Introduccion:

Para empezar, vamos a recordar los datos y forionakghechas en el informe anterior.

Sucesion recurrente: para realizar el calculo d&umino hay que hacerlo respecto al afio antekgirpues
el parametro de un afo concreto viene definideepparametro del afio anteriop=2.824-R;

Un nimero maximo de usuarios hace que la funciarisita, es decir, que cuando se alcance estenmoaxi
ya no se podré superar este punto.

Pregunta 1: Encontrar los parametros del nuevo modelo disereéchemos planteado (en funcion del n°
maximo de usuarios K). La sucesion recurrente acd thmario de la poblacion de cada afio. K: fizaio
las personas que hayan accedido a la red. Al diskergrafica podemos ver como la funcién supelanite
de usuarios y cuando alcanza el maximo oscila. ¢%atta afio que transcurre desde entonces la odnilesi
menor.

La Ky la A estan relacionadas, hay que ir dandorga de K y observar el resultado que mas seeajust
La forma que adquiere la funcion de un afio pacdreltiene forma cuadratica, esto representa las
oscilaciones que encontramos en la grafica.

Pregunta 2: Nos planteamos la opcion en que la poblacion estanimitada. =B, + 1, R,
Queremos que, knumero de invitaciones por usuario) no sea catestague a medida qug &mente
(poblacion méaxima),,rdisminuya. A medida que la poblacion aumente, grods hacer menos invitaciones.
« Optamos por la relaciéon inversa mas sencillinéal: = -A - B, + B sustituimosen el modelo inicial:
Pw=P,+ (-A - R+ B) - R, cuando R= K, r, =0, lo sustituimos en la férmula anterior y poderastablecer
una relacion entre Ay B. Por lo tanto:

1)B=A-K(0=-A-K+B)

2) A=B/K

Poii= Py + ('A R+ AK) B

Es una relacion cuadratica, ya que la poblaciésenestanca del todo sino que va habiendo oscikegion
Cabe recordar que no podemos usar la formula esttera partir del afio 0 (2004)

Concluimos: La poblacion no siempre se estanca, sino que puedeilando. De aqui sale la forma
cuadratica. Puede ser que lleguemos a un puntamodxgue algin usuario se dé de baja de la rechess
la poblacién en un principio disminuird, pero dendsrma se podran hacer mas invitaciones y lagoodoh
volvera a superar el nimero maximo. Esta accidrasepitiendo y por este motivo aparecen oscileeso
pero con el paso del tiempo estas seran cada vearese No apareceran oscilaciones en el caso que se
pudiera alcanzar el maximo un nimero entero de. afios
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El modelo que usdbamos anteriormente servia pamgs a corto plazo, ya que a largo plazo la pida
se disparaba.

Por eso, buscamos una férmula que incluyera unamdk de poblacion, que hiciera que a la vez que
aumentaba la poblacion, el nimero de invitaciomesipuario«,), fuese reduciéndose, hasta llegar a 0, e
maximo K.

El grupo 10, obtuvo las siguientes férmulas:

P,=P,+(-Ax P,+B)P, A‘K=B

Después se trataba de aplicar diferentes valorasgpaontrar una ecuacion, que al aumentar la gidbla
disminuyera el nimero de invitaciones, hasta llegaen un méaximo K de poblacion.

La ultima pregunta, pedia si podiamos dejar el moogie términos de@No se podia encontrar, ya que ca
vez mas, obtendriamos expresiones mas largas gangdicadas, siendo imposible expresarlo en fund@i
P, de forma reducida, ya qug va disminuyendo afio tras afo, sin ser constante.

Conclusiones:

En la pasada sesion, concluimos que teniamos qoatear un modelo, que se asemejase al patron de
crecimiento inicial, planteado en un principio.

También vimos, que el valor de A, tenia que ser paguefio, por ejemplo 0,000001, y que para regucir
error, podiamos utilizar una herramienta del Ekaetada Solver.

Asi obtendremos unos valores, que hara reducioetgdio de los errores en valor absoluto cometidos
este modelo, para que evolucione como inicialmsateabia planteado.

nsu
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1
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HIPOTESIS:
L] Inicialmente habiamos puesto limitacion en M= 100.0
. Nos proponemos establecer un maximo un poco p@jalele M y asi no se supera el maximo real permitid
-Procurar:
»  Que sea un ndmero entero. -Las oscilaciones.
»  Encontrar un valor de A que mejore al mismo tiemp&l promedio de error.
= 2 objetivos que queriamos que cumpliera nuestro metb:
»  Que la poblacion llegue al maximo y se estabilice.
»  Que los datos de los 6 primeros afios se asemeje@xaho a los valores reales.

PREGUNTA 1: Estudiar de forma tedrica el parametro B (0 A):Yix=Yi+Y;i (;- Yi + B) ri=n°invitaciones
= No era necesario estudiar los dos parametros ya4q:ue§ 6B=A-M

= Siestudiamos el parametBo Be [a, b]: entre qué intervalo se movia B
= Sjestudiamos el parametfo -Solo teniamos que multiplicar sus extremos por M

PRIMER OBJETIVO: Que a largo plazo el modelo se estilice alrededor del maximo:
Si hacemos un estudio deavlargo plazo, empezando la red social en 2004.8arsuarios:
=  Queriamos que lassuarios Phasta einaximo y veiamos que:
»  Sise llegaba a la poblacion maximangémero entero de afios> Se estanca.
» Sisellegaba a la poblacion méaxievre un afio y otro=> Va oscilando.
= Queriamosstablecerel intervalo /margen maximo permitido que sobrepasa de M.
»  Siqueremos mas precisidh:
»  Siqueremos menos precisidi
- Ahora lapoblacién maxima= M+100 (margen que hemos aceptado, por ejemplo).

SEGUNDO OBJETIVO: Que el modelo en se asemeje a ldatos reales.
»  Nos encontramos con un problema:
- Cuando el margen de error es pequéfitas oscilaciones son mas grandes.
- Cuando las oscilaciones son pequettasl margen de error es mas grande.
-Vigilar: Ya que una oscilacion que graficamente parece pegee la realidad puede ser muy grande.

TASA DE VARIACION: Ar;= fiyg - [ > A= ((-B/M) -Yis1 +B) - (-B/M)-Yis1+B) 2 Ar;= (-B/M)- (Yi1 - Y)) > Ar;=(-B/M)-AY; Constante.
Como Ar;= (-B/M)-AY;;

- La variacion del nimero de invitacionesrasrsamente proporcionala la variacion del nimero de usuarios.

- Y la relacién que existe entre ellasmegariante a los afios transcurridos es decir, que si pasas de un afio a otro la éelagmpre sera la misma.

PREGUNTA 2:
Y (mayuscula) =Poblacién, ymindscula) = Nueva variable normalizada [0,1]
*Para distinguirlas, a continuacién utilizaremosapdenominar la poblacion ¥a(negrita), y la variable normalizadg: (cursiva).
Yis=Yi+ Yi - ((-B/M)-Yi + B), Yie [18, M+100] Aceptamos un margen maximo de etrorfijamos dependiendo de M. (Fijamos 100 como
podriamos fijar 500).

. Suponemos que el margen= 100.

= Si quiero comparar redes sociales una opcidroasalizarlas, llevarlas a escala [0, 1].
Cambio de variable

Y £(B/(B+1))-(Yi/M) ye [0,1]
B+1-> (B =0-1)
Sl =(Yi - (B+1) - M)/B 2> Yiu= (Vi1 - (B+1) - M)/B
Sustituimos aYis1-Yi+ Yi «((-B/M)-Yi + B) > M)/B = (yi-(B+1)-M)/B +((y-(B+1)-M)/B)-((-B/M)-((y -(B+1)-M)/B) + B)..yi =a - ¥ -(1 —y)

yie[0,1] |

Paracomprobar: "
18 T
Yo=(B/(B+1))-(Yo/M) 1 T
0 -
= Queremos comprobar que este entre 0 y 1 para haaeromparacion. a € [at+l, b+1]

PREGUNTA 3:

Entre reY;queremos encontrar una relacion inversa y no lifkraponemos I&liperbdlica:

Expresion general: Y = (A/(X+C)) + B, Con dependiente ;= (A/(Y+C)) + B

Objetivo: Encontrar los pardmetros A, B, C o establecerléi@n entre ellos: Cuandg=M que =0
-Generatriz:ir= 1/Y;

- Podemos considerar que C=0, ya que sin la C iyglomos los requisitos.

Por lo tanto resumiendo decimos que: C=0, A>0,B ¥ de esta forma nos queda la férmula en fund&dos parametros:= (A/Y;) - B
Como sabemos qué relacion hay entre Ay BiSiM > r; =0

0=(A/M)-B  B=AM

Por lo tanto, la formula nos queda ask (A/Y;) — (A/M)

Y el modelo final nos quedaYi.;= Yi+ Yi- ((A/Y) — (A/IM))
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En laprimera pregunta partimos de la tabla que nos dan los afios y elftarda la poblacio
T (afios P (poblacion)

0(2004 18
1(2005 56

2(2006 151
3(2007 447

4 (2008 1034
5(2009 3143

El objetivo que buscabamos es que la K se estalatik=10.000 en este caso y lo representa
graficamente para asegurarnos de que los datdseques obtenido cumplen la condicién de acercat
maximo K.

15000

K constante

10000
Tamafio de la poblacién
5000 =@=Crecimiento del..._

0 5 10 Aiios 15 20 25

En lasegunda preguntaenemaos que hacer el siguiente cambio de var —

Partiremos del modelo discreto de la Ultima ses -

Tendremos que aislar P sustituirla en la férmula anterior. Una vez dugtio nos tendria que salir
siguiente formula: y.= o * y,* (1- y,)

En el caso de que mabtener esta férmula puede significar que no sarhplificado al maximo la formulz
Una vez tenemos el modelo normalizado podemos a@ampablaciones muy distintas entre si. El nL

modelo tiene que tomar valores entre el 0 y

Enla tercera preguntanos piden que busquemos una relacion inversa eal

La sucesién dada es la siguiente: -

A partir de la sucesién dada, se puede comprolmesfa sucesién nos muestra una relacién e, y P,
lineal: ,donde A es la pendiente de esta recta. En nuesto) ka convertiremos en u
relaciéncuadratica: . Podemos ver que en esta relacion la C=0.

En el caso de realizarlo con una rela hiperbdlica la formula general seria la siguie!

Pn+1: Pn+ (A/Pn_ A/k) * Pn A>0.
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Empezamos la sesion 3 presentando dos hipotesis sbimodelo que predecia el nimero de afiliadased social.
Una de ellas era la posibilidad de que no hubigrgim limite en la poblacion de dicha red, lo egthba representada
por una sucesion recurrenfg,, = Pn + 1,824 - Pn
No obstante, nos centramos en una nueva hipdesiada en un limite que denominaremos K. Este moeletual esté
determinado por una relacion lineal inversa entyeR,, presenta dos posibilidades, en funcion de sajeabos con el
parametro A o B:

- Enfuncibnde A:P,,, = Pn + (-A-Pn+A-K)-Pn

- EnfunciondeB P,,; = Pn + (—E-Pn + B)-Pn

A partir de aqui, se pedia un seguido de cuestiones
1. Estudiar de forma teérica el parametro B y la \cadia absoluta de rn.
2. Analizar el modelo “normalizado” aplicando un cambe variable.
3. Establecer otro tipo de relacion funcional engre B, y estudiarla.

Cuestion 1

Con este ultimo modelo, si se llegaba a un maxienostiarios en un afio entero, el grafico no prelsemtimgin tipo de
oscilacion. Pero si este afio no es entero, efestnte el grafico oscilaba tras superar K, aunqgtas gequeiias
oscilaciones se aceptaban siempre y cuando foramé® gie un margen aceptable. Todo esto dependfedehetro B,
ademas de un margen de error mas grande para cgeesnpere el limite, por ejemplo, K + 100.

Se nos presentaban dos problemas. Uno de elldigaen@ediante Excel un intervalo de valores panaaBa que las
oscilaciones estuvieran dentro del margen de eYrotro de ellos era que los resultados del motiaitan que
asemejarse a los resultados reales de los Ultiffaxs Rara ello, se tenia que realizar un célcula @stablecer hasta quié
B maximo se podia alcanzar, siempre y cuando cenaption los requisitos anteriores.

Ademas, se nos pedia calcular la tasa absolutaréeidn de f, el promedio de invitaciones que realizaba un niswuke
la red. Asimismo, el procedimiento es el siguiente:

Al =l =1y = (== Pyy + B)-(— = PR+ B) ===+ (Pyyq — By) =—=-APD
En consecuencia, llegamos a la conclusién de gaeneénto de invitaciones es invariable respecém@lento de la
poblacion, ya que establecimos una relacion lineaB/K se trataria de la pendiente de ésta.

Cuestion 2

En la segunda cuestion se nos pedia un normalaadan cambio de variable, siguiendo las siguiergssicciones:
B P,

V= — B+1=

"TB+1 K *

- Aislando Pn en funcion de YrB, = &K

Yni1-(B+1)-K

e YPn+lenfuncibnde Yn+P,,, = B

Yn-a-K
B

B YpakK
B

Yn-a-K

La substitucion quedaria de la siguiente forfs:“x B’“'K = .

Y resultando en lo siguientéy, ., =a-Y, - (1 —-Y,)

+( + B)

Para comprobar que esta bien realizado, se ugliexcel, dandole valores a n para ver cémo actiigd¥beria estar
entre 0 y 1). Los resultados que obtenemos sor:egtfm + 1, b + 1] siendo Be[a, b] la respuesta de la primera
cuestion. Se normaliza la ecuacién para poder caripaon otros modelos, ya que en este caso atoinasian
valores entre O y 1.

Cuestion 3

En la dltima pregunta, se busca una relaciéon malimversa entrg, iy P,. Ponemos como ejemplo la funcion
. 21 A

hlperb9l|carn =B

Le aplicamos una relacién inversa:

La B se trata del movimiento vertical y lo aplicaava modelo para que corte en el punto K. La Adaet positiva, ya

gue comprende en el primer (siendo decrecientejcgt cuadrante. Por Gltimo, la C es el movimidmiozontal, y en

este caso se requiere. El modelo quedariar,asé::;n —B
En el caso de que,Ruera K, ylag=0: 0 =§—B 2> B =£

El modelo definitivo quedaria de la siguiente mané},,, = Pn+ Pn - (:;n - %)
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Segundo trimestre

Cuestiones Sesion 1:
Q1. Hacer una simulacién en el caso del modelordiscde recursos ilimitados acerca de la
evolucion del tamafio de la poblacion de un afiogespel anterior (eje x: Py eje y: R.1).
Q2. Hacer una simulacién en el caso del modelordiscde recursos imitados acerca de la
evolucion del tamafio de la poblacion de un afioeegpel anterior (eje x: Py eje y: R.1).
Q3. Escribir el modelo de recursos ilimitados caoesando el tiempo como una magnitud
continua (modelo continuo).

Cuestiones Sesion 2:
Q1. Buscar informacién acerca de las ecuacionesrelifciales y estudiar los diferentes criterios de
clasificacion.
Q2. Resolver la ecuacion diferencial planteada &rsésién anterior, trabajando cada grupo con sus
propios datos

Cuestiones Sesién 3:

Q1. Encontrar la ecuacion diferencial que debe climghmodelo continuo x(t) de recursos limitados.
Q2. Clasificar la ecuacion diferencial planteada@rapartado anterior y resolverla.
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1ra Hipétesis: Modelo discreto (recursos ilimitgdos

- Eltiempo se valora como una magnitud discréta:n® de usuarios al cabo dafios desde el inicio (2004) y
i = ndmero natural

- Relacion de dependencia del afio siguiente contetian i
Y11 = f(Y;) = relacion funcionad sucesion recurrente
Y, = n° de usuarios inicial (2004)

Yooy , o
T = % = tasa relativa de variacion

r = 1,824 =promedio

Hay ciertas oscilaciones percse mantiene constan®;,; = Y, +r.Y; > Y, = (1 +1).Y,
Yiy1 = @.Y; > a =1 +r = 2,824->Existe una relacion lineal entvg, y Y;: Y;,; = a'*1.Y,> Sucesion geométrical
Si0 < a <1, Y, tiende a 0 por lo que converge
{Si 1 =a, Y; = Y, se mantiene constante
Sia > 1, Y; crece infinitamente por lo que diverge= 2,824
El modelo es ilimitado: no contempla un n® maxinecuduarios.

22 Hipotesis: Modelo Discreto (recursos limitados)
- Suponemos que existe n° maximo de usuarios M.
- El modelo antiguo no funciona ya que no contemplanédximo,r; no puede ser constante.
- A medida queY; se acerca al maxime, se acerca a 0. Hay que buscar la relacion inessa ; y r; .
r, = —A.Yi+BeB=A.Mo§=A
Yigr = Vi +1.Y, DY+ (—AY, + A M).Y; > Y, = —A.Y;> + (1 + A.M).Y; > Existe una relacion cuadratica
entreY,,; yY;

M esté prefijado y A es el Unico parametro litBegln el valor que se le dé, la curva al llegaeNnantendra
constante en ese valor a lo largo del tiempo o béeilara en torno a este valor hasta estabilizzmdd.

1. Con el modelo de recursos ilimitados el creamuel estudiar la evolucion de la poblac{@f) en funcién del afio
(i) se da un crecimiento exponencial. Mientras q@stsidiamos la evolucion de la poblac{@. ;) en funcion de la
del afio anterio(Y;) se obtiene un resultado bien diferente. Se puebservar dos curvas una es la del afio siguien

(Y41 = 2,824.Y;) yla otra(Y;,; = Y;) la del afio anterior a este. Lo que sucede esauesciendo rapidamente una
divergencia entre dichas rectas.

Y; Yiia
Vi1 18 =2,824*18
| —y =2,824*18
Y, i
-
Yo
Y

 n v,
Si fijamos valor de M en 10000 y A en 0,0001

En este modelo la

=

[N

1

1

1

1

|

|

[

1

1

1

1

1

|

|

1
®

oscilacion se manifiesta

M =Y En este caso, lo que

irando en torno al punto
9 P sucede en este

,,,,,,,,,,,

M hasta llegar a él. Por lo modelo no se

1

1

|

1

1

|

: que entorno a M hay una asemeja al modelo
1

1

concentracién de niintos

[
Y:
/ M=Y., 14

2.Pasar del modelo discreto de recursos ilimitadileaso continuor( — n° de invitaciones)

= # >r() = % ,T = % 2Y() = YTU) -> Ecuacion diferencial
L

Nos va a permitir encontrar el modelo de regsiilimitados teniendo en cuenta el tiempo enogeu@t momento.

Su resultado depende de la derivada.
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Para esta sesion de seminario se nos planteasocutstiones principales, de las cuales dos de ella
trataban de cerrar o que vimos en el trimestreramty la Gltima buscaba introducir nuevos conggat
nuestros estudios sobre la red social.

La primera pregunta trataba de buscar una simula@bcrecimiento para el modelo discreto de los
recursos ilimitados, por lo que la tasa relativaa#acion se consideraba constante y la relagifme €.,y
P, era lineal:

Pri=(1+1)-R.

Una vez hallado, para hacer la simulacion que ngsstra la poblacion de un afio respecto a la del afio
anterior, realizamos una tabla en la que el ersesponde a B el eje y a R4, al ser de recursos
ilimitados la simulacion que nos salia una reladiideal.

El gréafico resultante tiene que ser de la siguierdaera, ya que este crece de forma exponendial y s
limite.

«Grafico»

La segunda pregunta nos pedia que realizaramastaansimulacion pero esta vez debiamos recurrir a
modelo de los recursos limitados, donde marcamasnite en la poblacion llamado k.

Para esta simulacion recurriremos a la siguierpeesion: B,.= B,+ r,-B,

Pero esta vez tendra una relacion inversa lineal congor lo que trabajaremos sobre esta férmula:
Pr= P+ (AR, + A*K)-P,

Realizando una tabla en la que x sgg Rs y R.; obtenemos una nueva progresion en la que vemos u
crecimiento hasta llegar hasta el limite pero wmalcanzado la simulacion anual oscila constanttsren
torno al valor marcado.

El gréfico seria el siguiente:

«Grafico»

En la tercera pregunta de este informe teniamosrgtae de hallar un modelo para la progresiérode |
recursos ilimitados donde pudiéramos llegar a taida progresion en cualquier momento, lo queothifjo
la idea de la t como una variable continua. Pdaulza esto realizamos un cambio de notacign R(t)
Como para saber el crecimiento de una funcion alyaier punto usamos la derivada en ese punto,
introducimos la idea en la formula hallando la &gte expresion. X(t)=X"(t)/r

Mediante esta férmula aparece el nuevo concepézagciones diferenciales, las cuales estudiaremtas
préximas sesiones.

1%
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Introduccién:

En esta primera sesion de seminario englobamodaddabajado durante el primer trimestre.

La primera pregunta trataba solo de analizar grdfiouméricamente lo ya estudiado anteriormenteyus
afadiéndole un pequefio cambio: en vez de anaizatllacion respecto al tiempo analizarla respetho
poblacidn del afio anterior.

Y con la segunda pregunta le dimos un cambio imapteta nuestro proyecto, ya que a partir de ahwra 1
analizaremos el tiempo de forma discreta, sinolgbaremos de forma continua, es decir, en vez de
analizar la poblacién afio a afio la podremos amadiz&l instante de tiempo que deseemos.

Pregunta 1

Recursos ilimitados

Representamos nuestro modelo de recursos ilimitadodficamente aparece una funcion lineal, a
diferencia de las sesiones anteriores el objetvedta pregunta es la comprobacion de la relaiciéal lque
existe entre B, y P,.

Esta comprobacion se hace mediante un método ctmoeimo el de “tela de arafia”.

Representamos: En el eje de las x tenergosrFel de las y ;. Ademas en la misma grafica dibujamos
recta pendiente 1 que es lo que nos permitira lreeavalisis.

Observamos que a medida que pasan los afios seiist#as una recta de la otra, es decir nos da la
divergencia hacia infinito (crecimiento infinito).

Recursos limitados

Cuando representdbamos poblacion en funcion aeptieseiamos que la funcion crecia de forma
exponencial y podia sobrepasar el limite k pordeergrol de la poblacion se realizaba de formaabpu
después se estabilizaba con pequefas oscilacioeiesiadose a k.

Si representamos,R en el eje de lagy P, en el de lag, aparece una parabola convexa y observamos
hay un momento en que la pardbola se estancamielya concentracion de puntos, es que cuando
sobrepasamos el maximo k, la poblacion ¢gle Fa de disminuir; disminuye, aumenta, disminuye... y
vamos entrando en un bucle hasta que a largo [agonos a k, se conoce como punto atractor. Esto
ocurre si no llegamos al maximo k en un afio coogceetlegdramos en un afio concreto la parabola se
guedaria ahi.

Pregunta 2
En esta cuestidn teniamos que pasar el modelacdesos ilimitados de forma discreta a continua,
recordemos la formula discref;,;= P,+ R.*P,
Donde R es constante y,Rs la poblacién en el afio n:
anggﬂfg
R (Indica el crecimiento relativo anual)
Para pasar al modelo continuo aplicaremos losesiges cambios: x(t)=Poblacion en el instante t; t
pertenece a los reales.
Para encontrar el incremento en un instante dgbtetaterminado hacemos la derivada.
x'(t) , dx x'(t)

R(t) =m=>x (t) = E=>X(t) =
Para saber el nimero de usuarios en el instantgupramos usaremos esta ecuacién diferencial @qu
las que dependen de su derivada).

a

que

1)
(7))
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PREGUNTA 1:
En esta pregunta hablamos de los diferentes tifasnas de clasificar las ecuaciones diferenciales:
* Segun el tipoordinarias (la funcion que buscamos depende de una unicabl@iindependiente).
o parciales(la funcién que buscamos depende de més de urablamdependiente).
* Segun el orden: la derivada de orden mayor deuaocé@n diferencial.
* Segln la linealidadlineales (cuando la funcidén y sus derivadas sucesivas edtaradas a la
potencia 1 como mucho, entre otras caracteristicas)lineales

PREGUNTA 2:
Se trata de resolver la ecuacion diferencial geepnoponianx(t) = xT(t)

Esta fue el resultado de derivaciones y simplifimaes del modelo de recursos ilimitados.

Al resolver dicha ecuacion diferencial obtenemasidaiente funcion: x(t) 2" ¢

Donde r es el promedio de las tasas relativas idieci@n y el valor de C lo conseguimos de la coiddic
inicial (n°® de usuarios del 2004, t=0).

Una vez obtenemos la funcién resultante vamos isujEstdo los valores de t de la tabla inicial y lo
comparamos con los datos reales que tenia cada gnug blackboard acerca del crecimiento de ussiar
representédndolos graficamente.
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Pregunta I.
En esta pregunta se definié y explico los diferetifos de ecuaciones diferenciales.
Una ecuacion diferenciales una ecuacion en la que nuestro objeto de bdaggee es una funcién y no una Unica
variable, esta expresado en términos de sus dasvadesivas.
La clasificacion de las variables son las siguignte
» Ecuaciones diferenciales ordinariasLa funcién considerada depende de una sola variabépendiente.
» Ecuaciones en derivadas parcialed:a funcién considerada depende de mas de unalaitalependiente.

Las ecuaciones diferenciales también se puedenasapagrupar segun su orden y el grado. Las emesi
diferenciales que mas encajan con la planteada s#sion anterior son las ecuaciones lineales hémeag de primer
orden y de grado 1.
Es una ecuacién lineal con coeficientes constaptesgjemplo: y'=y-a.
La solucion seria y=f(x)ge€, siendo C un n° real.
La solucion seria> y=f(x)= C, - €= C siendo un n° real.
Obtenemos el grado de la ecuacion diferencial doa mayor exponente (de la derivada de mayomdmige hay
en la ecuacion, siempre y cuando la ecuacion diéekesté expresada en forma de polinomio.
Para que la ecuacion sea diferencial lineal deb®btiulas condiciones siguientes:

* Nila funcién ni sus derivadas estan elevadas guma potencia distinta de uno o cero.

» En cada coeficiente que aparece multiplicandol@siaéerviene la variable independiente.

* Una combinacion lineal de sus soluciones es tangnircion de la ecuacion.
Ejemplo: y”+3y"-6y’+y=0
Esta ecuacion es de orden 3 (mirando el mayor addedterivacion), lineal, con coeficientes constatéilomogénea
(el término independiente es 0).

Pregunta .

. . . . ., . . x!
En el anterior seminario se obtuvo la siguienteaeicin diferencialX (t) = %

Tenemos en cuenta que los datos de la poblacifeatsal afio a partir de ahora variara en funidrgdeo, por lo
tanto cada uno tendra su R.

Recordamos que la R se obtiene haciendo la tasdivelde variacion con los nuevos datos y luegdhaee el
promedio de éstas, de esta manera se obtiene R.

Para encontrar la prevision del n® de usuariosided social segin nuestro modelo para un afiondegto tenemos
de derivar la ecuacion X(t), es decir, hemos demmnar X'(t).

Pero no podemos derivarla, ya que desconocemagiaston de la funcion X(t), por lo que tenemos iptegrar.

_Xx'(v P.4d0) i1 , _ . ~
R=1g P Rdt=[0dt>TRdt=F X' @®dt > Rt+C=In(X(1) > €' € =X

Aqui tenemos la ecuacién diferencial de nuestrasoeihl, pero nos falta saber cual es la constanpara encontrarla
sabemos que en el inicio de la red social (t=@)ukuarios X(t)=% (X,= poblacién en afio 2004 de cada grupo), par lo
gue podemos deducir:

X(@) =t &
Xo= 0. &
Xo=1 &
e“= X,

Podemos ver que se trata de una ecuacion difetemdinaria, ya que depende de una sola variablependiente, es
también una ecuacion lineal homogénea de primemord

A continuacion introducimos los datos obtenidosdipde la funcion obtenida y los comparamos osndatos reales
para comprobar si se asemejan o se distancian naigcelbos.

Para obtener la prevision del nimero de usuarida gdeblacion 10,5 afios desde el inicio, se systifid,5 en t.

Es decir: X(t) = X% &1°°
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Primera pregunta:
Las ecuaciones diferenciales son aquellas ecuace&mias que intervienen derivadas de una o mémohes. Se
pueden clasificar de dos formas:
Segun tipo:
1. Ordinarias: Tienen una Unica variable independiente
2. Parciales: Tienen mas de una variable independiente

Segun orden (orden maximo de derivacion):
1. Primer orden.
2. Segundo orden.
3. Orden superior.

Dentro de estos diversos tipos de ecuaciones ddiales, podiamos encontrar tres distintas solasion
1. Solucién general.
2. Solucioén particular.
3. Solucién singular.

Concluimos en que nuestra ecuacion diferencialasalta de una ordinaria de primer orden y de tigal, ya que la
maxima potencia de la funcién x(t) y de su derivedal.
Segunda pregunta:

, . . .z 1(t
Partiamos de la siguiente ecuacion: ’;—((t%

Con esta férmula, primero poniamos el simbolo tegiacion en cada lado, luego poniamos la x'(tudtipticar y le
poniamos en su lugar un numerador 1 a la x(t) dwegamos que al ser r un nimero real, su integréahicamente r -
t, y al otro lado tenemos una integral de tipo semiediata que nos da como resultado el logariteperano de x(t):
r-t+ C=In(x(t)
Una vez resuelto la integral tenemos que aisldy péra conseguirlo aplicamos la exponencial er bhaimero e a
ambas partes de la igualdad, eliminando asi efitoganeperiano y quedandonos en una parte x()ls etra el
ndamero e elevado ar - t+ C:
X(t):er~t+c
Sabemos, que r es un ndmero real, pero no lo tenempos lo dan. A partir de los valores que Badifan a cada
grupo sobre el nimero de usuarios de esta red slocénte los 6 primeros afios, tenemos que caltautasa media d
variacion entre afios consecutivos, luego sumarthsigirlos entre el nimero de datos, asi encontsaet valor r.
Por Gltimo nos queda encontrar la constante C, rgatezarlo, hemos de saber nuestra poblacién afieD
(condicién inicial), entonces sabremos que cuaadséa 0 la x(t) sera el n® de usuarios con qabréé la red social.
De esta forma obtendremos C. Nos quedaria un moéedste tipo:
X(t)= g0-1457+5.86363
Posteriormente, en clase, estuvimos estudianddifile®ntes promedios, ya que en muchos casos, lestdiferentes
valores habia alguno que sobresalia excesivamengnpima o por debajo de los demas. Estas situegipodrian
estar provocadas por un error en la recoleccidogidatos, como por ejemplo que el n® de usuagamddeterminadg
afio tome un valor negativo (no era nuestra sitmcti el error es claro, podriamos hacer el proonsid tener en
cuenta ese valor, ya que si no li hiciéramos, ef& wos modificaria excesivamente el crecimiemdestra
promedio, tanto a la baja como a la alza.
Por dltimo se dictaron las propuestas para el semisiguiente:

1. Escribir la ecuacion diferencial relacionada cometielo continuo para recursos limitados.

2. Clasificar la ecuacion diferencial obtenida y reedh paso a paso.

Después de dictarnos las preguntas, hizo espedasig, en que las siguientes propuestas al feldrabajo
estuvieran mas relacionadas con posibles variagigue se podrian aplicar a nuestro modelo, higdtesi
condiciones aun no estudiadas, o situaciones@tdes podamos exponer nuestro modelo y que aga hayan
propuesto. Aun asi se pueden hacer propuestasadgpat

(1%
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En esta sesion partimos del concepto y la clasificede la ecuacion diferencial encontrada end@seanterior,
también sabemos sus caracteristicas y sus tipdisaoias y parciales.
Grado: es el mayor exponente de la derivada denardgor de la funcién (para ecuaciones diferensiale
polinémicas).
Orden: es el orden de derivacién mayor de la funcié

x(t)

Nuestra ecuacion diferencial es ordinaria, de gfadte orden 1 y NO lineal. x (t)'r_(E

Pregunta 1. Encontrar la ecuacion diferencial que debe cunapiinodelo continuo x(t) de recursos limitados.
Como el modelo es de recursos limitados tenemogsfablecer un maximo (M), este modelo debe cumpéra
medida que la poblacién x(t) aumenta, r(t) dism@gs decir, mantienen una relacién inversamenigopcional.
Para que la r(t) cumpla esto, la tenemos que ntadjfya que antes era una constante:

r () rt) = -A - x(t)+B B=AM; A=[%

Para simplificarlo, sustituimos B, y sacamos factomin a la A:

r)=-A-x@)+A-M>rt)=A- (-x(t) + M)

Sustituimog porr(t) en el modelo de recursos ilimitados y nos quediglaiente ecuacion diferencial:

_ o
X = A-(=x(D)+M)

Pregunta 2 Clasificar la ecuacién diferencial planteada lespartado anterior y resolverla.
La ecuacién encontrada en el apartado anteridagficamos de manera que decimos que es una éougiférencial
ordinaria de grado 1 y orden 1, para resolverlart@s que integrarla, esto nos sirve para elimaédetivada x'(t).

Lo primero que hacemos es aislar el parametroaayideglamos para que sea mas facil integrar,
__ @ (— B GIRNN|)
X(t) - A-(—x(t)+M) >4 ( X(t) + M) x(t) > A x(t)-(—x(t)+M)
x1(t)
x(6)-(—x(t)+M)
Cuando integramos la parte izquierda de la integralos que es una integral inmediata de una cdegtpd dt =
A -t + (), cuando integramos la parte derecha de la ifltegraos que no es ni una inmediata ni una semi dinates,

llegados a este punto vemos que nuestro denomipadoia ser el denominador comudn de una suma deidres, asi

. . . # #
gue separamos nuestra fraccion en una suma d@frascA =—— +
x(t) —x(t)+M

El siguiente paso es encontrar el numerador denaugsna de fracciones de manera que cumpla quelelrgamos

denominador comun sea x'(t). Si les damos valtedaimos a la conclusién de que en nuestro numecaeaiara M,
M

Para continuar resolviéndola integramos ambasgdetda ecuacionf: 4 dt = [

asi hacemos la siguiente transformacién sin quéieala ecuacion pIantead%'\(.i)- (————)
M x()-(~x(©)+M)
. 7 . _x'(® x'(®)
Arreglando esta funcion nos queda: %‘(x(t) _x(t)m)
! .l
Ahora integramos la funciérf:A dt = Mif’;((tt)) - % f_x’(ct)(fr)M dt ; la parte izquierda es la integral inmediata dla u

constante la parte derecha tenemos dos semi intagdiategrando y arreglando nos queda la sigufénteula:
A-M-t+C=lInx(t)| —In|-x(t) + M| > A-M-t+C=||6&)

—x(t)+M
El método que utilizamos para eliminar el logaritesoel nimero “e”, sabiendo ya su uso para la etiaidn del

logaritmo, y dejando aislado x(t) y resolviendduacion una vez hemos utilizado el nimero “e” nosda la

At-M
MK .
¢ - siendo K=&

siguiente y definitiva funcionk(t) = TroA e
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1. Ecuacién diferencial gue debe cumplir el modelo cdimuo de recursos limitados X(t).
Empezamos con la siguiente funci®it) = —A * X(t) + B

De la ultima sesion obtuvimoB{(t) = );((;)) Sustltwmosf(((g =—-A*X(t)+B

Finalmente al pasar la parte derecha a la izquisnsdajueda la siguiente ecuacion diferencial:
Xr(t) —
X(t)x(-A*X()+B)

2. Clasificar la ecuacion diferencial y resolverla.
Segun la ecuacion que hemos obtenido podemosaiecies una ecuacion diferencial:
- ordinaria> 1 sola variable “t” independiente
- 1° order> ya que solo aparece derivada una vez la funcifn X(
- 1° grade> es una ecuacion diferencial polinébmica. Ya qugratlo depende de la potencia de la deriva
de orden mayor y en este caso es 1.
- no lineak> ya que para ser lineal la funcion X(t) y sus dmias tienen que estar elevadas como maxir
potencia 1 y sus coeficientes deben depender Ueitande la variable independiente t.
Nos encontrdbamos con dos problemas para resaleeubcion:
- INTEGRAR (ya que no sabemos quien es X(t))
- El parametro B

B*X1(t) _
X(6)*(—~A=X(t)+B) dt = [1de

Entonces veiamos que si conseguiamos separacd#fiaen suma de dos, nos encontrabamos con dos

B*X1(t) 1 B*X1(t)
X(t) dt > B f (—A*X(t)+B) dt

Al integrar nos encontrabamos con lo siguiente ulesple aislar B;+f

. .. . 1
integrales seml-lnmedlata%r:f

Por lo tanto iniciamos un proceso inverso del denador comunX’ (t) = — L =1
X(6)*(—A*X(t)+B)

Teniamos que conseguir esXd(t) * (X(t) m) =1

Pero nos dimos cuenta de que la parte entre patsat&ela gue tener en el numerador el valor ioriea
A

X(t) (- A*X(t)+B))

X'(t) dt — —f —A=X1(t) dt = f 1dt > In (X(8)) In(-A=X(t)+B) —t4C

gue multiplicamos toda la ecuacion porXB(t) * (

Ahora ya podiamos integragr f—=

X(t) —A*X(t)+B B B
1 —X(t) Bx(t+C
= *
" Za«x@®) + B (+C)
Cancelamos el logaritmo aplicando exponencialestza lados y nos que% eBE+0)
B.eB(t+0)

Entonces usamos la propiedad distributiva y despegaX(t): X (t) =

1+eBt+0xg

Entonces para encontrar los parametros A y B atilizs Solver (tal y como se hizo en el primer trinegs
Sabemos que cuando t=0; X(t)= n° inicial segurdaiss de cada grupo

Igualamos el numero inicial a X(t), desarrollanfastorizamos y encontramos el valor de C.

da

no a
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Introduccion

En la pasada sesion, estudiamos las ecuacionesrdifeles.

Podemos deducir que habian dos tipos de ecuadldaesncialesordinarias,como la nuestra en la que la funcion
incognita dependia de una Unica variable indepataligparciales.

En el modelo discreto de los recursos ilimitadoswsaplia: R= (Ph+1-Pn)/Pa

En el seminario anterior pasamos |galRcaso continuo: R(t)= X'(t)/x(t) donde R es damée (el n° de usuarios no
tiene limitacién)

Resolviendo la ecuacién diferencial anterior metgida integracion obtuvimos: x()£&: &

R-> tasa relativa de variacion (promedio)

Este modelo no es el mas indicado ya que no creposilsle considerar que haya un namero ilimitadasiarios.
Encontramos el valor de C (constante de integracitfaspejandola e imponiendo la condicién del priafe 2004
(t=0): Lnx(t)=R*t+C>C=In(X(t)) - R - t

Nos daba una prediccion que crecia mas rapidamgests datos reales.

1. Escribir la ecuacién diferencial relacionada cometielo continuo para recursos limitados (plandgarl

Siendo x(t)> modelo continuo de recursos limitados. Tenemosaeicir el modelo de recursos ilimitados al
modelo de recursos limitados. A partir del modéseito limitado, encontraremos el modelo contilinitado

Modelo discreto: Modelo continuo (instantes):

P+= Py (L+A*K-A*P ) R()= A * kA *x(t)

B= A*k Ecuacion diferenciab x'(t) = R(t) * x(t)
A= B/k X ()= [A*K-A*X(t)]*x(t)

R.= -A*P.+B dx/dt= A(k*x(t)-¥(t))

2. Clasificar la ecuacién diferencial obtenida (ordiaaparcial, lineal, etc.) y resolverla (solucigarticular).
Clasificacion:
Ordinaria (una Unica variable independiente) dmeriorden porque solo aparece derivada de order’(ipo
Grado (potencia de la derivada de orden mayor siempuando fuera una ecuacién diferencial polimdri por que
la derivada de orden mayor esta elevada a 1.
No es lineal. Linealida@ Consiste en que tanto la funcion x(t) como susvedes consecutivas no estén elevadas
ninguna potencia mayor que 1 y que los coeficietesstas funciones solo dependan de t.
Resolucién de la funcion:
dx’ ()= A(*X(1)-x 4(1)) > X' O/A-x@O)+K*)x(®)= 1 > X' @O)/([-X(O)+Kk]**(1))= A > X (O)*[1/([-x(1)+K]*x(1))]= A

[L/(-x(®)+K)] + [L/x(®)]> (x(0)- x(t) +K)/([-*R)+K]**(1)) (No es lo mismague [L/([-X(t)+K]*x(1))]

X (O)*KI([-xO)+HK*x(0)= A* k> -J [-x@)/(-x(t)+k)]dt + [X'()/x(1)] dt =[A*kdt >-In X+ KHN(x(D)= Akt + C
Ln [X/(-x(®)+K)] = A*k*t+ C > x(t)/ (-x(t) + K) = & C > x(t)= " C . [x(t) + K]
X))+ KC L x) = 8Tk X)) @+ €T O= TRk
x(t)= €K CK(a+ €K ) solucion final

¢,Coémo encontramos A? Utilizando como plantilla etledo que usamos para calcular A en el trimestsadgmpero
con los nuevos valores reales.

¢,Coémo encontramos C? Imponiendo que en 2004 x§®lg@imer dato de los datos que se nos ha dguiinalpio
de este trimestre.

El gréfico ha de crecer y cuando se llegue al méxdebe ser estable.

Conclusiones
Cuando veiamos las oscilaciones en el modelo agntins parecia ilogico. En este seminario hemogoarado
como pasandolo a modelo discreto estas oscilactesaparecian y cuando llegaba a k el modelo ahkilesiba.

Propuestas
Considerar que el numero de invitaciones crecegdudecrece. Igualdad de individuos hasta ahotza&mos

grupos de usuarios, el nimero de invitacionesdié¥éente. En el informe individual, tendremos goenprobar que
nuestro modelo tiende al valor k:Haciendo una tghlaa grafica en Excel. Calculando limite cuantieride a
infinito: t>, x(t)>k
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Tercer trimestre

Cuestiones Sesion 1

1) Predecir la evolucion del tamafio de la pobladérusuarios estructurada en estos
tres grupos de un mes n al mes siguiente n+1.

2) Si durante este mes existen 1000 usuarios B22k() usuarios Medium y 1750
usuarios Premium, ¢.cual se preve que sera labdisitth de usuarios dentro de 1, 2, 3,
4y 5 meses?

3) En la situacion del apartado anterior, ¢cuapre®é que sera la distribucion de
usuarios dentro de 50 meses?

Cuestiones Sesion 2
Q1. ¢ Se puede destacar alguna caracteristica ttayastorias generadas X(n)? Donde
% (n)
X(n) es el numero de usuarios de cada tipo demtmo miesesx (n) =| x,(n)
X;(n)
Q2. Hacer el estudio a largo plazo mediante la lsionidn numérica. ¢Hay alguna
caracteristica que se mantenga mes a mes en tmlgds de usuarios? A largo plazo.
(Se debe de hacer numéricamente (Excel o Wiriglenmanera teorica).
Q3. ¢ Es posible determinar el instante (mes) & piftcual se cumple la caracteristica
anterior? Determinar el mes a partir del cual septa la caracteristica a largo plazo.
Q4. ¢Qué pasaria si cambiaramos la situacion linpgeo manteniendo el total de
usuarios iniciales? Es decir, que en lugar de 18060, 1750 fueran otros numeros
pero que sumaran 5000 igualmente.

Cuestiones Sesion 3:

Q1. Calcular analiticamente (sin hacer la simulaciomeérica, es decir a priori) el valor
dea para el que se cumple P(n+1& % P(n) L*P(n) =a * P(n)

Q2. Calcular analiticamente (sin hacer el estudaygo plazo) el instante de tiempg.
Instante de tiempo (mes) que se “estabiliza” adioreento relativo.

Q3. Propuestas
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Nos dicen que durante este trimestre los usuagidévidiran en trerangos (Basic, Medium y Premium) en funcior
la antigliedad como usuario de la red social, deemaague al cabo de un periodo mensual un usuaeaigtente
puede mantenerse en su rango, pasar a un rangosupadejar de ser usuario de la red. Ceno de ellos con
diferentes funciones y privilegios. Cada uno degiagos trabaja con sus propios d¢

Este seminario se podia plantear de dos formasn(etrices en Wiris o con las funciones de E;

Nos preguntaban:

1) Predecir la evolucién detamafio de la poblacion de usuarios estructurada esstos tres grupos de un mes n
mes siguiente n+1.

CADA GRUPO CON SUS PROPIOS DATO¢

0 4 6
065 025 0
A=\ 0 055 05

La primera fila es B, la segunda es M y la teresr&
0 4 6 B
065 025 0 |= (;,jr)
A - X(0) = ( 0 0,55 D,S) I

Excel:
Bri1=4-M+6-R
My+1=0,65-B+0,25- M
P»w1=055-M+05" R

2) Si durante este mes existen 1000 usuarios Bast250 usuarios Medium y 1750 usuarios Premium, ¢ cuse
prevé que serd la distribucion de usuarios dentroall, 2, 3, 4 y 5 mese

0 4 6
(0,55 025 0 ) (éggg)
1 mes:\ 0 055 05/+\1750/= (resultado)

0 4 6 19500
065 025 0 |=| 12125
2 meses:\ @ 055 05 21125/ = (resultado)
3 meses: exactamente igual, lo vas haciendo respawtinte hasta llegar al qui mes.

Excel:

Bn1=4-2250+6 - 1750
M,.+1= 0,65 - 1000 + 0,25 - 2250
P.+1=0,55 - 2250 + 0,5 - 1750

3) En la situacion del apartado anterior, ¢,cuél sprevé que serd la distribucion de usuarios dentroal50 meses

0 4 6\° /1000
065 025 0 * (225{1) = (resultada)
0 055 05 1750

En el segundo me® A - poblacién mes 1= A - A - X(0) =* - X(0)

En el tercer me® A - poblacion mes2=A- A - A - X(0) = - X(0)

Enelmesn> A - poblacibn mesn=A-A. . A-X(0) = A X(0)

Excel: Coges l&6rmula del apartado anterior, la pones en Exdelarrastras hasta llegar al mes

NUEVAS PROPUESTAS:
1 ¢Se puedealestacar alguna caracteristica de las trayectoriagenerale: X(n)?
2 ¢ Es posible encontrar el instantén” a partir del cual se cumple la caracteristica delgartado anterior?
3 ¢ Qué sucederia si cambiaramos la situacién inic?
4 Propuestas
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En esta primera sesion de seminario del terceesti tratdbamos con un nuevo aspecto. Este esedotoducia 3 tipos
diferentes de usuarios (poblacién) de la red sodliaificados de tres formas distintas: Basic, Medy Premium.

Se nos planteaba fmimera pregunta a resolverPredecir la evolucion del tamafio de la poblacién desuarios estructurada en
estos tres grupos de un mes n al mes siguiente n+1.

Con los datos que se nos daba a cada grupo ddiimipato de la poblacién de una forma determindmlgue haciamos era una
asociacion:

B.=poblacién Basic en el mes n,.B= poblacion del mes siguiente Basic,

Mq= poblacion Medium en el mes n,,ME poblacién del mes siguiente Medium

P,= poblaciéon Premium en el mes r,£ poblacion del mes siguiente Premium

Se tiene que tener en cuenta que hay la posibitldathrse de baja de la red y en el caso que mezapzel tanto por ciento en los
datos que se nos dan, quiere decir que se ha idmatio de la red social, es decir, que el usisarioa dado de baja de la red. Si
dice que se quedan es que se han ido de la red.

Con los datos que se nos dan para cada grupo,aselasediferentes ecuaciones para cada tipo deiosya partir de aqui
podemos calcular el nimero de usuarios de un raémes siguiente n+1. Por ejemplo:

Bn+l=2*M n+3*Pn

Mp.1=0,75*B,

Prei=Py* (1-0,50)+0,80*M,

Se nos plantea Begunda pregunta: Si durante este mes existen 10@€uarios Basic, 2250 usuarios Medium y 1750 usuasio
Premium, ¢ cual se prevé que sera la distribucion desuarios dentro de 1, 2, 3, 4 y 5 meses?

Se nos da la informacién siguiente=B000, M)=2250, B=1750. Si la resolvemos utilizando Excel, lo qubatros hacer es una
tabla en Excel con la siguiente informacion: Podéeoada mes con la formula correspondiente enatmtra la pregunta 1:

Meses féormuladeB; foérmulade M., foérmula de B,
1000 2250 1750

ab~hwWNEFO

Si aplicamos cada férmula para cada mes, obtendriemaisuarios de cada mes, y solo tendremos castrar hacia abajo en
Excel para conocer los usuarios de los 5 meseesigs.

En latercera pregunta: En la situacion del apartado antgor, ¢cual se prevé que sera ldistribucion de usuarios dentro de
50 meses?:
Si lo resolvemos con la utilizaciéon de matricebesaos que ésta debe ser una matriz 3x3. Las cotuseman el mes anterior
(arriba) y las filas seran el mes posterior (izolag
Ahora sabemos como es la cantidad inicial de laiz4(0): x,(0) = 1000, %(0)=2250, %(0)=1750
Si multiplicamos la matriz hecha antes por estaimdé X(0)>1000,2250,1750, qué es una 3x1 y pertenece atadsuliel mes
anterior, sabremos que la matriz resultante seBxiry sera el resultado del mes posterior, ptarto, X(1)=T*X(0) //
X(2)=T*X(1) dénde: T*T*X(0>X(2)y por lo tanto: X(50)= T*X(49)=T*X(0)> la T es la matriz encontrada y la X(0) es la
matriz de 1000, 2250 y 1750.
Si utilizamos el Excel para hacer este calculauyase nos hara mas facil, porque solo debemosaigrar las formulas que
habiamos introducido en la pregunta dos hastallaseses y asi obtendremos los usuarios des dd) heesta el mes 50. Tenemo|
gue conocer todos los meses intermedios ante9gwra poder llegar a calcular el mes 50. Si ndiei@ el mes 1000, lo que
deberiamos hacer es no utilizar formulas en Exoejye serian demasiado grandes los valores. Pdea msolver esto,
introduciriamos la herramienta de las matrices.
Una vez tenemos esta tabla hecha, si hacemos ficogpodemos ver que tiene forma exponencial .UBhero de invitaciones es
constante y esto es lo que hace que tenga fornmmerpial y que no tenga un limite y siempre aumavigucione de manera
positiva. A largo plazo los tres grupos (Basic, Medy Premium) aumentan demasiado rapido, aunquesleeios de Basic
crezcan, lo hacen de una forma muy determinadanupiciada a corto plazo.
La cuarta pregunta eran lagpropuestas planteadas por los distintos grupos

» ¢ Cbémo afectaria si introdujéramos un limite en kHAgmon? Establecer un méximo (K) para cada tiposierios.

« ¢Podriamos conseguir que la poblacion disminuyesenentase de forma ciclica?

« ¢ Seriamos capaces de introducir una nueva vartai® por ejemplo la edad de los usuarios paradatio mas tarde

restricciones de edad en los usuarios de nuest?a re
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Hasta el momento, tratamos a todos los usuarites el social LunaticWorld por igual, sin distinciéntre
ellos.

A partir de ahora los clasificamos segun su antigieeomo usuarios registrados, distinguimos treses:
usuarios Basic, Medium y Premium.

Los diferentes niveles se distinguen en cuantan@endl de invitaciones y capacidad de memoria digpen
los Basic no gozan de ningun tipo de privilegiajya son los usuarios noveles.

Cada grupo de seminario trabaja con unos datdatds{disponibles en la plataforma Blackboard).
Para poder calcular la poblacién mes a mes, lonmagenediante un producto de matrices, partimoa de
situacion inicial, definida paxX(0).

X(0)-> situacion inicial (mes 0), cada subindice se spwade a uno de los tres grupos de usuarios

% (0)
X(0) =| x,(0)
X3 (0)

Z->» matriz (en la que colocamos por columnas los migrtos del mes anterior al mes siguiente)

Para calcular la poblacion en el meX(t) = X(0)" - Z' o bienX(1) = Z - X(0)

Para el mes 2%(2) = Z - X(1)> X(2) = Z* - X(0)

Y asi consecutivamente, para el mex®) = Z° - X(0)

Para calcular la poblacion en el mes 5&0¥= 2°° - X(0)

Si queremos calcular la poblacidn en el mes 50 amteliMicrosoft Excel, tendremos que calcular tddes
meses intermedios.

Establecemos una notacion, que utilizaremos hasterHinalizado el taller de modelizacion del terce
trimestre.

Mes Anterior

M P
B B B
Mes Posterior ;| M Mes Anterior{ M Mes Posterio M
P P P

A largo plazo, si representamos los datos calcsglada Excel (usando la funcion =MMULT), observam
unas ondulaciones debido a que hay una movilidadanmees y no se acumulan los datos, aunque pueq
observarse que el nivel Basic es el que crece apédor.

DS
le

342



Trimestre 3 Sesion 2 Grupo 1

PREGUNTA 1:Saber si a largo plazo alguna caracteristicaréelmiento de los usuarios Basic, Medium y Premit
se mantiene estable.

Cogemos la matriz dada elevada al nimero de mesesstirridos y la multiplicamos por la situacioitia para
encontrar el total de usuarios. Resultado evolutital exponencial.

Tasa media de variacion (variacion de usuariosndees respecto el mes anterior) siempre oscilengdida que pasa
el tiempo se estabiliza (en el caso del grupo gperee esto sucede a partir del mgg al valor en el que se estabiliz
es el 1,44). El crecimiento porcentual de usuatassle que se estabiliza siempre seria el mismartk del mes gla
poblacién aumenta (para cada grupo de usuarias é44%.

La reparticién porcentual de usuarios en cada odetambién se mantiene constante a largo plazgp@rcentajes
son distintos para cada categoria).

PREGUNTA 2:Buscar si es posible encontrar el instanta partir del cual se cumplen las caracteristiehsoartado
anterior.

La tasa de variacion no varia a partir debh porcentaje de la poblacién Basic, Medium ynilten respecto al total d
la poblacion de la red social, siempre seria efroia partir de o1 Solo observando la tabla se puede ver a simpla
el mes a partir del cual la tasa relativa de varag los porcentajes de la poblacion se estabiliza

Conclusiones:a partir del mesd{siempre que elijamos un mes superior a éstejrsplaran las caracteristicas del
apartado anterior. Llegan a la estabilidad cuamdlecaen todos los porcentajes (para cada gruperdigya de su
propia matriz).

P.D.: El nUmero de decimales coincidente sera chorfaeterminante encontras,ren este caso han estudiado dos
decimales que ya son suficientes porque trabaj@masuarios totales (en unidades).

PREGUNTA 3:¢Qué ocurriria si cambiaramos la poblacion inicial?

Han cambiado la poblacion inicial en Excel y hasestiado los resultados que se presentan. Aparemtenes
funcién de que poblacion ponias se estabiliza antlespués que lo que habiamos calculado antertente no
cambiamos la matriz inicial (matriz de Leslie) sprmse dan los mismos resultados (crecimientavelgt
porcentajes de cada grupo de usuarios) a largo.plaz

Dudas que han surgido a lo largo de la semana:

Si consideramos la situacion inicial: 1000 Basi®dédium, 0 Premium: La red social si evoluciongeajue los
usuarios de Basic pasarian a Medium y luego a lalagm a Premium. En consecuencia a partir delnsEgmes ya
habrian nuevas invitaciones. La Unica situacionrgquiene sentido es el 0 usuarios Basic, 0 MedinPremium.
Las demas son correctamente consideradas.

Propuestas planteadas por el grupo que expone:
» ¢ Seria posible conseguir que la TRV se estab#izariun mes previstamente seleccionado?
e ¢ Podria ocurrir que la distribucion de usuariosesgrara en tan solo usuarios Basic? ¢ Y en Medaiyn@n
Premium?
e ¢Podria suceder que la distribucion de la poblaeidtine usuarios Basic, Medium y Premium nuncs
estabilizara?

Conclusiones:

Primera pregunta hemos encontrado caracterisénda,segunda el punto donde se dan y en la teztefacto en la
respuesta si cambiamos la situacion inicial.

Aparentemente el resultado no cambia si cambiafrtosatinicial de usuarios.

ANOTACIONES:

*A partir de un mes determinado se estabiliza@cumple que la TRV es constante

X(n+1)= X(n)- r +X(n) = X(n+1)= (1+r) X(n) 2 X(n+1l)=a - X(n) 2> L-X(n)=a - X(n) Sin>n
L es la matriz de Leslie.

1

="
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Introduccion
Habiendo encontrado un modelo que asemejaba $i ao ®talidad, en gran parte a la realidad, camtsade rama de estudio.
Hablamos de lo propuesto para la realizacién deigsrinforme del tercer trimestre. Se introduca$k pues unuevo criterio de
pertenencia a la red. Al dividir nuestra poblagdrires rangos cuya movilidad venia definida pechracteristicas propuestas,
encontrariamos los siguientes resultados:
* Tras la basqueda de las tres ecuaciones que expreshtotal de la poblacion
Bn+1=0,1*Bn+2*Mn+2*Pn / Mn+1=0,9*Bn+0,2*Mn / Pn+1=0,6M+0,755*Pn
Llegamos a deducir que se trata de una matrizlgar de ser opcional su traduccion o bien en fatenmatriz o bien en
forma de tres ecuaciones).
* Unavez mencionado que nuestros resultados puedésnsbién una matriz, nos dispusimos como ers& de casos a
hacer un estudio tanto a corto como a largo platerécimiento de nuestra poblacién segin este lmode
En definitiva nuestro objetivo en este informe @n&rar méas en detalle en este punto de estudio.

Primera cuestion: ¢ Se puede destacar alguna caradtgica de las trayectorias generadas en X (h)?
Presentamos en primer lugar la matriz a partlosglelatos proporcionados (grupo 3):

B |[M [P

B |01f2 |2

M|[09]02]0

P[0 0,5} 0,755

En la sesion de correccién de este informe enaoosdres caracteristicas:
* Reparticion en un mes entre las tres categorias
Presentamos en primer lugar una tabla con loseslmumeéricos de la evolucién de la poblacion arpeteste nuevo
método de blsqueda:

Meses B M P X(t)
0 1000 2250 1750 5000
1 8100 1350 2446,25 11896,25
2 8402,5 7560 2521,91875| 18484,4188

3 21004,0875 9074,25 | 5684,04866] 35762,3862

4 31617,0061f 20718,5288) 8828,58174] 61164,1165

5 62255,9216[ 32599,0112) 17024,8436| 111879,776

6 105473,302) 62550,1317f 29153,2625) 197176,696

7 193954,119) 107435,998| 53285,779 | 354675,895

8 340838,966| 196045,906f 93948,7621) 630833,634

9 614073,233] 345964,25 | 168954,269] 1128991,75

A modo de resumen sobre lo que podemos obsenlartabla anterior, la columna de los totales sei@nita mediante la funcion
suma, es la suma de los tres rangos.

Tras obtener estos resultados, buscabamos unaecéstica que se mantuviese de mes a mes y apégo, por ello calculamos €|
porcentaje de ocupacién de cada rango.

B [ 20%] 68%)] 45%] 59%]| 52%] 56%]| 53%| 55%| 54%| 54%| 54%| 54%| 54%
45%] 11%| 41%] 25%] 34%| 29%] 32%]| 30%| 31%| 31%] 31%| 31%]| 31%
P [ 35%] 21%)] 14%] 16%]| 14%] 15%] 15%| 15%] 15%] 15%| 15%)] 15%]| 15%

Destacamos que es una reparticion porcemtualguitativa (dato que observamos cuando los porcentajes d#liestay lo que es
mas importante se mantienen). De todas formasinesgara poder fomentar la entrada de usuari@aellos rangos cuyo
porcentaje sea flojo.
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Estabilizacion relativa a largo plazo

Esta segunda caracteristica se encontraba afadieadmlumna a la primera tabla presentada, caldalta tasa relatival
de variacion (tendremos asi pues, los valores tistade decrecimiento de los usuarios de cada)dmgque
obtenemos es una estabilidad a largo plazo. Calbecdesjue esa estabilizacion se encuentra para@aga en un puntd
diferente y de la misma manera que en términofetote existia pero en términos porcentuales sitvigramos en
cuenta todos los decimales que hay, encontraritamespuesta en el infinito pero al trabajar coa determinada
precision de tiempo, la encontramos antes. Pacgesel nimero de decimales gque intervendran, tesem cuenta los
datos iniciales (trabajamos en miles por lo querinénen 3 decimales), tiene como objetivo no @lv& ningun usuario.
Oscilaciones al principio,esta tercera caracteristica es la que menos tudmosenta en la sesion.

En la tabla hay valores negativos, hay mas gerdssgqula de baja que de alta, por lo que interpostame la poblacion
decrece. A largo plazo es un crecimiento rapidorggntualmente constante, es decir que crecenraadmente todos
de la misma manera. Cambiando la situacion inilgialpscilaciones varian por falta de patron pomesia tenemos muy;
en cuenta.

Segunda cuestion: ¢ Es posible determinar el mes (iaste) a partir del cual se cumple la caracteristig anterior?
Si gue existe un mes en el que se cumple la pricagezteristica mencionada. En funcion de los diesres antes o
después. Se coment6 también la opcion de tratmjani@meros enteros para adquirir una mayor verdgide dividir a
un usuario.

Meses 0 1 2 3 4 5 6 7 8
B 1000 8100,00 | 8402,50 | 21004,09{ 31617,01] 62255,92 | 105473,30 193954,12| 340838,97
M 2250 1350,00 | 7560,00 [ 9074,25 | 20718,53| 32599,01 | 62550,13 | 107436,00] 196045,91
P 1750 | 2446,25| 2521,92 | 5684,05 | 8828,58 | 17024,84 | 29153,26 | 53285,78 | 93948,76
X(t) 5000,00f 11896,25| 18484,42| 35762,39| 61164,12| 111879,78| 197176,70] 354675,90) 630833,63

Porcentaje poblacion

B 20% 68% 45% 59% 52% 56% 53% 55% 54%
M 45% 11% 41% 25% 34% 29% 32% 30% 31%
P 35% 21% 14% 16% 14% 15% 15% 15% 15%

Es a partir del mes 8 donde logramos la estabiliftalé reparticion del total de usuarios.

Tercera cuestion: ¢Qué pasaria si cambiaramos la s#cion inicial pero manteniendo el total de usuariginiciales?

Solo hay una situacion que no se puede considedn ¢eros por no haber movilidad).
Si mantenemos los 5000 pero cambiamos la distdbut@garemos al mismo punto.

Si mantenemos el total, no varia.

Si cambiamos el total, la estabilidad es difergrge da en un punto diferente.

Meses| B M P X(t) %B | %M | %P
0 2500 500 2000 5000 50% | 10% | 40%
1 5250 2350 1760 9360 56% | 25% | 19%
2 8745 5195 2503,8 16443,8 53% || 32% | 15%
3 16272,1 8909,5 4487,869 29669,469 | 55% [ 30% | 15%
4 28421,948 | 16426,79 | 7843,0911 | 52691,8291) 54% | 31% | 15%
5 51381,957 | 28865,1112f 14134,9288] 94381,997 | 54% | 31% | 15%
6 91138,2757| 52016,7835 25104,4268] 168259,486| 54% | 31% | 15%
7 163356,248| 92427,8048| 44962,234 | 300746,287] 54% | 31% | 15%
8 291115,702f 165506,184f 80160,3891 536782,276 54% | 31% | 15%
9 520444,717| 295105,369| 143274,186] 958824,272) 54% | 31% | 15%

Lo Unico que se ve modificado es el mes en el guestbiliza la poblacién.
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INTRODUCCION:

Conclusiones primera sesion:

- Obtener formulas para cada grupo y hallar las oesri

- La poblacién Basic del mes siguiente viene detesidanpor el porcentaje de usuarios Basic del me&siantjue se
mantienen en su categoria, por las invitaciondesi®edium del mes anterior y por las invitaciodedos Premiunm
del mes anterior, etc..., explicacion del repartirtogrorcentual de los usuarios en los tres grupos.

- Calcular el crecimiento de cada grupo de poblaaiéarto plazo y a largo plazo (en meses).

- Comentario sobre la oscilacién y el repartimiergbalecimiento de cada categoria de usuarios gdiesta la vez.

PROPUESTAS SEGUNDA SESION:

12 Caracteristicas a destacar sobre las trayectosageneradas por X(n) de la poblacion por los distias grupos
de usuarios a largo plazo:

La primera caracteristica es la movilidad de umpgra otro en porcentaje y de la situacion iniddapartir de un mes
determinado vemos que el crecimiento relativo dmlalacion se estabiliza, es decir, a partir de egtmento que
hemos llamada, el crecimiento porcentual de los grupos de usaasoconstante y el mismo para todos ellos). D
este punto siempre aumenta en términos relativosbacion. En el total de usuarios de cada mksga plazo la
reparticion porcentual de cada grupo se mantienstante cada mes.

2° ; Es siempre posible encontrar el instante de tigwo (mes) a partir del cual se cumplen las caractisticas
encontradas en el apartado anterior?

La respuesta es positiva pero a continuacion sdlalety argumentan los matices:

Que se mantengan las caracteristicas inicialefe@s que las trayectorias a partir de un instémies) sean estables
en cuanto a la continuidad de su crecimiento kelatepende de los decimales en los que nos fijgngoe queremos
gue sean coincidentes de un mes para otro, poolues una aproximacion (si realmente observanusstios
decimales podemos comprobar que la estabilizamade a infinito), entonces diremos que tendenlaseatabilidad
hacia el infinito. Y si, siempre se puede encorgsgr instante cuando asumimos un cierto gradorde(precision).
Luego, obviamente, también gracias a las TIC giliearhos para estudiar las trayectorias, crecinignetc., (Excel,
Wiris) podemos estudiar y encontrar esta respuesta.

32 Cambiar situacion inicial por otra distinta manteniendo el total inicial de usuarios, observar y 1zonar el
cambio:

Observamos que siempre se terminan cumpliend@tasteristicas, aunque aparentemente pueda castas menos
llegar a la estabilidad pero terminan cogiendan@smos valores en cuanto al crecimiento relativo.

Tarda mas o menos en estabilizarse el crecimietativo pero (con mas o menos oscilaciones endgedtorias) se
obtiene el mismo resultado.

Se llega a una estabilidad a largo plazo en elrorexto relativo, si marcamos una precision en tmés decimales
la veremos antes o luego (cuantos mas decimaletanas. A largo plazo la estabilidad siempre esikma por
mucho que cambiemos la situacion inicial siempgaiéspasaria si cambiamos el total de usuarioslfjci

CONCLUSIONES E INFORMACION

x4 (0) 1000
Sabemos que(0) = | x, (0 x(0) = (2250)
X3 (0) 3x1 1750 3x1

L —> Matriz de Leslie: Matriz que estamos estudiareola matriz que indica el repartimiento porcentigalos

individuos de un grupo a otro en meses consecutS8@samos una formula final para analizar el criegito:
X(m) = L™+ X(0)

Existe un mes determinaag a partir del cual:

(1+r) =0, indice relativo de crecimient¥(n + 1) = X(n) + X(n) *r = (1 4+ 1) *X(n) > X(n + 1) = a* X(n)

2> L+X(n) = a*Xn): L=< ) * X(n)=< ) = a*X(n)z( )
3x3 3x1 3x1

X

psde

a (escalar (n° real)) X(n) = ( ) resultado matri< )
3 3x1

x1
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Trimestre 3 \ Sesién 3 | Grupo 1

Es esta Ultima sesion se rpedia buscar informacion sobre la matriz de Lgstiencluimos que s
principal caracteristica era que la poblacién @ocerrada sino que contemplaba la entrada y ldasadd los
usuarios.

Recuperando el seminario anterior, obtenemos laesite ecuacion donc es el indice relativo ¢
variacion (tasa relativa + 13t + 1} = L - X{t} = o- X} cyando t es lo su ficientemente gra

En este caso podemos deducir ques un valor propio de L que representindice relativo de variacion e
identificamos como uno de los valores proj

Buscamos informacion tedrica sobre las matricdsedéie y vimos que este valca” era un valor propio
de la matriz L, expresado comiy’‘en #érminos matematicos.

Para calculas. buscamos los valores propios de la matriz (vafs):d-0.93244,0.42916, 2.111(

Recordando la primera sesion, rescatamos la ecui¥ (£} = L* - X(0)

Esta nos indic6 que la matriz L no se podria elavdlr sin saber el mes concreto. Para ello intjiocls el
concepto de diagonalizacidBste concepto nos sirve para hacer un cambiaskedn la matriz pa
obtenerla expresada en forma de producto de urzrditgonal D y la matriz de cambio de base P
inversa P.

L=P-D-P

Con la ayuda de la calcdara Wiris calculamos los vectores propios de l&rimk que nos permite
calcular la matriz diagonal ya que conforman ldenes de la diagonal de la nueva ma

} ~093244 0 0
D=F"-L-P=5 ~042916 0O
0 0 21116

Con esta matriz resultante si podiamos ele al mes “t” ya que sélo tenemos que elevar los namee ¢
diagonal principal (por ser diagon

Introdujimos la matriz anterior, que nos permitedrael calculo de la prediccic

Fijdndonos vimos que cuando multiplichbamos entileesxpresion “t’'veces las P se cancelaban co P
1

Con todo ello nos fijamos en que de los valorels digagonal los dos primeros cuando— (.dian a 0

mientragSUMICIENteMeNt@, o o otro tendiaco a medida que transcurria el tiempo. Por lo tantcaimente
el ultima valor influia en la evolucién de los usaa de la red a largo pla:

Finalmente, calculamos “t” cuando se asume la éiskath igualando los dos valores propios (tomado
valor absoluto) a 0.001 (el error) y deducimos epuel mes 99 <llega a la estabilida
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Trimestre 3 | Sesi6n 3 | Grupo 2

En este dltimo seminario se plante6 buscar aratignte (sin simulacion numeérica) el indice relatie
variacion y el mes en que éste se estabiliza, @s éévalor d a y el mes n que seega a la estabilizacion.
Estos valores tenian que coincidir con lo halladediante la simulacion numeérica (sesion 2). A sale
la teoria encontrada en Internet se llegd a laesigei expresion para llegar a la matriz diagc

D=P*+L+PF (Matriz P = matriz eps)

Para poder diagonalizar la matriz L ésta debessirada (la matriz de Leslie) y la matriz de pasielb
ser invertible. Para encontrar la diagonal se tahclos valores propios, éstos corresponden a garta
diagonal principal. La matriz deeslie guarda relacién con la diagonal mediantédaiente formul
L=P+Ds+P?

Lo que demuestra que las matrices estan relacieradee ella

De los tres valores que aparecen en la diagonadleetios hace referencia al vaa. Para determinar qué
valor era el indice relativo de variacién partindesia siguiente expresi¢®™= 1+

Para determinar qué valor erarestamos una unidad a los tres valores, el qgeddgentre cero y ur
determinamos que era la tasa relativa. Se detd que al elevar cada vap a n, observamos que &
estaban entre 0 y 1 en valor absoluto, tiendema ea cambio el valor propio que correspona al ir
elevando a n cada vez es mayor. Al trabajar comeshaocial cuyo n° de usuarios aumenta, tiene
sentido el valor que hace que cre:

Un valor propio de nuestra matriz para ser el vadolaa debe ser mayor a uno, i en cambio la pobla
disminuyese lax tendria que estar entre cero y |

Un caso en el que sea negativa la descartaios siempre.

Para hallar el periodo en el que se llega a ld#isiad, escogeremos un valor propio en valor alieale
los que estén entre cero y uno y sea mayor deoksSe elimina el simbolo negativo del valor pragices
necesario) ya que al calar mediante los logaritmos no tendria result&ste valor se debe igualar a
namero muy cercano a cero (precisi

Para hallar estos utilizamos la siguiente expreintvap”n)=In(precision) Una vez resuelta estaesign
podemos llegar a encaat el mes 1

En algunos casos esta estabilidad no llega a dairadn la hallada mediante la simulacion, esterese
explica ya que en el otro caso interviene el ti¢alisuarios y en este caso no, por lo que sabeaima
manteniendo el total de usias si varian de grupos la estabilidad obtenida @esisma pero varia
periodo en la que se alcanza, por lo que un cadeidistribucion deja la misma tasa relativa deagédn,
pero modifica el mes en el que se llega a la d&tad.

Si se cambial total inicial, el porcentaje de crecimiento sentendra, es decir la tasa relative
crecimiento se mantendra igual, en matriz de tcasitenderd a cero, en la matriz de Leslie sgpérsur a
uno (en nuestro caso).

L(matriz de Leslie)=L*X(n)®=*X(n)
n->mes de estabilidad
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Anexo 4.3 Cuestionario

Valora del 1 al 5 las siguientes cuestiones:

1. | Nimero sesiones: (pocas) 1| 2| 3| 4| 5| (demasiadas)
2. | Duracion de las sesiones: (cortas) 1| 2| 3| 4| 5| (argas)
3. | Contenido tedrico: (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (demasiado)
4. | Contenido practico: (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (demasiado)
5. | Dificultad: (muypoca) | 1| 2| 3| 4| 5| (demasiada)
6. | Cantidad de trabajo hecho en clase: (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (demasiado)
7. | Cantidad de trabajo hecho fuera de clase} (muypoco) | 1 | 2| 3| 4| 5| (demasiado)
8. | Peso del seminario dentro de la nota globga{muy poco) | 1| 2| 3| 4| 5| (demasiado)
(35%):
9. | Reparto de responsabilidades: (muy facil 1| 2| 3| 4| 5| (muycomplejo)
10. | Ambiente de trabajo: (muymalo) | 1| 2| 3| 4| 5| (muybueno)
11 | Facilidad para quedar fuera de clase: (muypoca) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucha)
12. | Me cuesta adaptarme al trabajo en grupo| (muypoco) | 1 | 2| 3| 4| 5 | (mucho)
13. | El resultado es mejor al trabajar en grupo| (desacuerdo) 1 | 2| 3| 4| 5 | (acuerdo)
que solo/a:
14. | Interés del problema fuera de las (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
matematicas:
15. | Relacién con los con los contenidos del | (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
curso :
16. | Dificultad global del problema: (muypoca) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucha)
17. | Permite entender mejor la teoria: (desacuerdo)l 1 | 2| 3| 4| 5| (acuerdo)
18. | Muestra el lado practico de la materia: (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
19. | Me cuesta redactar los informes: (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
20. | Me cuesta tener una visién global del (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
problema:
21. | Las puestas en comun sirven... (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
22. | Las profesoras nos guian... (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (demasiado)
23.| Las correcciones de los informes me (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
ayudan...
24. | Me siento coémodo/a trabajando con el (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
ordenador:
25. | Usar las TIC facilita el trabajo en (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
mateméticas:
26. | He aprendido a usar mejor el ordenador | (muypoco) | 1| 2| 3| 4| 5| (mucho)
27. | Indica un aspecto negativo del seminario:
28. | Indica otro aspecto positivo del seminario:
29. | Indica un aspecto negativo del seminario:
30. | Indica otro aspecto negativo del seminario:
31. | Comentarios generales:
32.| Dni:
33. | Namero de grupo:
34. | Trimestre:
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Anexo 4.4. Comentarios generales

- No se ha marcado estrictamente lo que se pedingllpdas notas han sido tan bajas.

- El seminario de matematicas es una buena idea (m@mamente afiadiria una buena
explicacion metodolégica o un ejemplo para quesaalbmnos les sirva como guia para
iniciar la investigacion.

- Me parece un taller muy interesante, que nos agua las utilidades de las matematicas.

- No me gusta que el seminario sea tan seguido, g&raos habituamos. A veces ante
distintas opiniones no nos ponemos de acuerdo pargyartimos de unos apuntes iguales.

- Es una materia nueva que nos permite y nos apeeisdeer trabajar en grupo, que para la
carrera que estamos estudiando es muy importante.

- Los seminarios nos ayudan bastante y a la vez dgmers, por otra parte, nos quita tiempo
para dedicar a otras materias.

- Para no ir tanto al despacho de la profesora, guexplicara mas en clase las dudas
generales.

- Podrian afadir una clase mas de seminario partveestudas sino demasiado trabajo en
casa.

- Muy satisfecho con la asignatura aunque a mi parkcdificultad de ésta es poca,
demasiado facil.

- Me parece muy util el seminario, porque graciasta ealmente aprendo mas y me ayuda a
complementar la base tedrica, ademas de que esutilupara encontrar un sentido
econdmico, cosa que nunca imaginé que fuese tailsen

- Pienso que el informe individual es una pérdidéetapo ya que es repetir lo que ya hemos
hecho.

- Quizas seria muy util colgar teoria en la blackboar

- Esta muy bien aplicar la practica pero previaméatee que estar estudiada en clase. Estaria
bien que se nos entregaran los seminarios coregido

- Es muy dificil hacer un informe individual sin capios seminarios anteriores. Es un trabajo
que considero innecesario. Si el seminario esabajo en grupo, deberia serlo de principio
a fin.

- Entregar el informe individual el mismo dias queeghmen trimestral nos afecta muy
negativamente.

- Yo creo que los seminarios serian mas efectivios siiciéramos después de dar la materia.

- Hubiera estado bien si hubieran habido ganas pte da todos. Al final mas que disfrutar
ha sido una tortura.

- No creo que nos vaya del todo bien aprendemosodatgor nuestra cuenta para los
seminarios aunque asi aprendemos a buscar inf@mdai teoria nunca queda clara hasta
después de las entregas y perjudica mucho la nota.

- Los grupos se hacen escoger demasiado pronto.

- Laidea de un secretario es indispensable.

- Tengo poca costumbre en redactar y comentar lasymasitas.

- Veo poca relacion del seminario con las matematiEssnas de redactar y una presentacion
bonita.

- El seminario sirve para aprender a pensar y radzoegroblemas pero a veces es necesario
mas tiempo y mas indicaciones.

- Creo gue los seminarios tendrian que contener masiomen de trabajo para proporcionar
mas tiempo al resto de la materia.
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Es un trabajo complejo, que requiere una contirtlida

Ponerlos en comidn ayuda, y realizar un caso ak#tia ayuda a ganar constancia en el
trabajo.

No creo que los seminarios sirvan realmente de mutddicamos muchas horas que luego
no son recompensadas.

Estoy muy contenta con el seminario. Me ayuda angletr la teoria y a encontrarle una
utilidad practica a las matematicas en la carreeaggtamos estudiando.

Me ha parecido una buena manera de estudiar l@snattas.

No encuentro correcto que ademas de puntuar unr86pecto a la nota global, puntie un
30% mas dentro del examen final. Creo que estceberéh entrar y centrarnos en lo hecho
en clase para el examen.

Los exdmenes no tienen nada que ver con los eéggcralizados en clase. Son mucho mas
dificiles.

Creo que si el seminario pretende ser una form&rat@jar en equipo, no lo consigue,
porque al final se divide el trabajo, cada uno tscparte y luego se junta.

Pese a los dolores de cabeza es mas dinamicogjcladas tedricas.

Creo que es una nueva forma de aprender nuevosigventos y lograr un mejor trabajo en
equipo.

Aungue nos costaba llegar muchas veces al resyultag€o que con las puestas en comun
aclaramos y entendimos los problemas.

Los haria més dirigidos al contenido de clase.dfila la semana para hacer ejercicios y
resolverlos en clase. Ejercicios breves con lorafid® en clase

Deberia ensefiarse algun concepto antes de petabajo sobre este

Me ha servido para dar una visién mas practica amtematicas.

Es una buena herramienta de trabajo, dado el gajedimal de la asignatura, mejora la nota
a aquellos que tengan dificultades.

Se ponen en practica las mateméticas en casos redke que en ejercicios practicos, y es
una forma de utilizar las matematicas de una matifaente.

Trabajar con hechos que sean reales facilita paender o que se esta trabajando.
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Anexo 4.5. Guibén entrevista a alumnos

Sobre el funcionamiento y organizacion del taller:

o Opinién de la cuestidn iniciak es interesante?, ¢realista?, ¢aplicada?, ¢abierta
clarga?, ¢relacionada con la teoria?

o Informacién necesaria;,donde buscar?, ¢Quién les ha ayudado?, ¢ diflesl?

o Trabajo en grupo ¢adaptacion?, ¢participacion igualitaria?, ¢disoes?,
¢.cambios de grupo?, ¢reparto de funciones?, gralesip del aula?, ¢ evolucion
a lo largo del curso?

o Informes en grupog¢ dificultades organizativas o de redaccién?, gpde las
correcciones?, ¢importancia?, ¢.evolucion?, ¢ aylelmsprofesora?

o Informes individual ¢ dificultades?, ¢ayuda a preparar el examengtagrempo
a preparar el examen?

0 Secretario de la semanges Uutil?

o Trabajo en grupo dentro del aulgse aprovecha?, ¢existe mucha dependencia
de la profesora?, ¢se tiene que esperar demagémaoota ser atendido?, ¢es
mejor que trabajar fuera?

0 Presentaciones orales de los grupos en clgsen utiles?

o Sistema de evaluacidges justo? ¢cambios?

Sobre la funcion del taller en la asignatura:

o Sistema de evaluacioges justo? ¢cambios?

0 Relacién con la teoria: ¢ estan conectados?, ¢ ayew@nder la teoria?

o Relacién con el examen: ¢el taller sirve?, ¢edrtajlita tiempo para estudiar
para el examen?

Diferencias entre los contenidos del taller de ¢edwestre:
o Opinién sobre cada trimestre, dificultades de aaua interés con los estudios
de economia, permite ver la utilidad de las matigaspara la economia.
o Mismo problema: ¢ Cansa?, ¢ es forzado usar el ntidmmoconductor?
0 Simulaciones numéricas: ¢Uutil?, ¢interesante?

Relacion con las mateméticas en general:
o ¢Relacién con la economia?, ¢,consigue dar autorsanm@bproceso de estudio?,
,se consigue ver la utilidad?, ¢desconcierta ner tena Unica respuesta
correcta?, ¢cambios respecto secundaria?

Gestion del taller por parte de la profesora:
Lo mejor/peor
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