Integral d’una funcié



Integral d’una funcio
Els conceptes de primitiva i integral indefinida
La integracio d’una funcio é€s el pas invers de la derivacié d’una funcio.
Per definir correctament la integral d’una funcio, s’ha de definir una primitiva d’una funcio:
si f{x) és la derivada de F(x) llavors, F(x) €s una primitiva de f{x)
Per expressar la integracié d’una funcié s’utilitza un simbol,j , anteposat a la funcio, i el simbol dx

(denominat diferencial de x) després de la funcio, és a dir, la integral indefinida d’una funci6 s’expressa
j f(x)dx =F(x)+c.

essent F(x) una primitiva de f{x) i ¢ una constant, és a dir, un nombre qualsevol.

Per exemple
J.(3x2 +5)dx =X +5x+c

ja que la derivada de x’ + 5x és 3x* + 5, per tant, x° + 5x és una primitiva dem 3x” + 5.

Taula de les integrals immediates
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Regles d’integracio
e Laintegral de la suma de funcions ¢és igual a la suma de la integral de les funcions.

[(£@)+g())dx =[ f(x)dx+ [ g(x)dx

e La integral del producte d’un nombre per una funcié és igual al producte del nombre per la integral
de la funcio.

j k- f(x)dx = kjf(x)dx
o Sig)=[/dx>gE)=1x)

e Laregla de la cadena (és a dir, (fog)’ = (fog) - g’) ens permet escriure que:

[(f02)(x)g (x)dx = (fog)(x)

Generalitzacio de la taula d’integrals immediates

Integral Exemple

[sin x]5

“f(x)]n' '(x)dx = [/ _2] +c sin#{§ I[sinx]4-cosdx:

jf( ) g = In| ()| + ¢ jﬁdx:ln<x2—3x+l3)+c

jef(")f'(x)dx —e/M e J.e4x2+3x72 -(8x+3)dx: G2

oy e =4 v [550 (8x3)dr =S v
Ins

If'(x)-sin(f(x))dxz —cos(f(x))+c Icosx-sin(sinx)dx =—cos(sinx)+c

If'(x)-cos(f(x))dx =sin(f(x))+e¢ ja-cos(6x—z)dx =sin(6x—2)+c¢

J‘ 1+ij((32) dx = arctan(f(x)) J‘ﬁdx = arctan(ln x) +c
J'—f ) - dx = arcsin(f(x)) +c J‘de = arcsin(ex ) +c
() 1-(e)

Métodes d’integracié
e  Me¢étode de substitucio

Si F és una primitiva de la funcio f, i g una altra funcio, sabem per la regla de la cadena:
[£(e@) - g'(Odt = F(g(0) = F(x) = [ f(x)dx

essent x = g(f)

Aixi, doncs, la formula del métode d’integracio per substitucio és:
[£@)dx = [ f(g®) - g't)dt amb x=g()

e Me¢tode d’integraciod per parts

Si fi g son dues funcions, la derivada del seu producte és igual a:
(Fey=reg+rg - re=0fe-rg

i, per tant, integrant en ambdues parts

[ /() g dx= £(x) - g(x) = [ £1(x) g(x)dx
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La integral definida d’una funcié

La integral indefinida d’una funcié permet trobar I’area d’una funcié i I’eix X, entre dos extrems a i b. Per
trobar-la, s’ha de calcular el limit de 1a suma dels rectangles de la imatge, quan la seva base tendeix a 0:

flx1) T

N

x,—x —0

\/ ax) X2 X3 X4 Xs

Aquesta area s’expressa de la manera segiient, i aquesta és la seva definicio:

J L reode = tim Y £ - x)

Relacié entre la integral indefinida i la integral definida

La integral definida es pot calcular a partir d’una primitiva de la funcié de la manera segiient: si F(x) és
una primitiva de f{x), llavors:

[ £ (e = F(B) - F(a)

per exemple:

31
[(wdr=2 _1 o1
0 3, 33 3

3
. . 2, X
Jja que una pr1m1t1va de x” és ? .

En que consisteix el procés d’integracié d’una funcié?

La integracio d’una funci6 és un procés intimament relacionat amb la
derivacio; de fet, es tracta del pas contrari de la derivacio. La integracid, a
més, té multiples aplicacions, entre les quals es destaca el calcul d’arees
delimitades per una funcio.

Donada una funcid, f, és possible trobar la seva derivada, f°, utilitzant la taula de
derivades i les regles pertinents. Aquesta transformacié suggereix una pregunta:
donada una funcio, f, és possible trobar una funcio, F, la derivada de la qual sigui la
funcio inicial, £, és a dir, F*(x) = fix)? Per exemple, donada la funci6 f{x) = 3x* + 5,
podem trobar una funcio, F, la derivada de la qual sigui precisament f{x)? En aquest
cas, és facil comprovar que la funci6 F(x) = x* + 5x té com a derivada
F’(x) = 3x> + 5 = f{x). Per tant, la resposta en aquest exemple és que si.



Podriem trobar una altra funcié que complis la mateixa condici6? No ¢és dificil
adonar-se que la funcio G(x) = x°* + 5x + 3 també té com derivada f{x); en general,
tota funci6 de la forma x* + 5x + ¢ (on ¢ és un nombre) té la mateixa derivada (ja que
la derivada de ¢ sempre sera 0).

Una procés de aquest tipus es denomina integracid de /i a la funcid resultant es
denomina primitiva de f; és a dir, la integracio és la operacio contraria a la derivacio:
si f{x) és la derivada de F(x) llavors, F(x) és una primitiva de f{x)
Aixi, podem afirmar que tota funcié de la forma F(x) + ¢ (on ¢ és un nombre) també
és una primitiva de f{x). El conjunt de totes les primitives d’una funcié /' es denomina
integral indefinida o, simplement, integral de la funcio f. Aixi, per exemple, la
integral de la funcié flx) = 3x> + 5 és x° + 5x + ¢ (essent ¢ un nombre) perqué
qualsevol primitiva de la funcid fix) s’escriura d’aquesta forma; és a dir, I’inica
diferéncia entre una primitiva d’aquesta funci6 i una altra sera el seu terme
independent. Per expressar la integracié d’una funcié s’utilitza un simbol, I ,
anteposat a la funcio, i el simbol dx (denominat diferencial de x) després de la funcio,
és a dir, la integral indefinida d’una funci6 s’expressa aixi:

[ £ (dx
Aixi, doncs, I’exemple anterior podem expressar-lo aixi:
J.(3x2 +5)dx =x +5x+c

Aquesta és la taula amb algunes integrals elementals, anomenada també taula
d’integrals immediates (on ¢ és un nombre qualsevol):



Taula de les integrals immediates

S)

Exemples

[ £ (x)ax
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kx+c flx)=3 J.f(x)dx:3x+c

X

X2 +c

x" essent # un nombre | X" /(n+ 1)+ ¢
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flx)=x jf(x)dx =xY4+c
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NE 2( Y
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1 arc sinx + ¢
1-x*
-1 arc cos x + ¢
1-x°
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fx) = logs x j Sy = ===

Ina

gix)=Inx jg(x)dx=x'(lnx—l)+c

Quines son les regles de la integracio i com influeixen en el
calcul de primitives?

Les regles principals de la integracio son la de la suma de funcions, la del
producte d’un nombre per una funci6 i la de la composicié de funcions.
Aquestes regles permeten generalitzar la taula d’integrals immediates.

El calcul de la primitiva d’una funcié qualsevol no és tan senzill com el de la
derivada, ja que les Gniques regles immediates que s’hi poden aplicar son:

e La integral de la suma de funcions és igual a la suma de la integral de les
funcions.

[(£ @)+ g(0))dx=[ f(x)dx+ [ g(x)dx

e La integral del producte d’un nombre per una funcié és igual al producte del
nombre per la integral de la funcio.

j ke £ (x)dx = kj f(x)dx



En un exemple anterior ja s’havien aplicat ambdues regles:
I(3x2 + S)dx =I3x2dx + _.-de :SI x’dx+5x =x" +5x+c

e Evidentment:
sig(x) = [ f(x)dx > g'(x) = fx)

e Lareglade la cadena (és a dir, (fog)’ = (fog) - g’) ens permet escriure que:
I(f '0g)(x)g '(x)dx = (fog)(x)

utilitzant la propietat anterior. D’aquesta manera, es pot generalitzar la taula anterior:

Generalitzaci6 de la taula d’integrals immediates

Integral Exemple
n+l . 5
I[f( )] (x)dx —[f( )]1 +csinzl J.[senx]4-cosdx:[81nx]
S'(x) 2x-3
jf(x) dx =In|f(x)|+c jmdlen(xz —3x+13)+c
je’f(X)'f'(x)dx=e’f(X) te J‘e4x2+3X72 '(8x+3)dx=e4xz+3x72 te
e a’® P 54x2+3x72
! 'd— 5T (8x+3)dx =
j f'(x)dx +c I (8x+3)dx s +c

jf'(x)-sin(f(x))dx = —cos(f(x))+c Icosx~sin(sinx)dx = —cos(sinx)+c

[ £1(0)-cos(f(x))dx = sin( £ (x))+c [6cos(6x—2)dx =sin(6x—2)+

J.1+f;()2) dx = arctan(f(x)) J.Hzl/—nxx)zdx = arctan(ln x) +c
j—f ) — dx = arcsin (f(x)+c je—xzdx = arcsin(e“‘ ) +c
(/) 1=(¢")

En Dl’actualitat, hi ha programes informatics que calculen les derivades i integrals de
la major part de les funcions usuals, la qual cosa facilita en gran mesura 1’aplicacié
practica d’aquests conceptes i les seves multiples aplicacions.

Quins métodes es poden utilitzar per integrar una funcio?

Tot i que hi ha métodes per integrar funcions, s’ha de subratllar que no
sempre ¢és possible trobar I’expressio algebraica que es correspon amb
aquesta integral. En qualsevol cas, els meétodes més habituals son el
métode de substitucié i el métode d’integracid per parts.

La major part d’integrals indefinides que es poden plantejar, excepte les immediates,
requereixen un llarg i metodic procés per arribar a resoldre-les. Perd no sempre és
possible trobar una expressio algebraica que resolgui la integral plantejada. Els
metodes usuals per trobar la integral d’una funcid, tot i que no sempre és possible

trobar-la (per simplificar, en aquest apartat, en lloc de _‘- f(x)dx, s’utilitzara

simplement Jf ):




e  Mzétode de substitucio
Si F és una primitiva de la funcio f, és a dir, J. f(x)dx=F(x)+c, 1 g una altra

funcid, sabem per la regla de la cadena que:
(Fog)’ = (F’og) - &’
per la qual cosa,
[(Frog) - g'=Fog
és a dir,
f(fog) rg'=Fog
o el que és el mateix
[ 7(2@) - g\@0)dt = F(g(0) = F(x) = [ f (x)dx
essent x = g(f)

Per tant, la formula del métode d’integracio per substitucio és:
[ 1@ydx=[ 1 (e®) - g'@)dt amb x=g()
Per exemple, si es vol calcular la integral

Ide

es pot fer el canvi x = sin ¢, per tant, dx = cos ¢ df (que és una manera diferent de dir
que la derivada de x és g’(¢) = cos ¢, de manera que apareixen directament dx i dz, el
diferencial de x i el diferencial de 7). Aixi, doncs,

Ji—x* =1=sin?¢ = cos?
1+ cos2t
2

I\/l—xzdx = Icosﬁcostdt = Icosz tdt =

:.[Hc—;sztdtzéjdméjcosztdt:

amb la qual cosa, recordant que cos’ ¢ =

1 1 sin2¢ 1 2sint-cost
=—t+————+c=—t+———+c¢
2 2 2 2 4

Desfent el canvi, tenim que t = arc sin x:
N 1 . xv1—x?
J. l1-x"dx=—arcsinx+——+c
2 2
Un altre exemple:
Inx
[—=dx
X
. . 1 .,
sigui ¢ = In x 1, per tant, df = —dx . Aixi, doncs:
X

In® x

Imedxzjtdt=§+c= +c

e Me¢tode d’integraciod per parts

Si f1 g son dues funcions, sabem que la derivada del seu producte és igual a:
(Fgy=rg+rg

Aquesta expressio es pot modificar aixi:

fe=(fg-rg



1 integrant ambdés membres:
[ 7@ g 0dr=[((£() - g(0)' - £1(x) g(x))dx s a dir,
[ 7@ g )dr=1(x) - g0 = [ /(0 gl

que es correspon amb la formula d’integracido per parts. Aquesta formula s’ha
d’aplicar quan la integral del membre de la dreta sigui més senzilla que la de
I’esquerra (per aixo, aquesta ultima s’ha de descompondre en el producte de dues
funcions, una d’elles, g’, ha de ser la derivada d’una altra funcié g i, a més, facil de
trobar).

Per exemple, si es vol resoldre aquesta integraljxe“dx , podem fer la descomposicid
segiient:
fx)=x per tant, fx=1
gx)=¢" per tant, gx)= je*dx =e'
Com que tenim tots els components de la integraci6 per parts, podem fer el segiient:
J.xexdx =xe" — Il -edx
d’aquesta manera, la integral de la dreta es pot fer de manera immediata:

jxexdx:xex —e" +c=¢e" (x—1)+c
Un altre exemple: J. In xdx

En aquest cas:

fx)y=Inx i fx)=1/x

g=1 i glx)=x
(de vegades, per abreujar, s’utilitzen les variables u i v en lloc de i g per expressar
aquest canvi, i en lloc de /"y g’ s’usen du i dv, d’aquesta manera:

u=Inx i du=1/xdx

dv=dx i v=1Xx)

per tant,
J‘lnxdx:xlnx—jé)(dx=x1nx—x+c:x(1nx—1)+c

De vegades el procés d’integracid per parts t¢ un desenvolupament curids. Per
exemple, per calcular la integral Ie‘ sen xdx s’utilitza aquest métode, de manera que

fix)=¢ fx)=e
g’ (x)=sinx g(x)=—cosx
per tant,

je‘* sin xdx = —e* cos x + j e* cos xdx

ara, es torna a aplicar el metode d’integracid per parts a aquesta ultima integral,
essent

fx)=¢€ fx)=e
h’(x) =cos x h(x) = sin x
per tant,
J‘e’Y cosxdx = e" sinx —J.e’Y sin xdx
si substituim aquest valor en el pas anterior:

J.e“' sin xdx = —e" cos x + Ie" cosxdx = —e" cosx +e” sinx —J.ex sin xdx



podem passar je‘* sin xdx al primer membre

ZJ. e' sinxdx =—e" cosx+e'sinx



és a dir,
e*(sin x — cos x)
2

Com s’ha pogut observar, I’aplicacié successiva de la regla de la cadena, en aquest
cas, ha permes calcular el valor de la integral de manera indirecta.

J‘e’r sin xdx =

Qué és la integral definida d’'una funci6?

La integral definida neix de la necessitat de calcular 1’area tancada per una
funciod i I’eix X en cert interval. Aquesta area es pot aproximar sumant
certs rectangles, la base dels quals sigui constant, i I’altura dels quals sigui
el valor de la funcid en certs punts escollits convenientment. El limit
d’aquest calcul quan la base d’aquests rectangles tendeix a 0 és igual a la
integral definida d’aquesta funcid en aquest interval, és a dir, I’area que
s’estava buscant.

En ocasions cal calcular I’area limitada per una funcio i I’eix X, tal com es mostra en
aquesta imatge:

\/ a b

Si aquesta funciod és f{x), I’area que tanca la grafica entre els punts a i b es pot
aproximar per ’area d’aquests rectangles:

Sx1) -

\/ A X| X2 X3X4 X5

Es a dir, podem aproximar 1’area de la funcié entre a i b dividint ’interval en
diversos punts, a = x, X1, X2, X3, X4, X5 1 b = x¢, 1 calculant 1’area dels rectangles de la
il-lustracio anterior; per exemple, ’area del rectangle de base entre x; i x,, i d’altura



f(x1), ha de ser igual a f{x;) - (x, — x;). En general, doncs, 1’area de la funci6 es pot
aproximar de la manera segiient:

A= Zf(xf)'(xm _xi)

5
essent Z el simbol de sumatori, i indica que s’ha de sumar des que i = 0, fins que
i=0
i =5, ’expressid que ve a continuacid (que correspon amb 1’area d’un dels petits
rectangles de la il-lustracio).

Evidentment, com més rectangles es construeixin, el resultat sera més proxim al

valor de I’area de la funci6 en I’interval (a, b). Doncs bé, 1’area de la funcid f(x) en
un interval (a, b) és exactament igual a aquest limit
A= lim Zf(xi)'(xiﬂ _xi)
X —x;, 20 0
¢és a dir, el limit quan la diferéncia entre una x i la segiient tendeix a 0 és, com ja
s’havia avangat, 1’area de la funci6é. Aquest limit, normalment, s’escriu en forma
d’integral, quan la funci6 f'és positiva:

L reods= tim Y 7o) (3 -x,)

on a i b es denominen limits d’integracio. Aquesta expressio rep el nom d’infegral
definida d’extrems a i b.

Com es calcula la integral definida a partir d’'una primitiva de la
funcio?

La integral indefinida i la integral definida utilitzen els mateixos simbols,
excepte els limits d’integracid. Aquest fet revela I’intima relacié d’ambdos
conceptes, que es plasma en el calcul de la integral definida d’una funcié:
la integral definida d’una funcié és igual a la diferéncia de qualsevol
funcio primitiva en els limits d’integracio:

[,/ Coxx = F(b) = F(a)

Es pot comprovar com tant la integral definida com la indefinida utilitzen
practicament els mateixos simbols, amb la diferéncia dels limits d’integracié que
utilitza la integral definida. Aixd no ¢és casual, perqué la integral definida es pot
calcular a partir d’una primitiva de la funcio de la manera segiient; ¢és a dir, si F(x) és
una primitiva de f{x), llavors,

[ r Gy = F(b) - F(a)

i aquesta expressio es denomina integral definida. La demostraci6 d’aquest fet no és
senzilla. En qualsevol cas, 1’origen del simbol integral és una S allargada, indicant
que es tracta d’un sumatori, mentre que 1’origen del simbol diferencial, dx, prové del
fet que es tracta de diferéncies de x (prenent la inicial de "diferéncia" juntament amb
la x, resulta precisament dx).



Per exemple, si flix) = x*, per calcular I’area que forma aquesta funcié positiva en
I’interval (0, 1), és a dir,

T 1] 1

s’ha de calcular la 1ntegral definida segiient:
J‘l x*dx
0

en primer lloc, doncs, s’integra x*

3
X
j Xldx="—+c
3
Per tant, si es tria la primitiva més senzilla, és a dir, x*/3:

1 3!
szdx:x— =
0 3

0

1 0 1
3 3 3
El resultat es dona en les unitats propies del sistema de coordenades (per exemple, si
el sistema de coordenades és en cm, el resultat es dona en cm?).

Aixi, doncs, es pot assegurar que 1’area entre I’eix X i la funci6 x> en I’interval [0,1],
és igual a 1/3.

Vegem que, en aquest cas, la integral definida coincideix amb la diferéncia de la
primitiva en els limits d’integracid. Apliquem, en primer lloc, la definicié d’integral
definida, en el cas que ens ocupa:

J‘Olf(x)dx J-xdx— lim Zx (X —x,)

Xi =X 0

podem prendre n intervals iguals d’amplaria 1/n; per tant, els valors de la funcio
seran de la forma i/n, Aixi, doncs:

[ar= hmZ( J ——hmzl ——hm—Zz

4o n—>-+00 n—>+0
Tenint en compte que Zn:iz =w (fet que comprovarem en 1’apartat
segiient) obtenim -

Tal com s’havia obtingut amb el calcul de la diferéncia d’una primitiva en els limits
d’integracio.

Un altre exemple: si volem calcular I’area de la funcié sin x entre els valors [0,2], és
a dir,

2
I . sin xdx

10



és a dir,

-1

s’ha de calcular, en primer lloc, la integral del sin x

Isinxdx =—cosx+c
La primitiva més senzilla és —cos x; per tant,

[["sin xdv = —cos xf; = —cos2+cos0 = ~(-0,41615)+1=1.41615

Quin és el valor de la suma » i* ?
i=0

Per fer la suma de diversos termes d’una successio hi ha métodes 1

n
formules parcials que ajuden en la seva recerca. Per trobar Ziz cal saber
i=0

2
parells de cubs consecutius, s’arriba a la formula desitjada.

< 1 . . .
que Zi _nn+l) . Amb aquesta suma, i realitzant la resta de diversos
i=0

Es tracta d’obtenir el resultat de la suma
0+ 1P+2°+3°+ ..+
primer hem d’observar que
2 1
0+1+2+3+...+n=3;="0*D
0 2
aixd és aixi perqué si sumem, alternativament, el primer i I’Gltim element de la
successio el resultat és sempre n:

O0+n=n
T 1
2+(n—-2)=n

0+1+|2+3+...+(n—3)+(n—2)l+(n—1)+n
3+(n-3)=n

L ]
1+(n—1)=n

1 aixo es repeteix (n+1)/2 vegades; per tant, el resultat és I’avangat anteriorment.

A més, veiem que sempre es compleix que, sigui quin sigui s:
(s+1P-s=3"+3s+1

N’hi ha prou de desenvolupar el primer terme per comprovar-ho.

(s+ 1P -s*=5+37+3s+1 -5 =35 +35+ 1

11



” +D(2n+1 . .
Podem demostrar ara que Zi = nn+D@n+1) . Fem servir la férmula anterior per

pary 6
as=0,1,2,...,n

1°-0 =3-0°+3-0+1

2 -1 =3-1P+3-1+1

n—(n-1y =3-n—-1P+3-(n-1)+1
+ (n+1)Y-n =3 +3n+1

(n+1y>-0° =3-(0*+1*+...+m)+3-(0+1+...+n)+n+1.
Per tant,

(n+1Y=3-0*+1*+. . +n)+3-(0+1+...+n)+n+1
o sigui,

(n+1yY=3-0*+1*+..+n)+3n(n+ 1)2+n+1
és a dir,

3.0+ 1P+ 4+n)=(m+ 1) =3nn+1)2-n-1
Operant s’obté que:

20 6

tal com ja s’havia avangat.

12



Exercicis

1. Calcula les segiients integrals practicament immediates:

a. [(3x' 20 +4x-4)dx
b. Ix(xz +1) dx

c. J~2x dx
x +1

d [V2x—6d

e. J3e"2x+1dx

f. j.ln—xdx
x

g Jsin X'COS xdx

2. Utilitza el métode d’integracio per parts per a integrar aquestes funcions:

a. J.2xe’xdx
b. I(x +1)cos(2x)dx
c. jxln xdx

3. Resol aquesta integral per parts:

Ixzexdx

13



Solucions

2
a. j(3x3 -2x° +4x—4)dx=%x4 —§x3 +2x* —4dx+c

2 4
[Cah VI

b [x(x +1)dx = % [2x(x* +1)dx = C

X e 2x
. dx=— dx=%In(x*+1)+C
¢ Ix2+1x 2jx2+1x PG D

1 2x-6)*"? \Q2x—-6)°
— +C +C
d. Ix/2x—6dx =2 3/2 = 3

. j 3¢ dx=3/2- ¢ 4+ C

£ X e (w2 +C
X

g. Jsin x-cos xdx = (sin x)*2 + C

2.
a. I 2xe dx= -2x(-€") - J.—2e’xdx =2xe " =2 +C
u=2x v’ =e™
uw=2 v=-e”
in(2
b [(x+Dcosoydx = (x+ 1D j@dx -
(x + 1sin (2x) +@+ C
u=(x+1) v’ =cos (2x)
uw =1 v = sin (2x)/2
2
. lenxdx’lnx- I;—dx =xInx- _. =“+C
X
u=Inx Vv’ =x
u =1/x v=x/2
3.
szexdx

integrem per parts:

u=x’ du = 2xdx
dv=edx v=¢

J.x2e"dx =x’e" — ZJ. xe'dx

hem de tornar a integrar per parts:
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errata
Sticky Note
La solució és incorrecta, i es marquen els punts incorrectes.

errata
Highlight
x^2/2

perquè

u·v = x^2/2 · ln(x)


errata
Highlight
x/2

errata
Highlight
x^2/2 · ln(x) - x^2/4


errata
Highlight
s'ha de dividir entre 2.


.[xexdx =xe* —Iexdx =xe'—e' +c

u=x du=dx
dv = ¢e*dx v=¢"
per tant,

Ixzexdx =x’e" — ZJ.xexdx =x’e" —2(xe" —e" ) +c

=x’e" —2xe" +2¢" +c=¢" (x2 —2x+2)+c
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