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Limits de funcions

Definicié de limit d’una funcié en un punt

El limit funcional €s un concepte relacionat amb la variaci6 dels valors d’una funcié a mesura que varien
els valors de la variable i tendeixen a un valor determinat. El limit d’una funci6 en un valor determinat
d’x és igual a un nombre al qual tendeix la funcié quan la variable tendeix a aquest valor. Aquest fet
s’indica aixi:
lim f(x)=b
X—a
i es llegeix de qualsevol d’aquestes formes:
el limit d’una funci6 f'en un valor a és igual a b;
la funcio f* té limit b quan la x tendeix a a.
La manera més rigorosa de definir aquest concepte és la segiient:

donat nombre real € > 0 hi ha un nombre real 5 > 0 de manera que si |x — a |< J, llavors es compleix
que [flx) - b| <e.

Regles del calcul de limits

. El limit de la suma (o resta) de dues funcions en un punt és igual a la suma (o resta) de limits
d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, és a dir:
silimf(x)=>b 1 limg(x)=c
x—a x—a
llavors

lim(f +g)(x)=b+c

. El limit del producte de dues funcions en un punt ¢és igual al producte de limits d’aquestes
funcions en el punt en qiiestio, és a dir:

si limf(x)=b i limg(x)=c
llavors

lim(fxg)(x)=bxc
Seguint aquestes dues primeres regles, podem afirmar que si la funcioé f{x) és un polinomi:

lim (x) = f (a)

. El limit del quocient de dues funcions en un punt és igual al quocient de limits d’aquestes
funcions en el punt en qiiestio, sempre que el denominador no sigui 0, és a dir:
si lim f(x)=b i limg(x)=c
xX—a xX—a
llavors

lim(f/g)(x)=b/c

. El limit de la poténcia de dues funcions en un punt és igual a la poténcia de limits d’aquestes
funcions en el punt en qiiestio, sempre que ambdues funcions no siguin 0 al mateix temps, és a dir:
silimf(x)=>b 1 limg(x)=c
xX—a X—a
llavors

lim /£ (x)*") = b°



Limit d’una funcié quan x tendeix a +00 0 a —©

. El limit d’una funcié f{x) és un nombre a quan la x tendeix a +oo quan, donat un interval
qualsevol de centre a, hi ha un nombre k£ de manera que si x > &, llavors f{x) es troba en ’interval de
centre a del principi. Aixo es nota aixi:

lim f(x)=a

X—>+00

. El limit d’una funcidé f{x) és un nombre a quan la x tendeix a —co quan, donat un interval
qualsevol de centre a, hi ha un nombre k£ de manera que si x < k, llavors f{x) es troba en ’interval de
centre a del principi. Aix0 es nota aixi:

lirgof(x) =a

Aquests limits es poden calcular mitjancant 1’as de taules.

¥ (%) Per exemple, donada la funcié f(x) = !
1 1 i}
si es vol buscar
10 0,1 lim £(x)
im f(x
100 0,01 T4
200 0,005 es pot construir una taula com la del marge amb valors de x
cada vegada més grans, i comprovar si hi ha cap valor limit
300 0,003333 per la funcié. Es pot observar que
1000 0,001 lim f(x)=0
5000 0,0002
10000 0,00001

Limits infinits

. Es diu que una funci6 tendeix a +oo quan x tendeix a a, si la funcio creix sense limit quan la x
tendeix al valor a. Aixo es denota aixi:

lim f'(x) = 4+

xX—a

. Es diu que una funcio tendeix a —oo quan x tendeix a a, si la funcié decreix sense limit quan la x
tendeix al valor a. Aixo es denota aixi:
lim f(x) = —©

X—a

Limits laterals

3 El limit lateral per la dreta d’una funcié en un punt a és el limit de la funcié quan es considera
que la variable només pot tenir valors majors que el punt, i es denota aixi:

lim f(x)=5b

x—a*
. El limit lateral per I’esquerra d’una funcié en un punt « és el limit de la funci6 quan es considera

que la variable només pot tenir valors menors que el punt:
lim f(x)=b
xX—>a—

Aixi, doncs, el limit d’una funcid f'en un punt a existeix si:

1. Existeixen els seus limits laterals, per I’esquerra i per la dreta.

2. Ambdoés limits son iguals al mateix nombre, b:
lim £(x) = lim f(x)=b
En aquest cas, el limit sera:
lim f(x)=b



Indeterminacions
Un limit el resultat del qual no sigui un nombre ni tampoc +oo, ni —o, es diu que €és una indeterminacio i,
per aixo, s’ha d’estudiar amb més deteniment per resoldre’l:

) 90'«)900_00

olo

818

lim f(x) és indeterminat quan dona, en un primer moment,
x—=>p
Resolucio d’aquests tipus principals d’indeterminacions:

L . 0
. Indeterminacié del tipus o

Generalment es tracta d’un quocient de polinomis, de manera que ambdds polinomis s’anul-len en el punt
p en el qual es calcula el limit. Per resoldre aquests casos s’ha de dividir el numerador i el denominador
entre x — p.

L, . 0
. Indeterminacié del tipus —
e}

Generalment es tracta d’un quocient de polinomis essent p = +oo 0 —o0. El resultat d’aquest tipus de limits
s’ofereix en aquesta taula, en la qual es recullen els graus del numerador (gn) i denominador (gd), el
quocient dels signes dels coeficients de grau maxim de numerador i denominador (s), i el signe de p:

gn > gd gn = gd gn < gd
s + _ + _ + -
p =+t +00 —0 quocient de coeficients de
= —o > o grau maxim 0.
. Indeterminacié del tipus O - oo

Els limits son del tipus:
lim £ (x)g(x)

que es pot resoldre amb aquesta modificacio:
X
g0 =E
S(x)

. o . ©
D’aquesta manera es transforma en una indeterminacio del tipus — .
o0

. Indeterminaci6 del tipus oo —

Aquesta indeterminacié és molt usual entre funcions que contenen arrels, en una expressié amb una
diferéncia de funcions. En aquests casos se sol multiplicar i dividir la funcié per la seva conjugat (és a dir,
per la mateixa expressio en la qual s’ha canviat el — pel +).

Asimptotes a una funcid

Una asimptota a una funci6 és una recta que al tendir la x a un nombre, a +o0, 0 a —0 s’acosta a la funcio
de manera constant fins a fer-se “tangent en ’infinit.”

Les asimptotes poden ser:

. Asimptotes verticals

La funci6 t€ una asimptota vertical quan la x tendeix a un valor, i la funcié tendeix a +oo 0 —oo:
lim f(x)=0o obé, lim f(x)=00
x—a~ x—a*

En aquest cas, la recta x = a és una asimptota vertical.

. Asimptotes horitzontals

La funcio té una asimptota horitzontal quan la x tendeix a +o 0 a —o, i la funcid tendeix a un valor
concret:

lim f(x)=a obé, lim f(x)=a

X—>+0 X—>—00



El concepte d’infinit

En el llenguatge quotidia no és dificil escoltar expressions que incloguin el terme infinit o els seus
derivats: normalment fan referéncia a un nombre enorme, gairebé impensable; si algii digués "t’ho he dit
infinites vegades", tots entenem que qui parla ha dit moltissimes vegades la mateixa cosa a I’oidor.

En matematiques, el concepte d’infinit no agradava als matematics ni als pensadors antics; només a partir
del segle XVII es comenga a utilitzar aquest concepte assiduament (encara que amb moltes reticéncies) per
designar allo que és és gran que qualsevol altra cosa imaginable, és a dir, més gran que qualsevol nombre
real. Per aix0, aquest concepte queda fora dels nombres reals.

A partir del segle XVII es comenga a usar com a simbol de I’infinit una corba denominada lemniscata,
simbol que, curiosament, apareix en les populars cartes del Tarot com un barret sobre el cap del mag o
joglar, en la carta del mateix nom.

Carta de tarot corresponent al mag.

El matematic John Wallis, a I’obra Arithmetica infinitorum, va ser el primer a usar aquest simbol per
representar I’infinit. Kant, el segle XIX, coincidia amb Aristotil a assenyalar que el limit absolut és
impossible en I’experiéncia, €s a dir, mai no podem arribar a ’infinit. I el gran matematic Karl Friedrich
Gauss, el 1831, emfasitzava la seva protesta contra 1’us de I’infinit com un fet consumat: “Protesto contra
I’Gs d’una quantitat infinita com una entitat actual; aquesta mai no es pot permetre en matematica.
L’infinit és només una forma de parlar, quan en realitat hauriem de parlar de limits als quals certes raons
es poden aproximar tant com es vulgui, mentre que a unes altres els és permés de créixer il-limitadament”.
Gauss no va ser ’unic matematic de la seva época que va rebutjar I’infinit com a quantitat existent.

El tedleg i matematic txec Bernhard Bozen va ser el primer a tractar de fonamentar la noci6 d’infinit; en
la seva obra postuma, Paradoxes de !'infinit (1851), va defensar I’existéncia d’un infinit i va emfasitzar
que el concepte d’equivaléncia entre dos conjunts era aplicable tant a conjunts finits com a infinits. Bozen
va acceptar com una fet normal que els conjunts infinits fossin equivalents a una part d’ells mateixos.
Aquesta definici6 de I’infinit va ser utilitzada posteriorment per Cantor i Dedekind. A pesar que I’obra de
Bozen Paradoxes de linfinit era més aviat de tall filosofic que matematic, ja que no tenia conceptes
crucials com conjunt i nombre cardinal, podriem dir que Bozen va ser el primer matematic a establir les
bases per la construccié d’una teoria de conjunts.



Quina és la nocid intuitiva de limit funcional?

El limit funcional és un concepte relacionat amb la tendéncia dels valors
d’una funcid a mesura que varien els valors de la variable i tendeixen a un
valor determinat. El limit d’una funcié en un valor determinat de x és igual a
un nombre al qual tendeix la funci6é quan la variable tendeix a aquest valor,
encara que no acaba de ser-ho mai.

El limit d’una funcié en un valor determinat de x és igual a un nombre al qual
tendeix la funcié quan la variable tendeix a aquest valor (perd mai no arriba a ser-
ho). Si el limit d’una funcié f'en un valor a és igual a b, s’escriu d’aquesta manera:

lim f(x)=b

També es diu que “la funcid f té limit b quan la x tendeix a a”. Per exemple, si f{x)
és una funcié que compleix que, quan la x tendeix a 3, la funcid tendeix a 1, llavors
aquest fet s’escriura aixi:

lim £ (x) =1

Aixi, doncs, el limit d’una funcié en un valor ¢ dona una idea de la tendéncia de la
funcié quan el valor de la x tendeix a aquest valor. Per estudiar el limit d’una funcié
en un valor, es pot crear una taula amb diferents valors de la funcié el component de
la qual x tendeix al valor a (perd que mai sigui a). Per

exemple, si la funcio és f{x) = 2x + 1, i es vol calcular: 0 X ) 1)
lim /() 0,1 1.2
es pot construir una taula com la del marge. Sembla evident 0,5 2.
que com més a prop d’1 es troba la x, més a prop de 3 es 0,7 2,4
troba f{x). Aixi, doncs, podem deduir 0,9 2,8
11n11 f(x)=3 0,99 2,98

Un altre exemple: si f{x) = 3x* — 2x + 1, podem intentar calcular el limit

x U d’aquesta funci6é quan x tendeix a —2. Una vegada feta la taula és facil
-3 34. deduir que:

2,9 32,03 lim f(x)=17

-2,5 24,75 o

23 21,47 cosa que es pot observar en la grafica:

-2,1 18,43

-2,01 17,1403 a0

-2,001  |17,014003

-3 -2 -1 0 1 2 3

Els punts de la taula s’acosten cada vegada més a —( 2,17).

Aquesta no és una definici6 rigorosa del limit d’una funcié en un punt, pero €s molt
senzilla i efectiva en la majoria de les funcions que s’han estudiat.



Quin és el concepte rigords de limit d’'una funcié en un punt?

Una funcio f* té limit b quan x tendeix a a, si i solament si, donat un interval
qualsevol centrat en b, hi ha un interval de centre a de manera que tots els
punts d’aquest ultim interval, excepte el punt a, tenen la seva imatge en
I’interval de centre b anterior. En general, no es recorre a la definicio de limit
per buscar el limit d’una funcié en un punt, sind que es recorre als limits ja
coneguts, a unes regles senzilles de calcul amb limits i a I’ts de taules de
valors, amb successions el limit de les quals sigui el valor en qué es vol
buscar el limit.

Una funci6 f'té limit b quan x tendeix a a, si i solament si, donat un interval qualsevol
centrat en b, hi ha un interval de centre a de manera que tots els punts d’aquest ultim
interval, excepte el punt a, tenen la seva imatge en ’interval de centre b anterior, €s a
dir:

lim f(x)=b
xX—a
si i solament si es compleix el segiient:

donat qualsevol nombre real € > 0 hi ha un nombre real & > 0 de manera que
si |x —a |< 8, llavors es compleix que |[f{x) — b <e.

Vegem exemples senzills que expliquin aquesta definicio, i I’enllacin amb la nocio
intuitiva de limit funcional:

. Donada una funcié f(x) = k, essent & un nombre qualsevol, compleix que

§ 0= llm f(x) = k

sigui quin sigui el valor d’a.

Vegeu com, donat un interval centrat en k, tan petit com

y

vulguem, sempre podem trobar un interval centrat en a, la
imatge del qual caigui tota dintre de I’interval inicial. En
aquest cas, I’interval centrat en a pot ser qualsevol, ja que totes les imatges son igual
a k i, per tant, cauen dintre de I’interval centrat en .

a B ®

. Donada la funcié f{x) = x, es compleix que

lim f(x)=a

x—a

&

sigui el que sigui el valor d’a.

Vegeu com totes les imatges de l’interval (a—€, a +e¢) es
troben en I’interval (a—e, a+e). Per tant, es compleix la
definici6 de limit, en aquest cas, si es tria & = €.

En general, no es recorre a la definicio de /imit per buscar el 1imit d’una funcié en un
punt, sind que es recorre als limits ja coneguts, a unes regles senzilles de calcul amb
limits i a I’Gs de taules de valors, amb successions el limit de les quals sigui el valor
en qué es vol buscar el limit funcional.



Quines son les regles principals per al calcul de limits?

Les regles per al calcul de limits s’apliquen a les operacions principals: si
s’opera amb dues funcions, essent les operacions suma, resta, multiplicacio,
divisi6 o poténcia, i es calcula el seu limit en un punt, el resultat és igual a la
mateixa operacio aplicada al resultat dels limits d’aquestes funcions en el
punt en qliestio.

Aquestes son les regles principals per al calcul de limits:

. El limit de la suma (o resta) de dues funcions en un punt és igual a la suma
(o resta) de limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, és a dir:

si limf(x)=b i limg(x)=c
llavors

lim(f+g)x)=b+c

3 El limit del producte de dues funcions en un punt és igual al producte de
limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, és a dir:
si lim f(x)=b i limg(x)=c
llavors
lim(fxg)(x)=bxc
Seguint aquestes dues primeres regles, podem afirmar que si la funcié fx) és un
polinomi, el limit en qualsevol punt és igual al valor del polinomi en aquest punt, és
a dir:
lim /(x) = f (a)
Aix0 es pot comprovar de manera senzilla, ja que un polinomi és una suma de
productes de nombres i la variable x. Per exemple, per trobar el limit en cada punt de
la funcid x — 2, es construeixen f{x) = x i g(x) = -2, i es busca el limit quan x tendeix
a
lim f(x)=limx =a
o o illavors lim(f+g)(x)=limx-2=a-2
lim g(x) = lim-2 = 2 lim(/ + g)(x) = lim
. El limit del quocient de dues funcions en un punt és igual al quocient de
limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestio, sempre que el denominador no sigui
0, és a dir:
si limf(x)=b i limg(x)=c
llavors
lim(f/g)x)=b/c

3 El limit de la poténcia de dues funcions en un punt és igual a la poténcia de
limits d’aquestes funcions en el punt en qiiestid, sempre que ambdues funcions no
siguin 0 al mateix temps, és a dir:

si lim f(x)=b 1 limg(x)=c

x—a x—a

llavors

lim f(x)*™ =b°

xX—a



Qué significa el limit quan la variable tendeix a +~ 0 —=?

Es diu que el limit d’una funcié f{x) és un nombre a quan la x tendeix a +o,
quan donat un interval qualsevol de centre @, hi ha un nombre £ de manera
que si x > k, llavors f{x) es troba en I’interval de centre a del principi. La
definicid és molt semblant si la x tendeix a —oo, 1 només s’ha de canviar x > £,
per x < k. Una manera senzilla de trobar aquest tipus de limits consisteix a
crear una taula de la funcié amb valors que vagin creixent (o decreixent)
sense limit, encara que no és un metode fiable.

Es diu que el limit d’una funcié f{x) és un nombre a

R quan la x tendeix a +oo, quan donat un interval
. qualsevol de centre a, hi ha un nombre k& de manera
] que si x > k, llavors fix) es troba en l’interval de
centre a de el principi. Aixo es denota aixi:
K’ % lim f(x)=a
¥

Dit d’una altra manera, es compleix que
lim f(x)=a, si i solament si, donat un nombre

X—>+00

positiu g, hi ha un nombre & tal que si x > k llavors a — e <flx) <a + &.

En aquest grafic es representa aquest fet: els valors de la funci6 a partir de k£ sempre
cauen dintre de I’interval de centre a.

Es diu que el limit d’una funcié fix) és un nombre a
w quan la x tendeix a — quan donat un interval
qualsevol de centre a, hi ha un nombre k de manera
que si x < k, llavors f{x) es troba en I’interval de
centre a del principi. Aixo es denota aixi:

Dit d’una altra manera, es compleix que
lim f(x)=a, si i solament si, donat un nombre
X—>—0

positiu &, hi ha un nombre £ tal que si x < k llavors
a—e<flx)<a-+e

els valors de la funci6 a partir de k sempre cauen dintre de 1’interval de centre a

Una manera senzilla de buscar aquests limits quan la variable tendeix a +o 0 —oo,

encara que no sempre fiable, consisteix a construir una taula de valors que creixin

indefinidament (o que decreixin indefinidament) i comprovar si hi ha cap valor al
qual tendeixi la funcié. Per exemple, donada la funcio:

. 1
S ==
X (%) o
1 1. si es vol buscar
10 0,1 lim /(x)
100 0,01 . .
es pot construir una taula com la del marge amb valors de x cada vegada més
200 0,005 grans i comprovar si hi ha cap valor limit per la funcié. Es pot observar que el
300 0,003333 valor limit ha de ser 0, ja que com més gran és la x, més a prop de O es troba el
valor de la funcié. Per tant,
1000 0,001 i
5000 0,0002 Jim f(x)=0
10000 0,00001




Si es vol buscar
Hesvorot o x f(x)
lim f(x) -1 1.

es pot construir una taula com la del marge amb valors de -10 0.1
x cada vegada més petits, i comprovar si hi ha algun valor —100 10,01
limit per la funcio. Es pot observar que el valor limit ha de

. > pot obsel , 200 10,005
ser 0, ja que com més petita és la x, més a prop de 0 es
troba el valor de la funcid. Per tant, =300 —0,003333
lim f(x)=0 1000 0,001
o 5000 |-0,0002

—-10000 —0,00001

Queé soén els limitis laterals i els limits
infinits?

El limit lateral per la dreta d’una funcié en un punt és el limit de la funcio
quan es considera que la variable només pot tenir valors més gran que el
punt; en canvi, el limit lateral per 1’esquerra d’una funcié en un punt és el
limit de la funcié quan es considera que la variable només pot tenir valors
menors que el punt. Aixi, doncs, el limit d’una funcid existeix si existeixen
aquests dos limits laterals i, a més, son iguals. De vegades, el limit pot ser
infinit (+oo, 0 bé, —0), és a dir, el valor de la funcid creix o decreix sense cap
limit.

Hi ha limits especials que no tendeixen a un nombre quan x tendeix a un valor
determinat (o quan tendeix a +o0 0 a —0). Per exemple, la funcid tangent, quan x és
71/2, no existeix. Pero si s’intenta calcular quin és el limit de la funci6 tangent quan x
tendeix a 71/2, essent la x menor que 71/2, observem a la taula segiient com el valor de

la funci6 creix sense limit. En un cas com aquest, en el qual la

X g x funcid creix sense limit quan la x tendeix a un determinat valor, es
1.5 14,1014199 diu que la funcio tendei?c a més infinit (+oo, tal com es pot veure a
1.55 48.0784825 la ta.urla), quan x tendeix a aquest valor. En el cas concret de la

funci6 tangent,

1,57 1255,76559 )
1,5705 3374,65254 lim tgx =+
1,57075 21585,7799 2
1,570775 46889,3711 el signe — com a exponent de n/2 indica que x ha de ser sempre
1,570785 88286,2283 menor que aquest valor; dit d’una altra manera, la x s’ha d’acostar a

7/2 per la seva esquerra (en la recta real), tal com es comprova en la
grafica de la funcio:

40 e w2
pliy
3 -2 - 0 T 3
X
-20
-0

En aquest cas s’ha calculat el limit per I’esquerra de la funcid tangent en el punt 77/2.



De la mateixa manera, si construim una taula de la funci6 tangent quan la x tendeix a
n/2, sempre essent x més gran que aquest nombre, observarem que el valor de la

funcid cada vegada és menor. Es a dir, com més propera és
la x de 71/2, menor és el valor de la tangent; a més, no hi ha

X tgx
1,64159265 |-14,1014199
1,59159265 -48,0784825
1,57159265 -1255,76559
1,57109265 -3374,65254
1,57084265 -21585,7799
1,57081765 -46889,3711
1,57080765 -88286,2283

limit inferior per aquest valor de la funci6é. En un cas com
aquest, en el qual la funcid no té limit inferior quan la x
tendeix a un determinat valor, es diu que la funci6 tendeix a
menys infinit (—oo ) quan x tendeix a aquest valor. En el cas
concret de la funci6 tangent,

lim tgx = —o0

a
x>
2

el signe + com exponent de 71/2 indica que x ha de ser sempre més gran que aquest
valor; dit d’una altra manera, la x s’ha d’acostar a 71/2 per la seva dreta (en la recta
real), tal com es comprova en la grafica de la funcio:

o /2

20

3 -2 - a 1 ra 3

-207

-4

En aquest cas, s’ha calculat el limit per la dreta de la funci6 tangent en el punt 7/2.

Per tant, es pot dir que el limit d’una funci6 f'en un punt @ existeix si existeixen els
seus limits laterals, per I’esquerra i per la dreta, i son iguals al mateix nombre, b; és a
dir, si

lim f(x) = lim £(x)=b
En aquest cas, el limit sera, evidentment,
lim f(x)=b
x—a
Per exemple, en el cas de la funcid tg x, no existeix el limit de la funci6 en el punt

7i/2 perqué els limits per la dreta i per I’esquerra no coincideixen.

En el cas d’una funcié anterior, fix) = 3x* — 2x + 1, ja s’ha calculat una taula amb
valors de x a I’esquerra de —2 (és a dir, valors menors que —2); per tant, s’havia
calculat

lim f(x)=17
x—>-2

Podem intentar calcular el limit d’aquesta funcié quan x tendeix a —2 per la dreta (és
a dir amb valors més grans que —2). Fem una taula:

x Jx)
-1 6.
-1,1 6,83
-1,5 10,75
-1,7 13,07
-1,9 15,63
-1,99 16,8603
] -1,999 16,986003
Es facil deduir que:
liHZI} f(x)=17
per tant,



lim f(x)= lim f(x)=17

x—>-2 x—>-2"
per la qual cosa es pot afirmar que, com ja haviem afirmat intuitivament, el limit
d’aquesta funcio en el punt —2 és igual a 17:

lim2 f(x)=17
En aquest altre exemple, la funcid és:

x2—4x-3 x<-1

f(x)z{ 2-3x x>l

Si calculem el limit en x =—1, observem que
lim f(x)=f(-1)=2
x—>-1
En canvi, el limit per la dreta s’ha de calcular amb I’altra expressio, 2 — 3x, ja que la
funcio6 per la dreta s’obté amb aquesta:
lim f(x)= lim 2-3x=5
x—>-1" x—>-1"
Per tant, encara que existeixin els limits per ambdos costats, aquests no son iguals i,

per tant, el limit de la funci6 en x = —1 no existeix. La grafica de la funci6 pot donar
una idea d’aquest fet:

-

: 2 1 \
24

Qué és una indeterminacio, quins tipus d’indeterminacio hi ha i
com es resolen?

Alguns limits, en un primer moment, no es poden calcular perque el seu
resultat no és ni un nombre, ni tampoc infinit. En aquests casos es diu que
ens trobem davant una indeterminacio. Existeixen diferents tipus
d’indeterminacio i per cadascuna d’elles hi ha un métode general per
resoldre-la i, aixi, poder trobar el limit en qiiestio.

En certs casos, alguns limits d’una funcié en un punt no es poden calcular, en un
primer moment, perqué el seu resultat no és ni un nombre, ni infinit. En aquests
casos es diu que ens trobem davant una indeterminacié. Hi ha diferents tipus
d’indeterminacions i cadascuna d’elles es resol d’una manera especial que veurem a
continuacio. El tipus d’indeterminacié rep el nom del valor del limit que es troba en
primera instancia i, com que €és un limit indeterminat, s’ha de resoldre per algun
metode adequat. Per aixo, cal recordar que aquest nom no és el resultat del limit, ni
pot ser-ho, ja que només un nombre o infinit sén els valors valids d’un limit. Per
exemple, si diem que un limit és del tipus 0/0, aixd no vol dir que aquest valor sigui
possible; ben al contrari, 0/0 no €s un valor correcte i, per aquest motiu, s’ha de
buscar algun métode per trobar el limit correcte.



Per tots aquests casos, se suposara que p €s un nombre real, o bé que €s +oo 0 —o,
segons els casos (aixo es fa per simplificar les formules i els casos). Els limits seran
del tipus:

lim f(x) Indeterminat
xX—=>p
L . 0

. Indeterminacié del tipus °

. , . 0
Es tracta d’aquells limits el resultat dels quals és precisament —. Generalment es

tracta d’un quocient de polinomis, de manera que ambdos polinomis s’anul-len en el
punt p en el qual es calcula el limit. Per exemple:
2
x -4

x>2 x—12

= 6 Indeterminat

Per resoldre aquests casos s’ha de dividir el numerador i el denominador entre
x — p, és a dir, en el cas de I’exemple, s’ha de dividir numerador i denominador entre
x — 2, de la manera segiient:

x4
2
x -4 - Lox+2 .
lim = lim*=2 = lim =limx+2=4
x—2 x_2 x—2 x—2 x—2 1 x—2
x=2
D’aquesta manera, en aquest cas, el limit inicialment indeterminat és igual a 4.
L, . 0
. Indeterminaci6 del tipus —
o0

. . . I
Es tracta d’aquells limits el resultat dels quals és precisament — , independentment
o0

del signe dels infinits. Generalment es tracta d’un quocient de polinomis essent
p = +oo0 0 —0. Per exemple:
2

lim = 4 - Indeterminat

¥ x—2 =00
El resultat d’aquest tipus de limits s’ofereix en aquesta taula, en la qual es recullen
els graus del numerador (gn) i denominador (gd), el quocient dels signes dels
coeficients de grau maxim de numerador i denominador (s), i el signe de p :

gn>gd gn=gd gn<gd
s 3 = 4 = 3 =
p =+ +00 —o0 quocient de coeficients de
=0 % o grau maxim 0

En D’exemple anterior, el grau del numerador és més gran que el grau del
denominador, el quocient dels signes dels coeficients de grau maxim de numerador i
denominador €s + i p = —oo, per tant, el limit ha de ser —oc. Es a dir,

. x'—4
lim =—©
el
. Indeterminacié del tipus 0 - oo

Es tracta d’aquells limits el resultat dels quals és precisament 0 - oo, amb
independéncia del signe de I’infinit. Ens trobem en aquesta situacié en limits del
tipus:

lim /(x)g()

S’ha de tenir en compte que:
(g0 =5
S ()




D’aquesta manera, es pot transformar aquesta indeterminacié en una indeterminacio

del tipus i , que ja sabem resoldre.
o0

. Indeterminaci6 del tipus oo —

Aquesta indeterminacio és molt usual entre funcions que contenen arrels, en una
expressié amb una diferéncia de funcions, com per exemple:

lim [\/xz +x—(x+ I)J =o—oo Indeterminacio

X—>+00

En aquests casos se sol multiplicar i dividir la funcid per la seva conjugada, és a dir,
per la mateixa expressio en la qual s’ha canviat el + pel —:

fim |V x = (D) | = Jim [V (e 1)}M _

e N (x+1)
[E—(x+l)}[ﬁ+(x+l)} (mr—(x+l)2
lim = lim

s Ve + x4 (x4 1) 2R (]

Aixo és aixi, ja que sabem que (a — b )(a + b) = a* — b*. Aixi, doncs, continuem amb
el limit anterior:

\/2— 2 _ 2
Jim [V 4= . = }iri( J+—+) . (ix:l)l) ]

2 2
~ lim & +x—(x +2x+1):1im x—1 1

e \/x2+x+(x+1) D A x+(x+1) 2

L ultim pas ¢€s senzill si es té en compte que, en el calcul d’un limit quan x tendeix a
infinit, per saber I’exponent d’una expressio dintre d’una arrel, s’ha de dividir entre 2
el seu exponent. Aixi, doncs, si 1’expressié dintre de I’arrel és x + x, el terme de grau
maxim és x%, i com que es troba dintre d’una arrel el seu exponent és 2/2 = 1. Per
tant, el grau maxim de 1’arrel és 1. Per tant, el grau maxim del denominador és també
1 i el coeficient de grau maxim del denominador és 1 + 1 =2 (el primer 1 de ’arrel 1
el segon, com a coeficient de x).




Exercicis

1. Calcula aquests limits raonadament:
a. limx*-2

x—3
, x+1
b. lim >
x=>=1 x7 +1
, x2rx-2
=l x” =2x" —x+2
2x° —5x+3
x40 8x” —2x° +6
o
2
e. lim 2e%™
x—1
£ lim x*-3
X—>+00
1
g lim —
x——o 4x

2. Calcula els segiients limits, si existeixen, pas a pas:
a. limx’ —2x" +1
x—3

o 2x —4x
b. lim—
x—0 3x_5
c. lim [\/x2+x—(x+1)}
X =x"+1
o0 Dx” + x° =9
. -19
e. llm—3
x—2 (x_z)

. X +1 .
f. lim >
xX—>+00 X

x’ —(a+1)x+a

g. lim S (dificil)
xX—a x f— a
o x -4

h. lim
x—2 X — 2

10



Solucions

a. limx*-2 =7

x—3
b. lim x2+1 =0
-1 x® 41
g EEXT2 (D@2 (x+2)
ool P o2xt—x4+2 xol (x=Dx+D(x-2) x>0 (x+1)(x-2)
-3/2
2x°3 5x+ 3 ) 5 . 3
' R 2t
d. 11m%= [T S S SE TR S S
x40 8x° —2x° +6 x»+oogi_2i i x~>+008_£+£
FERNE RN RN
2/8
1
e. lim 2" =+
x—1
f lim x?-3=+00
X—>+00
lim L =0
g X—>—00 4x
Y [ 2
h. Ilim x—\/x2_3x = lim (x=vx"=3x)(x+Vx~ =3x) _
X—>00 X—>0 (X+\/x2—3x)

xr- (x2 -3x)

3x
lim ————— = _
20 (eplx?=3x) PP (x+4x7 =3x)

=3/2

2.
a. lin31x3—2x2+1=10
2 —4
b limZX "y
=0 3x-35

c. lim [m—(x—i-l)}

X—>+0

en principi dona la indeterminacid o - oo, per tant,
(\/x2 +x —(erl))(\/x2 +x +(x+1))
lim [\/xz +x— (x + I)J = lim =

X—>+00 X—>+0 \/xz +x + ()C+ 1)

. _x2+x—(x+1)2 ) —x-1
= lim = lim =
""*m_\/x2+x+(x+1) e \/x2+x+(x+1)

~ lim x _!

X—>+00 x2 +x (X+1) 2

11



X =x 41 ) 3 1

e QT X7 =9 o x4 xT -9 2
3
x

. -19 )
llrn—3 en aquest cas el resultat dona -19/0, per tant, s’ha
x—2 (x _ 2)
d’investigar el limit per la dreta i per I’esquerra.

. -19

lim ———=-o

x—2" (x _ 2)

. -19

lim ——— = +o0

x—2 ()C — 2)
per tant, el limit no existeix, només existeixen el limits laterals.

N L N

lim dona la indeterminaci6 17 i per tant,
X—>+0 X

2 ¥ X

[ x+1 ) 1

lim > = lim (1+—2j =e

X—>+0 X X—>+0 X

. xz—(a+1)x+a
5

¥>a X —a

per tant,

en principi dona la indeterminacié 0/0,

(x-1) (-a]

lim — =1lim - N
¥oa X —a o M(x +ax+a )
. (x—l) a—1
=lim 5 ~="
x—a (x +ax+a) 3a

I’nic valor conflictiu és a = 0, perque s’anul-la el denominador.
En aquest cas, el limit queda:

.ox—1 . )
hm—2 =—o0 en qualsevol cas, perque el denominador sempre
x>0 x

és positiu, independentment que la x sigui major o menor que 0.

x* =4 M(x+2) A

lim =lim~—— =

X2 x — 2 x—2 /y/z

12



13



	Límits de funcions
	Exercicis
	Solucions


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


