Les funcions polindmiques



Les funcions polinomiques

Una funcio6 polinomica ¢€s la que té per expressio un polinomi. En general, se solen estudiar segons el grau
del polinomi:

Les funcions afins

Una funcié afi és una funcid polinomica I’expressio de la qual és un polinomi de grau 1, del tipus:
fx)y=ax+b

La grafica d’una funci6 lineal és una recta. El nombre a es diu pendent de la recta i informa de la

inclinacié d’aquesta. Per exemple:

e Funcié fix) = 3, el
pendent de la qual és 0, |

\ també denominada |
s funcio constant.

g e Funcié g(x) = —2x + 4, el
pendent de la qual és -2, |
0 1 z 3 negatiu i, per tant, decreixent.

Funcié h(x) = 3x — 4, el
/ pendent de la qual és 3 i, per |
aixo, és creixent. i

Punts de tall amb els eixos:
amb I’eix X: (-b/a, 0)
amb ’eix Y: (0, b)
Creixement:
la funci6 és creixent si a >0
la funcié és constant sia =0
la funci6 és decreixent sia < 0

Un tipus especial de funcions afins son les funcions lineals: una

funci6 lineal és una funcio afi el terme independent de la qual és 0.
La seva representacid és una recta que passa per l’origen. Per 4
exemple: recta corresponent a la funcio f{x) = 2x.

Les funcions quadratiques

Una funcié quadratica és una funcid D’expressid de la qual és un polinomi de grau 2. La seva
representacioé és una parabola, els elements essencials de la qual son 1’eix de simetria, el veértex i les

branques:

e branques de la
| parabola

eix de simetria

vértex de la
parabola




Si una funci6 quadratica té per expressioé fix) = ax’ + bx + ¢,
I’eix de simetria és la recta x = —b/2a.
el vértex és el punt (=b/2a , b*/4a — b*/2a + ¢).
les branques de la parabola es dirigeixen cap amunt si a > 0, i cap avall si a < 0.
Punts de talls amb els eixos:
amb D’eix X: els punts la x dels quals resol I’equaci6 ax” + bx + ¢ = 0. Poden ser:
dues: si b* — dac > 0.
un: si b* — 4ac = 0.
cap: si b* —4dac < 0.
amb I’eix Y: (0, y)
Creixement:
si a > 0, decreixent en 1’interval (—o,—b/2a), creixent en 1’interval (—b/2a,+0).

si a <0, creixent en I’interval (—o0,—b/2a), decreixent en I’interval (—b/2a,+o0).

Les funcions polinomiques

Una funcié polinomica és una funcié I’expressido de la qual és un polinomi; per aixo, de vegades, es

denomina simplement polinomi.

En la grafica d’una funcié polinomica es poden diferenciar dos elements: les branques i la part central,

també els maxims i els minims, i els punts de tall amb els eixos:

plecs del N

polinomi amb

polinomi

branques del

minim  del |
polinomi |

maxim del
polinomi

La branca de la dreta es dirigeix cap amunt quan el coeficient de grau maxim és positiu, i cap

avall quan és negatiu.

La branca de I’esquerra es dirigeix cap avall quan el polinomi és de grau parell i el coeficient de
grau maxim és negatiu, o bé quan el polinomi és de grau senar i el coeficient de grau maxim és

ositiu. En cas contrari, I’extrem de 1’esquerra es dirigeix cap amunt.
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El geni de Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707-1783) fou un matematic suis els treballs més importants del qual es van estendre
per gairebé tots camps de la matematica, i fins i tot per altres ciéncies. Alguns d’aquests es van centrar en
les funcions i va ser el primer matematic que en va donar una definicié semblant a ’actual.

Euler va néixer a Basilea i va estudiar a la Universitat de Basilea amb el matematic suis Johann Bernoulli,
i es va llicenciar amb 16 anys. El 1727, per invitacié de ’emperadriu de Russia Catalina va ser membre
del professorat de 1’Académia de Ciéncies de Sant Petersburg. Va ser nomenat catedratic de Fisica el
1730 i de Matematiques el 1733. El 1741 fou professor de Matematiques en I’Académia de Ciéncies de
Berlin a peticio del rei de Prusia, Frederic el Gran. Euler va tornar a Sant Petersburg el 1766, on va
romandre fins a la seva mort. Encara que impedit per una pérdua parcial de visié abans de complir 30
anys i per una ceguesa gairebé total al final de la seva vida, Euler va produir nombroses obres
matematiques importants, i també ressenyes matematiques i cientifiques.

En la Introduccio a !’analisi dels infinits (1748), Euler va fer el primer tractament analitic complet de
I’algebra, la teoria d’equacions, la trigonometria i la geometria analitica. En aquesta obra va tractar el
desenvolupament de séries de funcions i va formular la regla per la qual només les séries convergents
infinites poden ser avaluades adequadament. També va abordar les superficies tridimensionals i va
demostrar que les seccions coniques es representen mitjangant I’equacio general de segon grau en dues
dimensions. Altres obres tractaven del calcul (inclos el calcul de variacions), la teoria de nombres,
nombres imaginaris i algebra determinada i indeterminada. Euler, encara que principalment era
matematic, va fer també aportacions a 1’astronomia, la mecanica, 1’0ptica i 1’actistica. Entre les seves
obres es troben Institucions del calcul diferencial (1755), Institucions del calcul integral (1768-1770) i
Introduccio a I’algebra (1770).

L’extensio de la seva obra és immensa, i el seu mérit €s encara més gran si es té€ en compte la seva vida
accidentada i, especialment, la seva ceguesa parcial en els anys finals de la seva existéncia.

El matematic suis Leonhard Euler.
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Qué és una funcié lineal i quines en soén les caracteristiques?

Una funcio6 lineal o de proporcionalitat directa és una funcié 1’expressio de
la qual és un polinomi de grau 1 sense terme independent, del tipus

flx) = ax. La grafica d’una funci6 lineal és una recta que passa per I’origen
de coordenades. El nombre a rep el nom de pendent de la recta.

Una funci6é polinomica és la que té per expressid un polinomi. L’estudi de les
funcions polinomiques s’efectua segons el grau del polinomi; per tant, s’ha de
comengar per les funcions que tenen per expressio polinomis de grau 1. Una funcid
lineal o de proporcionalitat directa és aquella I’expressié de la qual consisteix en el
producte d’un nombre per la variable. Es a dir, f és una funcié lineal (o de
proporcionalitat directa) si:

fix)=ax essent a un nombre qualsevol
Per exemple, son funcions lineals:
g(x)=2x h(x) = 4x s(x) =-3x

El nombre que multiplica la variable es denomina rao de proporcionalitat. Aixi, la
rad de proporcionalitat de la funcié g és 2; la de la funcid % és 4; la de s és —3.

Per estudiar la forma de la grafica d’una funcio lineal, es pot crear, en primer lloc,
una taula de la funcid g(x) = 2x.

Si es representen aquests punts, s’obté aquesta grafica:

X f(x)

-1 2. :
0.8 |-16

0,6 |-1,2 L
04 |-0,8 :
—0,2 —0,4 -1 0.5 i 0§ 1
0,2 0,4

0,4 0,8 *

0,6 1,2

0,8 1,6 *

1 2.

Facilment es pot observar com si es poguessin dibuixar tots els punts de la grafica de
la funcio, el resultat seria una recta que contindria I’origen de coordenades.

: En general, la grafica de qualsevol funcio lineal és una
recta que passa per l’origen de coordenades. Es pot
1 demostrar aquest fet, ja que qualsevol funcié lineal és de

la forma f{x) = ax, essent a un nombre real; si es busca la

imatge del 0, 0) =a - 0 = 0. Es a dir, la imatge del 0
sempre ha de ser 0; després el punt (0,0) sempre pertany
a la grafica de la funcio.

i Aixi, doncs, per dibuixar una funcié lineal qualsevol
només s’han de seguir aquests passos:

e Es troba la imatge d’un valor qualsevol de la variable que no sigui el 0 (que ja
sabem que ¢és 0).

e Es marca el punt que correspon a aquest parell ordenat en el pla cartesia.
e Estracga la recta que passa pel punt (0,0) i pel punt anterior.

Aquesta recta ha de ser la grafica de la funcio lineal.



La grafica de qualsevol funci6 s’ha de mirar d’esquerra a dreta. Dit aixo, si dibuixem
diverses funcions lineals, com les segiients flx) = -2x, gx) = -—x,
h(x)=-1/2-x, s(x) =1/3 - x, (x) = 2x i r(x) = 3x, es pot observar com varia la
inclinaci6 o pendent de la recta:

e Si la ra6 de proporcionalitat és positiva, la recta creix amb més rapidesa com
més gran és la rao.

e Silarad de proporcionalitat és negativa, la recta decreix amb més rapidesa com
més petita ¢és la rao.

-1.5

-3

Per aixo, a la rad de proporcionalitat també se la denomina pendent de la recta, a
causa de I’estreta relacio entre aquest valor i la inclinacié o pendent de la grafica.

Qué és una funcidé afi i quines en son les caracteristiques?

Una funcio6 afi és una funcioé polinomica I’expressio de la qual és un
polinomi de grau 1, del tipus f{x) = ax + b. La grafica d’una funci6 lineal
és una recta. El nombre a rep el nom de pendent de la recta 1 informa de la
inclinaci6 d’aquesta.

Una funci6 afi té per expressio algebraica un polinomi de primer grau:
fx)y=ax+b
essent a 1 b dos nombres reals qualssevol.

Aixi, doncs, 1"inica modificacié amb la funcid lineal és que la funcid afi afegeix el
terme independent al terme de grau 1. Per exemple, son funcions afins:

g(x)=3x-2 h(x)=2x-17



El coeficient de la variable, a, es denomina pendent, igual que en el cas de la funcio
lineal, mentre que ’altre nombre, b, es denomina ferme independent.

Si es representen diferents punts d’una funcio afi, es pot arribar a deduir la forma de

X %) la seva grafica. Per exemple, si es construeix una taula de la funcié
3 3 flx) =2x+ 3, la representacié resultant sera la segiient:
-2,5 -2 ’
-2 -1 5
-1,5 0 .
-1 1
0,5 2 e
0 3 H H -1 1 H H
0,5 4 -
1 5
1.5 6 Sembla evident que la grafica d’aquesta funcié ha de ser una recta, i en
B 7 aquest cas concret no passa per 1’origen de coordenades.
2,5 8 Una vegada conegut aquest fet, és facil representar una funci6 afi a partir
3 9 de la seva expressio algebraica:

&
E
4

S

-2 - -1 1 i 2
-

e Esbusquen dos parells ordenats que pertanyin a la grafica de la funcio.

e Esrepresenten aquests punts en el pla cartesia.
e S’uneixen els punts mitjancant una recta.

Aquesta recta ha de ser la grafica de la funcio afi.
En la grafica d’una funci6 afi, f; s’han de destacar dos punts:

e La interseccio de la recta amb ’eix d’ordenades, que es pot trobar fent f{0). El
punt en qiiestié sera, doncs, (0, f{0)). Per exemple, la interseccio de f (x) = 3x — 2
amb I’eix d’ordenades és (0, f{0)), és a dir, (0, —2). Es pot observar que f{0) és,
sempre, el terme independent de 1’expressio de la funcio afi.

e La interseccio de la recta amb 1’eix d’abscisses, que es pot trobar resolent
fix) = 0; si x* és la solucié d’aquesta equacio, el punt d’interseccid6 amb 1’eix
d’abscisses sera (x’,0). Per exemple, la funcié 3x — 2 talla I’eix d’abscisses en un
punt la coordenada d’ordenades del qual compleix fix) = 0, és a dir, 3x — 2 = 0;
resolent aquesta equacio x = 2/3. El punt d’interseccio és, doncs, (2/3,0).

El grafic segiient mostra tots dos punts d’interseccio.

- punt de tall amb
P Deix d’abscisses |
i (2/3,0)

punt de tall amb
. Peix d’ordenades




Aquestes funcions:
(x)=3x x)=3x+1 (x)=3x+2 s(x)=3x—-1

tenen el mateix pendent; si observem la seva representacié comprovarem que soén
rectes paral-leles:

/ L :

Es a dir, I’anica modificaci6 grafica que s’observa al canviar el terme independent
d’una funcidé consisteix en el desplagament parallel de la recta. A més, es pot
observar que una funcié lineal no és més que una funcid afi el terme independent de
la qual és 0, o bé és aquella funci6 afi que passa per 1’origen.

D’aquesta manera podrem observar que les funcions afins poden, o bé mantenir-se
paral-leles a I’eix X, o bé anar creixent a mesura que desplacem la vista cap a la
dreta, o bé anar decreixent a mesura que desplacem la vista cap a la dreta.

A més, les funcions afins que van creixent a mesura que es desplaga la vista cap a la
dreta, denominades funcions creixents, son aquelles que tenen el pendent positiu. En
canvi, les funcions afins que van decreixent a mesura que desplacem la vista cap a la
dreta, denominades funcions decreixents, son aquelles que tenen el pendent negatiu.
Evidentment, les funcions afins que sén paral-leles a I’eix X tenen el pendent igual a
0. En aquest grafic observem una funcid creixent, una decreixent i una paral-lela a
Ieix X.

s Funcio fix) = 3, el
pendent de la qual és 0, |

\ denominada Sfuncié |
v constant.

o Funci6 g(x) = —2x + 4, el
pendent de la qual és -2,

0 1 3 3 negatiu, por tant, decreixent.

Funci6o h(x) = 3x — 4, el

/ pendent de la qual és 3,
positiu, per tant, creixent.

En definitiva, una funcié és creixent quan, a mesura que augmenta el valor de la x,
també augmenta el valor de la y. De manera semblant, una funcié és decreixent quan,
a mesura que augmenta el valor de la x, disminueix el valor de la y. Finalment, una
funciod és constant quan el valor de la y no canvia en variar el valor de la x.

De vegades és necessari descobrir la funcié afi que conté dos punts determinats.
Vegem com es fa seguint un exemple: suposem que volem trobar una funcié afi la
grafica de la qual conté els punts (1, —1) i (-2, =7).

Es denomina a el pendent de la funcid i b el seu terme independent. D’aquesta
manera, 1’expressio d’aquesta funcié ha de ser f{x) = ax + b. S’ha de buscar un
sistema d’equacions per trobar a y b:

Com que el punt (1, —1) és de la grafica de la funcié: f{1) = -1, és adir,a + b =—1.
Com que el punt (-2, —7) és de la grafica de la funcio: A—2) =-7, és a dir, 2a + b=
7.



3,75
432
483
5,28
5,67
-6.

6,27
6,48
-6,63
-6,72
-6,75
-6,72
-6,63
6,48
6,27
-6.

5,67
5,28
483
432

3,75

Es resol el sistema que ha sorgit de les condicions anteriors:
at+b =-1
2a+b=-17
les soluciones de les quals a =2 i b =-3. En aquest cas, doncs: f{x) =2x — 3.

Queé és una funcié quadratica i quines en sén les
caracteristiques?

Una funci6 quadratica és una funcio 1’expressio de la qual és un polinomi
de grau 2. La seva representacio és una parabola, els elements essencials
de la qual son I’eix de simetria, el vértex i les branques.

L’expressio d’una funcié quadratica correspon a un polinomi de 2n. grau amb una
unica variable. Per exemple, son funcions quadratiques:

fx) =3x"+ 2x - 2.

gx)=x*+5 15 -

Per representar una funcid .
quadratica, construirem 10 -, o
primer una taula amb alguns °. S
dels valors de la funci6. Al 51 -, K
marge hi ha una taula de la ‘e o
funcio f(x) = 3x2 —3x — 6. No 0 *Trrrrrrr.r?rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrq?.rrrrrrrm
s’han inclos més valors en la -2—1,61,3).,‘&),40 0,40,81,21,6.2 2,428
taula perqué seria massa -5 4 o, o

extensa; s’han utilitzat més Soesesect

punts de la funcio per fer la | -1Q -

representacié de la dreta.

Es facil deduir que la representacié completa de
Ax) =3x> =3x — 6, en I’interval [-2,3] és aquesta:

la funcid6 quadratica

Aquest tipus de corba es denomina pardbola. Els elements més destacats d’una
parabola son:



L’eix de simetria
El valor de la funci6 anterior quan x = 0,5 és —6,75; podem comprovar que la imatge
dels valors de x equidistants de 0,5 son:

X fix) _x | &
04 [-672 0,6 |-6,72
03 |-6,63 0,7 |-6,63
02 | -648 08  |-648
0,1 |-6,27 0,9 6,27
0 6. 1 6.
0,1 |-5,67 L1 5,67
-0,2 |-5,28 1,2 -5,28
03 |-4.83 1,3 -4,83
,()24 4:32 L4 432
-0,5 |-3,75 1,5 -3,75

Es a dir, a banda i banda de x = 0,5, els valors de la funcié es repeteixen. Aquest fet
es pot observar també visualment, dibuixant una recta perpendicular a I’eix X que
passi per x = 0,5; la part de la grafica que queda a 1’esquerra d’aquesta recta és la
imatge reflectida de la part dreta. Aquesta propietat es denomina simetria. Aixi, una
parabola és sempre simétrica respecte d’una recta, denominada eix de simetria.

e vertex de la
T | parabola

El vértex
La intersecci6 entre la parabola i I’eix de simetria es denomina vertex de la parabola.
A I’exemple, el vertex de la parabola coincideix amb el punt de coordenada x = 0,5, i
coordenada y =—6,75, és a dir, el punt (0,5,-6,75).
En general, el vértex de la parabola que representa la funcid flix) = ax” + bx + ¢, té
com a coordenada d’abscisses:

x=-bl2a
a I’exemple, essent f{x) = 3x* — 3x — 6, sabem que @ =3, b =3 i ¢ = —6; per tant, la
coordenada x del vértex és x =—(=3)/(2 - 3) = 0,5, tal com ja haviem anunciat.

Les branques

A partir del vértex de la parabola, aquesta es desenvolupa en dos tragos simétrics,
cadascun dels quals es denomina branca. En el cas de I’exemple, les dues branques
es dirigeixen cap amunt, pero en altres casos es podrien dirigir cap avall.

Com es construeix la grafica d’'una funcié quadratica?

Per trobar la grafica d’una funci6 quadratica s’ha de buscar, en primer lloc,
el vértex d’aquesta grafica. A continuacio, s’han de buscar parells de punts
equidistants del vértex; com més parells de punts es trobin, més precisa
sera la representacio de la parabola. A més, en tota parabola és convenient
assenyalar els punts de talls amb els eixos.



Donada I’expressié d’una funcié quadratica, aquests son els passos per aconseguir la
seva representacio en el pla cartesia:

1. Es troba el vértex de la parabola, que té com coordenada

—E0

-2

-4n L

: :+ x = —bl2a. Per exemple, si es vol representar la funcid
quadratica f{x) = 4x> — 4x — 35, el seu vértex té coordenada x
=4/(2 - 4) = 1/2, la coordenada de la qual y sera fix) =4 - 1
—4-1-35=-36. Per tant, el vértex és (1/2, -36).

2. Es troben diferents parells de punts de la funcié que

tinguin la coordenada x equidistant respecte de la coordenada

x del vertex, i es representen aquests punts juntament amb el

vertex. N’hi ha prou de representar dos punts equidistants del

vertex per fer-nos una idea de la forma de la parabola. Per

exemple, dos nombres equidistants de —1, podrien ser el —1 i
el 2; les seves imatges son: f{—1) = f{2) = —27 (ja sabem que valors equidistants
de la coordenada x del vértex tenen la mateixa imatge).

3. S’uneixen aquests punts mitjancant una corba parabolica: el vértex no ha de ser
de forma punxeguda, sin6 arrodonida; a més, les branques de la parabola s’han
d’elevar (o dirigir cap a avall) de manera que sempre es vagin obrint més i més.
Aquesta és la representacid de la parabola de I’exemple:

-dn L
En tot cas, hi ha molts programes informatics que permeten representar de manera
més precisa una parabola a partir de la seva expressio algebraica.

Juntament amb el vertex, altres punts importants d’una parabola son les interseccions
d’aquesta amb els eixos coordenats.

e Tota parabola té una unica interseccidé amb 1’eix d’ordenades; per trobar-la n’hi
ha prou de calcular la imatge de x = 0; el punt intersecci6 sera (0, £0)). Per exemple,
en el cas de la funcio f{x) = 3x* — 3x — 6, {0) = —6. Aixi, doncs, la interseccié de la
parabola amb I’eix Y sera (0, —6).

Per trobar la interseccio de la parabola amb I’eix
d’abscisses, s’ha d’igualar la funci6 a 0; d’aquesta manera
s’obté una equacié de segon grau, denominada equacio
associada a la funcio quadratica. En el cas de la funci6
Aix) = 3x* — 3x — 6, la intersecci6 de la parabola amb I’eix
d’abscisses es troba resolent 3x* — 3x — 6 = 0. En aquest
cas, les solucions sén x = —1 i x = 2. Per tant, la parabola
talla I’eix en (—1,0) i (2,0). En aquesta il-lustraci6 es poden

observar tots els punts de tall de la funcio f{x) amb els
eixos.

Es sabut que una equacié de segon grau pot tenir dos, una
o cap solucio; les interseccions d’una funcié quadratica amb 1’eix X es corresponen
amb les solucions de 1’equaci6 associada. Per tant, una parabola pot tenir dues, una o
cap interseccié6 amb I’eix X. Graficament, aquests casos es corresponen amb les
representacions segiients:



D’esquerra a dreta, estan representades les funcions Ax) = 3x° — 3x — 6,
gx)=x*—4x+4ih(x)=2x"-3x+6:

e La funcié6 fix) = 3x* — 3x — 6 talla ’eix X en dos punts perqué 1’equacio
3x? — 3x — 6 = 0 té dues solucions: x=—1, x = 2.

e La funcio g(x) = x* — 4x + 4 talla I’eix X en un sol punt perqué 1’equacid
x* —4x + 4 = 0 té una tnica solucié: x = 2.

e La funci6 h(x) = 2x*> — 3x + 6 no talla eix X perqué I’equacio
2x? = 3x + 6 =0 no té cap solucid.

Es a dir, si una parabola talla en dos punts 1’eix X, I’equacid de 2n. grau associada a
la funci6 quadratica té dues solucions; si talla en un nic punt, I’equacié té una unica
solucio; si, en canvi, no talla en cap punt, ’equacié no té cap solucio.

Quina relacio hi ha entre I'expressio de la funcié quadratica i la
parabola que en resulta?

Els canvis més evidents en modificar els coeficients de 1’expressido d’una
funci6 quadratica son els segiients: si s’augmenta el terme independent de
la funcio, la parabola es desplaca cap amunt; si canvia de signe el
coeficient de grau 2, s’inverteixen les branques de la parabola; si
s’augmenta, en valor absolut, aquest coeficient, les branques de la parabola
tendeixen a tancar-se.

Si es modifiquen els coeficients d’una funcid quadratica, la parabola resultant
reflecteix aquestes modificacions:

e La modificaci6 del terme independent d’una funcié quadratica provoca el
desplagament vertical de tota la parabola: si el terme augmenta, la parabola s’eleva;
si el terme disminueix, la parabola descendeix. Per exemple, si f{x) = 3x* — 5x — 3 , i
es representa juntament amb = 3x% — 5x +1 i Ai(x) = 3x> — 5x — 6 observarem el
seguient:

257
20

-3 -1 &\1/{2' 3

és a dir, si s’augmenta el terme independent, la parabola s’eleva; en cas contrari,
descendeix, tal com s havia afirmat.




e El coeficient de grau 2 pot tenir signe positiu o negatiu. Si el terme és positiu,
les branques de la parabola es dirigeixen cap amunt, si €s negatiu, es dirigeixen cap
avall, tal com s’observa en aquesta il-lustracio:

4 32 ] 2 g

Funcions f{x) =3x* + 3x + 21 g(x) = 3x* + 3x + 2

La modificaci6 del valor absolut del coeficient de grau 2 també produeix,
basicament, un canvi regular en la parabola: si el valor absolut d’aquest coeficient
disminueix, les branques de la parabola se separen; en canvi, si el valor absolut del
coeficient augmenta, les branques de la parabola s’acosten, com es pot observar en la
il-lustracio. Es clar que el vértex també canvia en modificar-se el coeficient de grau
2.

Funcions f{x) =3x" +3x + 2, g(x) = 2x* + 3x + 2 i =6x>+3x+2

Queé és una funcié polindmica i quines en son les
caracteristiques?

Una funcio6 polindomica és una funcio 1’expressio de la qual és un polinomi;
per aix0, de vegades, es denomina simplement polinomi. En la grafica
d’una funcié polindomica es poden diferenciar dos elements: les branques i
la part central. En la part central la funcid polinomica es plega diverses
vegades, com a molt, tantes com el grau del polinomi.

Una funcid polindmica és una funcid 1’expressio de la qual és un polinomi; per aixo,
de vegades, es denomina simplement polinomi. Las funcions afins i les funcions
quadratiques son exemples de funcions polinomiques. Ara bé, també hi ha funcions
polinomiques de major grau. Un exemple de funci6 polinomica de grau 3 és:

fx)=2x"—5x* —4x + 10
Per fer la grafica d’aquesta funcié podem crear una taula amb un bon nombre de
punts i, posteriorment, representar-los. Una representacié d’una taula d’aquesta

funcid (que no s’afegeix per la seva extensio) i la grafica dibuixada d’un sol trag en
I’interval [-2,3] son:

10
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altres exemples de grafiques de funcions polindmiques son:
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corresponents a les funcions:

fx)=4x" -3 —5x —x— 12 g) =5 —x"-3x +5x—x-3
h(x)=-3x°—5x° + 3x* + 3’ + 8 —x — 10

Normalment, es poden diferenciar, de manera genérica, dues zones en la grafica
d’una funcié polindomica:

e Les branques

No s6n mai arriben a ser completament rectes, tot i que poden semblar-ho quan el
domini representat és molt gran. Poden dirigir-se ambdues cap amunt, ambdues cap
avall, o bé, una branca cap amunt i una altra cap avall. Si es representés la grafica
d’un polinomi en un interval major, la forma de les branques practicament no
variaria; €s a dir, les branques d’una grafica ens donen una idea de com continua la
grafica d’una funci6 polinomica més enlla de la part representada. Aquests exemples
mostren les branques de les grafiques anteriors:

Les branques de la funcié f{x) = 4x* — 3x’ — 5x* — x — 12 es dirigeixen ambdues cap

Ey

/ /_\1 .
03 ! = !

=
=]

s
s
=}

amunt; té 3 plecs en la part central.

Les branques de la funcio g(x) = 5x° — x* — 3x* + 5x* — x — 3 es dirigeixen una cap
avall i I’altra cap amunt; té 2 plecs.

Les branques de la funci6 i(x) = —3x° — 5x° + 3x* + 3x° + 8x — x — 10 es dirigeixen
ambdues cap avall; té 3 plecs.

N’hi haura prou amb unes normes senzilles per conéixer cap a on s’han de dirigir les
branques d’una funci6 polinomica:

> La branca de la dreta es dirigeix cap amunt quan el coeficient de grau maxim és
positiu, i cap avall quan és negatiu.

» La branca de I’esquerra es dirigeix cap avall bé quan el polinomi és de grau
parell i el coeficient de grau maxim és negatiu, bé quan el polinomi és de grau senar i

11



el coeficient de grau maxim és positiu. En cas contrari, I’extrem de 1’esquerra es
dirigeix cap amunt.

e La part central
En aquesta part la grafica es plega diverses vegades; el
L nombre de plecs depén del grau del polinomi (com més
gran sigui, la grafica en pot tenir més). El maxim de plecs
\ d’una funcié polinomica és el seu grau menys 1; aixi, com
/ sabem, un polinomi de grau 1 no pot tenir cap plec; en
canvi, un polinomi de grau dos té exactament un plec; un
polinomi de grau 3 té dos plecs i un de grau 4, com a

150

100

maxim 3.

1-10 Com sabem, la grafica d’una funcié s’ha de contemplar
d’esquerra a dreta. Aixi, per exemple, observant la grafica
del marge, corresponent flx) = 2x’ + 3x* — 12x + 3,
comprovem que al principi la funcid es dirigeix cap amunt,
després cap avall i, finalment, una altra vegada cap amunt. De manera més rigorosa
podem dir:

e La funci6 es denomina creixent quan, a mesura que augmenta la x, el valor de la

funcié també augmenta. .

e La funcié es denomina decreixent 20

quan, a mesura que augmenta la x, el / \ /
X

valor de la funcié disminueix.

Aixi, doncs, en ’exemple anterior, la 3 B 1 0~ 3
funci6 és creixent quan x €s menor que 10
—2, és decreixent entre —2 1 1, i torna a
ser creixent a partir d’1, com mostra la
il-lustracio.

-20

Els punts més destacats d’una grafica son:

e Els extrems (maxims i minims): denominem maxim relatiu d 'una funcié el punt
en qué la funcid passa de ser creixent a ser decreixent; el valor de la funcié en aquest
punt és més gran que el de qualsevol altre punt de la grafica que es trobi a prop. En
canvi, un minim relatiu d’una funcié és aquell punt en el qual la funci6 passa de ser
decreixent a ser creixent; el valor de la funcié en aquest punt és menor que el de
qualsevol altre punt de la grafica que es trobi proper. Per exemple, en la funcié
anterior, f{x) = 2x° + 3x* — 12x + 3, podem observar en la grafica que un maxim
relatiu es troba en (-2, f{-2)), és a dir, (-2, 23); mentre que es troba un minim en (1,
A1), és adir, (1,-4).

e La interseccio amb I’eix Y: evidentment, només hi ha un punt interseccié entre

la grafica d’un polinomi i I’eix Y. Aquest punt és el que té coordenada

x = 0. Per exemple, si fix) = 2x° — 5x* — 4x + 10, el punt d’interseccié d’aquesta
funcié amb I’eix Y és (0, {0)), és a dir, (0, 10).

e La interseccio amb I’eix X: en aquest cas hi pot haver un
nombre d’interseccions igual al grau del polinomi (encara que no
sempre s’arriba a aquest nombre). Per trobar els punts

! 2 d’interseccié s’ha de resoldre 1’equacio f{x) = 0, cosa que, en
general, és dificil. Els valors de x que compleixen que f{x) = 0 es
denominen arrels del polinomi f{x). Un polinomi que tingui arrels
es descompon com a producte de polinomis, alguns dels quals
seran de grau 1. Per exemple, el polinomi
fix) =4x" — 10x° — 10x* + 14x° — 26 x* + 76x - 4 té com a arrels 1,

3 1-2; la seva descomposicio sera la segiient:
Ax) =4x% = 10x° — 10x* + 140 — 26 x> + 76x — 4 = 2(x — 1)*(x = 3)(x + 2)(2x* + x +4)

es pot comprovar com 1’1 és una arrel doble en la grafica adjunta.

12



Exercicis

1. Sabem que una funci6 lineal compleix que f(4) =12. Quina és aquesta
funci6?

2. Una funci6 afi compleix que f(2)=5 i f(0)=1, quina és I’expressio
d’aquesta funci6?

3. Hi ha cap funci6 lineal que compleixi que f(2)=—4i f(-5)=-10?

4. Dona I’expressio d’aquesta funcio afi:
A

1+

T+

5. Troba el vértex de la parabola: f(x)=3x>—x+1.

6. Troba I’expressié d’una parabola que compleixi:

f=2
f(=2)=11
f(0)=1

7. Troba I’expressié d’una parabola, f(x), que té una arrela x=2 iel seu

vértex a X =—1. A més, el valor al vértex és f(—1)=-27.

8. Troba I’expressio d’aquesta parabola:

13



9. Troba el domini i els punts de tall amb els eixos (si n'hi ha), de les segiients

funcions:
a. flr)y=x"-2x+1
b. gx)=1/x
c. h(x)=3
2
x -1
d. alx)=
) x+2

e. b(x)=+x+1
£ c(x)=x*—1
Vx*—4

.odx) =
g @) x+5

14



Solucions
1.  f(x)=ax,pertant,si f(4)=12,aleshores, a=3.

2. Lafuncié hadeser f(x)=ax+b,pertant,si f(2)=51 f(0)=1
2a+b=5
b=1
per tant, @ =2. Aixi la funci6 és f(x)=2x+1.

3. Lafuncié hadeser f(x)=ax+b,pertantsi f(2)=—-4i f(-5)=-10,

aleshores:
2a+b=-4
—Sa+b=-10
. . 6
si restem les equacions comprovem que —/a =—06 . Per tant, a = 7 .
. . . 40
Substituint a les dues equacions anteriors comprovem que b = — - Per

tant, la funci6 és f(x) = gx — 4—70.

4. La funcid passa pels punts (0,-6) i (2,0), per tant, f(0)=-6 1 f(2)=0.
Fent un procediment semblant a 1’anterior i resolent el sistema resultant, la
funcio resultant és: f(x)=3x—6.

1 11
5. Usant la formula del vértexs obtenim que és el punt (E,E) .

6. Silaparabolaés f(x)=ax’+bx+c,usantque f(0)=1japodem
assegurar que ¢ =1. Si apliquem les altres dues condicions:

fy=2 _ a+b+1=2
obtenim que
f(=2)=11 4a-2b+1=11

i resolent el sistema obtenim que I’expressio és f(x) = 2x2 — x + 1.

7. En aquest cas, la parabola és f(x) =a(x—2)(x —b) . Sabem que les arrels
son equidistants del vértex, per tant, si I’arrel 2 es troba a 3 unitats del
vertex -1, I’altra arrel també es trobara a la mateixa distancia. Per tant,
Daltra arrel és x =—4 . D’aquesta manera, podem assegurar que la funci6 és
f(x)=a(x—2)(x+4).Si,amés, f(—1)=-27, aleshores, és facil
deduir que @ =3 i, per tant, f(x)=3(x—-2)(x+4).

8. Només cal adonar-se que passa per (-5,0), (1,0) i (0,-15). Resolent el
sistema resultant, obtenim que f(x) =3(x —1)(x+5)

a. flr)y=x"-2x+1
El domini és tota la recta real perqué és un polinomi.
Els punts de tall son:
Eix Y: Six =0, f{x) =1, per tant, (0,1)
Eix X: filx) =0 -->x =1, per tant, (1,0)
b. gx)=1/x
El domini es tota la recta real excepte els niimeros que anul-len el
denominador, és a dir, menys 0. Aixi R\{0}
Els punts de tall son:
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Eix Y: Ja que x no pot ser 0, no existeixen.
Eix X: Si g(x) =0 -->no existeix cap x que ho compleixi. Per tant,
no hi ha punts de tall.
h(x)=3
El domini és tota la recta real, perqué qualsevol nimero té la
imatge igual a 3..
Els punts de tall son:
Eix Y: six =0 --> h(x) = 3, per tant (0,3)
Eix X: (x) no pot ser mai 0.
x -1

x+2
El domini es tota la recta real, excepte aquells nombres que
anul-len el denominador. per tant, el domini és R\{-2}
Els punts de tall son:
Eix Y: six =0 -->a(0) = -1/2, per tant, (0,-1/2)
Eix X: si a(x) =0 -->x"-1=0->x=I, o be, x = -1. Per tant,
(1’0)7 (_130)

b(x) =x +1

L'interior de I'arrel ha de ser positiu, per tant, x + 1>0, és a dir, x>-
1. Aixi, el domini és [-1,+00)

Els punts de tall son:

Eix Y: Six=0-->H(0) =1, per tant, (0,1)

Eix X: Si b(x) = 0 --> x+1=0 --> x = -1, per tant, (-1,0)

c(x) = x* =1

Com en el cas anterior, x>-1>0, per tant, el domini ¢és
(<00 ,-1JU[1,+ )

Els punts de tall son:

Eix Y: si x = 0 --> ¢(0) no existeix, per tant, no hi ha punts de tall,

a(x) =

Eix X: si 4(x) =0 ->x =1 6 x = -1, per tant, (-1,0) (1,0).
2
Vx© -4

x+5
En aquest cas s'ha d'acomplir: x*-4>0, és a dir, x ha de pertanyer a
(_w s _Z]U[zs 0 )
a més, x+5 no ha de ser 0, d'aqui que x no pugui

d(x) =

ser -5.

En definitiva, el domini és: (-0, -5)U(-5,-2]U[2, )
Els punts de tall son:

Eix Y: six =0 -->no es possible.

Eix X: d(x) =0 -->x =-2 6 x =2. Per tant, (2,0), (-2,0)
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