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Matrius i determinants

Matrius

Una matriu és un grup de nombres organitzats en files i columnes, limitats per paréntesis:

1 2 3 n
columnes \ 1 S S
Files
a, dp G4y a, <!
Gy 4y Ay ay, |« 2
A= Ay Ay Ay Ay, | o3 dimensi6 mxn
aml amZ am3 amn — m
Un element d’una matriu s’expressa de forma general:
a; i indica la fila, j indica la columna

Matrius importants

e La matriu quadrada: matriu de dimensio nxn.

e La matriu diagonal: els seus elements son 0, excepte els de la diagonal.

e La matriu identitat [,;: matriu diagonal en la qual tots els elements de la diagonal sén 1.

e La matriu transposada d’una matriu A, A", és la matriu que resulta de canviar filles per columnes de
la matriu A.

Operacions amb matrius:
e Sumairesta
si A = (a;) 1 B = (b;) son matrius de dimensid mxn:
A+ B=(ay) + (by) = (a; + by)
A —B=(ay) — (by) = (a; — by)

e  Multiplicaciod per escalar
si 7 és un nombre real, i A = (a;) és una matriu, el producte de la matriu per I’escalar és:
rA = r(ay) = (ray)

e  Multiplicacid
Si A = (a;) és una matriu mxn i B = (b;) és una matriu nxr, la matriu producte de A per B,
P = (p;) = A x B, és una matriu mxr, i els seus elements es calculen de la manera segiient:

Py = aibyj + apboj + aibsj ... ainby

Si el producte de dues matrius quadrades de dimensié nxn, A i B, és igual a [,
AxB=BxA=I,
llavors es diu que B és la matriu inversa de A, i es denota per B=A""
-1
1 1 11 1 -1

Per exemple, la matriu inversa de és A = =

0 1 0 1



Determinants

El determinant d’una matriu quadrada és un nombre que, entre d’altres aplicacions, és molt 1til per a
saber si una matriu té inversa i per a calcular-la. Per a indicar que s’esta calculant el determinant d’una
matriu, els elements d’aquesta s’han de posar entre dos segments verticals.

e Calcul del determinant
Matriu 1x1: igual al nombre que compon la matriu.
Matriu 2x2: igual al producte dels elements de la diagonal menys el producte dels altres dos elements.
Matriu 3x3:

Ay, Ay Gys|=ananass + apapas + ananids, — asandis — diddss — d11d3ds,
a3 Gy Ay

Matriu 4x4: calcul de forma recursiva, a partir de matrius 3x3:

=ap 0l — a0 T a31031 —A41041

essent a; el menor complementari de a;;, és a dir, el determinant que resulta d’eliminar la fila i i
la columna j del determinant.

Calcul de la inversa d’una matriu
Una matriu quadrada nxn es pot invertir sempre que la seva determinant no sigui 0.
-1 1 nNT
A" =———(4")
det(A)
essent A’ la matriu d’adjunts dels elements de la matriu A. Un adjunt d’un element a;
de la matriu A se denota a;

A;=(1)"a;  essent a; el menor complementari de a;,

Resolucio de sistemes amb matrius

all alZ a13 aln xl bl

anx) +apx; + ..+ ax, = by
a a a e a X b
ayiX; t aypxs + ...+ arx, = by 21 2 23 2n 2 2
. a a a a x. |=| b
es pot escriure 31 32 33 3n 3 3

amx; tamx, t..ta =p
e e ot " aml amZ amz mn xn bm

A-X=B

e Elsistema té solucio si rang(A) = rang(A*)

__l pE— pE—
o Sirang(A) = n la soluci6 és tnica: X = A4 B, essent A un menor d’ordre n de la

matriu A que el seu determinant no és 0 i B les files de B que coincideixin amb les
files del menor d’ordre n escollit.

o Sirang(A) <n el sistema té infinites solucions.

e El sistema no té solucio si rang(A) # rang(A").

e També es poden utilitzar matrius per a resoldre un sistema pel métode de Gauss.



Qué és una matriu i quins son els seus elements?

Una matriu és un conjunt de nombres organitzats en files i columnes, i
tancats entre un paréntesi. Els elements de la matriu de designen a partir de
la posicio que hi ocupen (fila i columna), i la forma general de denominar
una matriu és amb una lletra minuscula amb subindexs ij (i per a les files, j
per a les columnes), tancat entre parentesis: (a;).

Una matriu és un conjunt de nombres organitzats en files i columnes, i tancats entre
dos paréntesis. Aquests son alguns exemples de matrius:

-1 3 5

-1 4 5 23
2 2 2

6 11 -8 2
2 -7 8

En forma general, una matriu s’escriu de la manera segiient:

al 1 a12 a13 aln
) Gy Ay ay,
A - a3 1 a32 a33 a} n
aml am 2 am} amn

L’element de la fila i i columna j de la matriu A se representa com a;;. Per exemple,
en la matriu segiient B, es poden determinar alguns dels elements:

columnas
14l
@1 2y¢
B= ( 1 g (.1})4—2
5 3 _21_ — =

bh1=3 ba3=-1 bgp=-3
ﬁla{tolumna ﬁla{ columna fila(tolumna
La forma general de designar una matriu utilitza una lletra mintiiscula amb subindexs

ij (i per a les files, j per a les columnes), tancat entre paréntesis: (a;); també es pot
utilitzar la mateixa lletra en majtscules, sense subindexs:

A = (ay)
Si una matriu té m files i n columnes, es diu que té dimensid mxn. Aixi, per exemple,
la matriu A:

-1 4 5 23
A=
(6 11 -8 ZJ
té dimensiod 2x4.

Dues matrius son iguals sempre que tots els seus elements siguin iguals i ocupin les
mateixes posicions; és a dir

(a;) =(by) sia;= by per a qualssevol 7, j
Algunes matrius especials son:

e La matriu quadrada: la que té el mateix nombre de files que de columnes, és a
dir, de dimensi6 nxn. La diagonal d’una matriu esta formada per aquells elements la
fila i la columna dels quals tenen el mateix nombre, és a dir, a1, ax, as; ...

e La matriu diagonal: la matriu quadrada els elements de la qual son 0 excepte els
de la diagonal.



e La matriu identitat: matriu diagonal en la qual tots els elements de la diagonal
son 1. La matriu identitat de dimensid nxn s’indica amb I,,.

e La matriu transposada d’una matriu A, denominada A" , és la matriu que resulta
de canviar files per columnes en la matriu A. Per exemple

-1 3 5 -1 2 2
A= 2 2 2|>A"=| 3 2 -7
2 -7 8 5 2 8

es pot observar que, per exemple, la primera fila d’A, (-1 3 5), coincideix amb la
primera columna de la transposada. Es pot comprovar que aixd passa en tots els
parells files/columnes.

Com es fa la suma i resta de matrius, i la multiplicacié per un
nombre?

Dues de les operacions principals entre matrius son la suma (resta) de
matrius, i el producte d’una matriu per un nombre, denominat també
escalar. Dues matrius es poden sumar o restar quan les seves dimensions
son les mateixes. En aquest cas, la suma de les matrius és igual a la suma
ordenada dels elements que ocupin la mateixa posicio. El producte d’una
matriu per un nombre sempre es pot fer, i consisteix a multiplicar tots els
elements de la matriu per aquest nombre.

Dues matrius es poden sumar o restar Unicament si les seves dimensions son les
mateixes. En aquest cas, la suma de les matrius és igual a la suma ordenada dels
elements que ocupen la mateixa posicid, i el resultat de la qual s’haura de posar en la
matriu suma, en la mateixa posicié. Es a dir, si A = (a;) i B = (b;) son matrius de
dimensio mxn, llavors

la suma és A+ B = (ay) + (by) = (a; + by)
la resta és A —-B=(a;) — (b)) = (a; — by)

Alguns exemples poden ajudar a entendre aquestes operacions. Es consideren
aquestes matrius:

1 2 3 1 1 -3
1 2 2
A= 2 1 2 B=|2 0 -1 C=
-1 6 -1
-1 3 1 3 4 2

En primer lloc, es pot assegurar que no es poden sumar ni restar A i C, ni tampoc B i
C, perque no tenen la mateixa dimensid. En canvi es poden fer la suma i la resta d’A
i B, de la manera segiient:

1 -3 1 -3 1+1 -3-3 2 -6
A+B=|2 1 2|+|/2 0 -1|=|2+2 140 -2-1|=|4 1 3
-1 3 1 3 4 2 -14+43 3+4 1+2 2 7 3

es pot comprovar que la suma de I’element de la fila 1 i columna 2 (en verd) de la
matriu A, se suma amb ’element que ocupa la mateixa posicid en la matriu B, i el
resultat que ocupa la mateixa posici6 en la matriu suma 2 + 1 = 3. Aixi es fa la suma
amb tots els parells d’elements de les matrius A i B.

De manera semblant es fa la resta d’ambdues matrius:

-3 1 -3 0 0
A-B=|2 1 2|-|2 0 -1I|=/0 1 -1
-1 3 1 3 4 2 -4 -1 -1



En aquest cas, en lloc de sumar, es resten els elements de la segona matriu als
elements de la primera. Per exemple, a I’element de la fila 1 i columna 2 (en verd) de
la matriu A, se li resta I’element que ocupa la mateixa posicié en la matriu B, i el
resultat ocupa la mateixa posicid en la matriu resta: 2 — 1 =1.

Les propietats de la suma de matrius son molt semblants a les propietats de la suma
de nombres, tenint en compte que sempre han de ser matrius de la mateixa dimensio:

e Commutativa: A+B=B+A
e Associativa: A+B+C=A+B+C)=(A+B)+C

¢ Element neutre: hi ha una matriu, denominada element neutre, que sumada
a qualsevol altra matriu de la mateixa dimensio, A, té com a resultat sempre A. A;
aquesta matriu es denomina Oy, 0 matriu nul-la, és a dir, la matriu de dimensi6 mxn
que té totes les seves posicions ocupades per 0. Per exemple, la matriu 0,, és igual

00
2= 14 ¢

e Tota matriu té un element oposat, que sumat amb 1’original resulta 1’element
neutre. L’element neutre d’A es denomina —A. Per exemple:

1 2 -3 -1 -2 3
A= 2 1 =2 -A=|-2 -1 2
-1 3 1 +1 -3 -1
jaque
1 2 -3 -1 -2 3 0 00
A+(-A)=]2 1 2|(+|-2 -1 2|=[0 0 0
-1 3 1 +1 -3 -1 0 00

El producte d’una matriu per un nombre sempre es pot fer, i consisteix a multiplicar
tots els elements de la matriu per aquest nombre. Es a dir, si 7 és un nombre real, i
A = (ay) és una matriu, el producte de la matriu per ’escalar és:
rA = r(ay) = (ray)
Per exemple, continuant amb la mateixa matriu A dels exemples anteriors:
1 2 -3 31 32 3(=3) 3 6 9
34=3{ 2 1 2= 32 31 3(-2)|=/6 3 -6
-1 3 1 (-1 33 31 -3 9 3

Per a dividir una matriu per un nombre s’ha de multiplicar aquesta matriu per
I’invers del nombre.

Com es fa el producte de matrius?

El producte de dues matrius solament es pot fer en el cas que el nombre de
columnes de la primera matriu coincideixi amb el nombre de files de la
segona matriu. Si aixo és aixi, el producte d’ambdues matrius és una altra
matriu que té el mateix nombre de files que la primera matriu, i el mateix
nombre de columnes que la segona matriu. Per a trobar un element de la
matriu producte, s’han de multiplicar ordenadament els elements de la fila
corresponent de la primera matriu pels elements de la columna
corresponent de la segona matriu; a continuacié s’han de sumar tots
aquests productes.

Per a multiplicar dues matrius, A i B, per a obtenir A x B, s’ha de comprovar que el
nombre de columnes de la matriu A coincideixi amb el nombre de files de la matriu



B. Es a dir, si A és una matriu de dimensié mxn, només es pot multiplicar per la
matriu B si aquesta té dimensio nxr. En el cas que aixo sigui aixi, la matriu producte,
P = A x B, té dimensié mxr, és a dir, el mateix nombre de files que la matriu A, i el
mateix nombre de columnes que la matriu B. Per a trobar 1’element p;, s’han de
multiplicar ordenadament els elements de la fila i de la matriu A, pels elements de la
columna j de la matriu B. Finalment, p; és la suma de tots aquests productes. Un
exemple il-lustrara aquest procediment:

2 -1 3
2 3
1 0 2
A= B=|1 2
2 1 2
0 1
0 1 O

En primer lloc, podem observar que A x B es pot fer perque A té 3 columnes i B té 3
files; la matriu resultant tindra 4 files (igual que A) i 2 columnes (igual que B). En
canvi, B x A no es pot fer, perque B té 2 columnes, mentre que A té 4 files.

Per a trobar I’element p;; (en vermell) de la matriu producte, P = A x B, s’han de
multiplicar ordenadament els elements de la fila 1 de la matriu A (en verd), amb els
elements de la columna 1 de la matriu B (en blau):

) 3 Pn Pu

AxB = 1 0 2 <1 2= Py Pxn

2 1 2 0 1 Py Pxn

1 0 Py Pan

és a dir, p=22+ -1 +3-0=3.

per a trobar py,, s’ha de multiplicar la fila 1 per la columna 2:

23 3 Py

AxB = 1 0 2 <1 2= Py Pn

2 1 2 0 1 Py Pxn

0o 1 0 Py Py

és a dir,
P2 = 3+ 24+31=7.

1 aixi successivament fins a trobar el producte

2 -1 3 3 7
2 3
1 0 2 25
AxB = x| 1 2=
2 1 =2 56
0 1
0O 1 0 1 2

Aixi, doncs, es pot dir en general que si A = (a;;) és una matriu mxn i B = (b;) és una
matriu nxr, la matriu producte d’A per B, P = (p;) = A x B, és una matriu mxr, i els
seus elements es calculen de la manera segiient:

Py = aibyj + apby + apbsj ... ainby
El producte de matrius té les segiients propietats:
e Associativa: AxBxC=AxBxC)=(AxB)xC

e L’element neutre del producte de matrius quadrades és la matriu identitat, I,. Es
a dir, si A és una matriu quadrada nxn, A x I, =1, x A=A.
e De vegades (encara que no sempre), hi ha matrius quadrades que tenen element
invers. Aquesta matriu, quan existeix, es denomina inversa; també es diu que la
matriu A és invertible. La matriu inversa d’una matriu quadrada de dimensio nxn A,
s’indica A"1, i compleix:

AxAT=ATxA=],



e  En general, el producte de matrius NO és commutatiu. Es a dir, si A i B sén dues
matrius, quan es poden fer els productes A x B i B x A, generalment:

AxB#BxA

encara que algunes vegades, molt poques, podria ser igual.

Queé és el determinant d’'una matriu quadrada i quina és la seva
utilitat?

El determinant d’una matriu quadrada és un nombre. Per a trobar-lo s’han
de fer una série d’operacions amb els elements de la matriu. El
determinant d’una matriu és molt util per a esbrinar si una matriu té
inversa i és de gran ajuda en el calcul de la inversa de la matriu, sempre
que aquesta es pugui invertir.

Per a cada matriu quadrada es pot definir un nombre que és de gran ajuda, entre
altres coses, per a determinar si aquesta matriu és invertible, i en cas afirmatiu, també
és imprescindible per al calcul de la inversa d’aquesta matriu. Aquest nombre es
denomina determinant de la matriu.

Per a indicar el determinant d’una matriu, els elements d’aquesta s’han de posar entre
dos segments verticals, i no entre paréntesis. Per exemple, el determinant de la
matriu A s’indica com segueix:

1 2 3 1 2 3
A = 2 1 _2 el seu determinant s'inidica aixi 2 1 _2
-1 3 1 -1 3 1

també es pot indicar d’aquesta altra manera: det(A).

Es definira el determinant de manera recursiva, és a dir, primer per a matrius de
dimensi6 1x1, a continuaci6 per a matrius de dimensié 2x2, i aixi successivament.

El determinant d’una matriu 1x1 és igual al nombre que compon la matriu. Per
exemple,

siA=(3) det(A) = [3| =3

El determinant d’una matriu 2x2 és igual al producte dels elements de la diagonal
menys el producte dels altres dos elements. Per exemple,

=14-(-1)2=6
4 (-1

. 1 -1 1
si A= det(A) =
2 4 2

El determinant d’una matriu 3x3 es calcula sumant aquests tres productes:




Es a dir,

Ay G4 4y
Qy Gy Gy = anands; T A1n0asz T a2a13a83 — A3102013 — Q12021033 — 11023032,
a3 G 4y
per exemple, en I’exemple anterior, el determinant d’A és igual a:

1 2 3

2 1 2|=1114+2(2)(-)+2(-3)3-(-)1'(-3)-221-1(-2)3=-14
-1 3 1

Per a calcular el determinant de matrius de dimensi6 4x4, s’ha de descompondre el
determinant de la manera segiient:
all alZ al} al4
a22 a23 a24 a12 al3 al4
a21 a22 a23 a24 _
=4y (A Gy Gy~ 0y |y Ay Ayt
a3 Gy Gy Ay
Ay Ay Gy A, Ay Ay
Ay Qg Ay Gy
ap d; 4y ap 43 a4y
+a3l a22 a23 a24 _a4] a22 a23 a24
Ay Qg3 Ay sy Ay Ay

és a dir, es tracta de multiplicar cada element de la primera columna pel determinant
de la matriu 3x3 que resulta d’climinar la fila i la columna corresponent a aquest
element; a més, s’han d’alternar els signes, comengant sempre pel signe +. Per
exemple, I’element a;; s’ha de multiplicar pel determinant de la matriu que resulta
d’eliminar la fila 1 i la columna 1, és a dir,

se climina fila 1, columna 1

I’element a,;, aquesta vegada canviat de signe, s’ha de multiplicar pel determinant de
la matriu que resulta d’eliminar la fila 2 i la columna 1, és a dir:

e elimina fila 2, columna 1

Gy Az Ay Ay a3, Gy Ay

Ay dyy Ay Ay Ayy Ay

i d’aquesta manera amb tots els elements de la primera columna. Al determinant que
resulta d’eliminar la fila i i la columna j se I’anomena menor complementari de
I’element a;, 1 s’indica o (o, alfa, és la primera lletra de I’alfabet grec). Per
exemple, en el cas de la matriu 4x4 anterior, el menor complementari d’as; és
a12 a13 a14
W31 = Ay Ay Gy

Ay Az Ay



Aixi, doncs, 1’expressio que calcula el determinant 4x4 es pot simplificar encara
més:

al 1 a]2 al} a]4

Ay Ay Uy Aoyl "

a0 — a0y T Az 0z —d4104,
a3 Ay Az Ay
Ay Gy dy Gy

per exemple, es pot calcular aquest determinant seguint la formula anterior:

2 -1 31
10 23
2 1 2 6
0 1 0 3

Per a calcular el determinant de qualsevol matriu quadrada se segueix el mateix
procediment: es multiplica cada element de la primera columna pel seu menor
complementari; a més, s’han d’alternar els signes, comengant sempre pel signe +. Es
a dir:

all alz a13 aln
a21 a22 a23 azn
— n+l
as, a4, ay a,,|= anoy; — ano +azdz; ...+ (=1)" an o
anl an 2 an} bl ann

El calcul del determinant es pot fer amb qualsevol columna (o fila) de la matriu (amb
un petit canvi de signe en les columnes parells); s’ha utilitzat tan sols la primera
columna per a simplificar I’explicacio.

Quan es pot invertir una matriu quadrada i com es fa?

Una matriu quadrada es pot invertir sempre que la seva determinant no
sigui 0. Per a trobar la inversa d’una matriu que compleixi aquesta
condicio, s’ha de calcular la seva matriu d’adjunts, transposar-la i,
finalment, dividir el resultat entre el determinant de la matriu inicial.

Una matriu quadrada nxn es pot invertir sempre que la seva determinant no sigui 0.
Per a trobar la inversa d’una matriu s’ha de definir, primer, el concepte d’adjunt d'un
element de la matriu: ’adjunt de I’element a; de la matriu A, s’indica amb A, i es
defineix de la manera segiient:

— i+
Ay =10y
Es pot observar que si i+j és un nombre parell, A;; = o;; en canvi, si i+j és un nombre

senar, A; = —o;. Es a dir, el signe que s’ha d’anteposar al menor complementari per a
obtenir 1’element corresponent adjunt es regeix per la matriu de signes segiient:

essent o; el menor complementari de ;;

+ - +

Per exemple, I’adjunt de I’element a4 és Azq = (71)3”(134 = —0Ol34.

La matriu formada per tots els adjunts dels elements de la matriu A s’anomena
matriu d’adjunts d’A, i s’indica amb A’.



Una vegada trobada la matriu d’adjunts d’A, és molt senzill trobar la matriu inversa
d’A:

a1 NT
4= det(A)(A)

Dit d’una altra manera, la matriu inversa d’A és la matriu d’adjunts, transposada i
dividida entre el valor del determinant d’A. Es evident que, com ja s’ha dit, el
determinant d’A ha de ser diferent de 0; en cas contrari, la formula no es pot aplicar.

1 2 -3
Per exemple, silainversad’ 4=| 2 1 -2, es calcula aixi:
-1 3 1
1 2 -3
sabemque |2 1 -2(=-14
-1 3 1

calculem la matriu d’adjunts i la seva transposada:

7 0 7 7 —11 -1
A=|-11 =2 -5 AY'=|0 2 -4
-1 -4 -3 7 -5 -3

Per tant, la inversa d’A és:

7 -11 -1

A= o
14

7 -5 -3

cosa que es pot comprovar facilment:

1 2 -3 17 -11 -1 1—14 0 0
A'A_l = 2 1 =2 1__4 O -2 -4 :1_—4 O -14 O = In
-1 3 1 7 -5 -3 0 0 -4

De la mateixa manera es pot comprovar facilment que A~ ‘A =1,..

Com es poden fer servir les matrius per a determinar si un
sistema d’equacions lineals té solucio?

Un sistema d’equacions lineals es pot expressar en forma matricial. Per a
saber si el sistema té solucions i quantes en té, s’han de conéixer els
conceptes de menor d’ordre k£ d’una matriu, el rang de la matriu i de la
matriu ampliada. Si una matriu i la seva ampliada tenen el mateix rang, el
sistema té solucid; en cas contrari, el sistema no té solucio.

i uaci i lient:
Un sistema d’equacions lineals com el segiient
anx; T apx, T ..t awn=>b

anx; + aypx, + ...+ ayx, = by

Am1X] + AmpX) +..t AmnXn = bm

es pot expressar en forma matricial de la manera segiient:



a4, 4y a4 a, || X4 b
Gy Gy Oy Ay || X2 b,
a3 43 Ay Ay, || X3 | = b3
aml am 2 am} amn xn bm

que es denomina equacio matricial, del tipus A-X = B, essent X una matriu nx1
d’elements desconeguts.

Per a conéixer el nombre de solucions d’un sistema matricial s’han d’introduir alguns
conceptes: menor d’ordre k, rang d’una matriu i matriu ampliada d’un sistema
matricial.

e Donada una matriu A, si se seleccionen £ files i k£ columnes d’aquesta matriu, i
es calcula el determinant d’aquestes k files i k£ columnes, a aquest determinant se
I’anomena menor d’ordre k de la matriu A. En cas que s’escullin totes les files
excepte una, i totes les columnes excepte una, com és sabut, ens trobem davant un
menor complementari. Vegem-ne un exemple:

-3 -1 3 1
_2 0 2 menor d'ordre 2 2 6 —
eliminant files 1,2 - 6
2 1 —2 6 i columnes 2,3 ' O 3
0 1 03

De vegades, també s’anomena menor d’ordre k a la matriu, sense calcular el
determinant. En ’exemple anterior també podria denominar-se menor d’ordre 2 a la

. (2 6 . _ . .
ma‘mu(O 3) . El context ens aclarira el significat concret, tot i que el més habitual

¢és que designi el determinant, i no només la matriu.

e El rang d’una matriu és I’ordre maxim dels menors de la matriu que no sén 0.
L’ordre d’una matriu A s’indica rang(A). Per a trobar-lo, s’han de calcular menors
d’ordre maxim, per si n’hi hagués algun de diferent de 0; si no és aixi, es calculen
tots els menors d’ordre una unitat menor, per si n’hi hagués algun de diferent de 0. I
aixi successivament. L’ordre del primer menor diferent de 0 sera el rang de la matriu.
Per exemple, en el cas de la matriu anterior; s’observa que el determinant és 0 (és a
dir, el menor d’ordre 4 és 0), aixi, s’ha de comprovar si hi ha algun menor d’ordre 3
que no sigui 0:

-3 -1 31
2 0 2 3 0 23
—)“?“‘.’rd‘:rﬁlmf 1 -2 6/=12
2 1 2 6| i
1 0 3
o 1 0 3

per tant, aquesta matriu té rang 3, perqué un dels seus menors d’ordre 3 no és 0.

e La matriu ampliada d’un sistema matricial A-X = B ¢és la matriu formada per la
matriu A més la columna B; generalment, aquestes dues parts de la matriu ampliada
se separen per una linia. Normalment, la matriu ampliada s’indica A* . En el sistema
matricial inicial, la matriu ampliada és:

a, a4, ap a,| b
Ay 4y Ay a,,| b,
*
A sy 4y 4y a,,| b,
aml amZ am} amn bm

Donat un sistema matricial A-X = B, essent A una matriu mxn:

e El sistema té solucio en els casos que el rang de la matriu A i el de la matriu
ampliada son iguals:



«
rang(A) = rang(A )
i es poden donar els casos segiients:
o Sirang(A) = n=m la soluci6 és unica, és a dir, hi ha una tnica
matriu nx1 que compleix que A-X = B.
o Si rang(A) < n la solucid no és tUnica; de fet, en aquestes
condicions, el sistema té infinites solucions.

e El sistema no té soluci6 si el rang de la matriu A, i el de la matriu ampliada sén
diferents, és a dir, si

rang(A) # rang(A*)
per exemple, el sistema d’equacions lineals:
xX+y+z-w=1 I 1 1 -1)\x 1
y—z+w=-1 . 0 1 -1 1}y -1
equival a =
3x +6z—6w=6 3 0 6 6|z 6
-y+z-w=1 0 -1 1 -1){w

en aquest cas, rang(A) = rang(A" ) = 2 < n = 4. Per tant, aquest sistema té infinites
solucions (com es pot comprovar en el tema dedicat a sistemes d’equacions).

Com es calcula el rang d’'una matriu?

Hi ha diverses técniques per a calcular el rang d’una matrius. Sén
procediments no gaire complicats, perd poden arribar-se a fer molts llarg
pels calculs que comporten. Veurem un procediment que usa els conceptes
de determinant i de menor, i que és prou efectiu quan les dimensions de les
matrius no s6n molt grans.

Aplicant aquest procediment sempre trobarem el rang de la matriu. Segons la matriu
que utilitzem el procediment podria abreujar-se, perd aixo no ho podem garantir
sempre. Per tant, encara que de vegades el procés s’allargui una mica, és convenient
seguir aquesta guia:

1. Es busca un menor d’ordre 1 no nul.
- Si no existeix, aleshores el rang(A)=0, i el procediment s ha acabat.
- Si existeix, aleshores el rang(A) és com a minim 1, i continuem amb el pas
seguent.

2. Es calculen els menors d’ordre 2 que contenen el menor d’ordre 1 anterior.
- Si tenen determinant 0 o no existeixen, aleshores, el rang(A)=1.
- Si n’existeix un de diferent de 0, aleshores, el rang(A) és com a minim 2, i
continuem amb el pas segiient.

3. Es calculen els menors d’ordre 3 que contenen el menor d’ordre 2 anterior.
- Si s6n 0 o no existeixen, aleshores, el rang(A)=2.
- Si n’existeix un diferent de 0, aleshores, el rang(A) és com a minim 3, i
continuem amb el pas segiient.

4. Es va repetint el procés fins que no sigui possible fer menors d’ordre
superior.

Es evident que el procediment sempre s’aturara en algun moment, i donara un valor
concret per al rang de la matriu.

Per exemple, si volem calcular el rang de la matriu:

1 0 2 4
A={1 0 3 -1
221 0
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hem de fer:

1. Seleccionem el valor 1, que no és 0, de la primera fila/primera columna.

1 0

2. Prenem un menor =0 que inclou I’1 del menor anterior. Per tant, cal

mirar un altre menor que també contingui 1’1. Prenem

0 .
=2, diferent

2

de 0, per tant, el rang és com a minim 2.

1 0
3. Prenem un menor que inclogui el menor anterior ( . Per exemple,

1 0 2
1 0 3|=-2,per tant, diferent de 0. El rang és com a minim 3.
2 21

4. No hi ha cap menor d’ordre 4, per tant, el rang de la matriu és 3.

Com es troben les solucions d’un sistema expressat
matricialment?

Les solucions d’un sistema matricial es troben transformant el sistema
inicial en un altre la matriu principal del qual sigui quadrada i de
determinant diferent de 0. A partir d’aquest sistema, i usant la inversa
d’aquesta Gltima matriu és relativament senzill trobar les solucions del
sistema.

Si el si§tema matricial A-X = B té soluci6 unica (és a dir, es compleix que rang(A) =
rang(A') = n = m), es tria un menor d’ordre n de la matriu A el determinant del qual
no sigui 0 (i se l’anomenaZ) i es trien les files de B que coincideixin amb les files
del menor d’ordre n escollit (a aquestes files s’anomenen E). Per a resoldre el
sistema A-X = B, n’hi ha prou amb resoldre AX=B.Ara bé, com que A és una
matriu quadrada el seu determinant de la qual no és 0, existeix la seva inversa. Per

tant, podem fer multiplicar a banda i banda per q
A4 A4x=4'B

—1 = ., . ,
Sabem que 4 -4 =1, per tant, la soluci6 del sistema és:

X=4 B
Per exemple, la solucio del sistema:

x+y+z =0 1 1 1 0

X
2x—-5y—2z=-2 ) 2 -5 2 -2

equivalent a y|=

3x+4y+z=28 3 4 1 8

z
2x+2y+2z=0 2 2 2 0

és Unica perqué rang(A) = rang(A") = 3. Per a resoldre’l s’ha d’escollir un menor
d’ordre 3 que no sigui 0 (per exemple, les tres primeres files)

11



1 1 1 0

A=|2 -5 2 B =| -2 ilasolucio del sistema és X =Zil-§
3 4 1 8
3 3 3 3 3 3 0 1
=L 8 2 4| >x=Lig 2 all2l=|2
18 18
23 -1 -7 23 -1 -7 8 -3

Aixi, doncs,x=1,y=2,z=-3.

En el cas que el rang(A) = rang(A") = r < n, s’ha de fer el mateix; pero una vegada
escollit el menor d’ordre r, s’ha de transformar el sistema d’equacions inicial, de
manera que les incognites que no corresponguin amb una columna del menor
anterior, s’han de situar a I’altre costat del signe igual. Aixi s’obtindra un sistema
amb r incognites, que es podra expressar en forma matricial. Aixi, també la B
contindra alguna de les incognites. Ara ja es podra resoldre el nou sistema de la
mateixa forma (perque es tracta d’un sistema amb 7 incognites, la matriu de la qual té
rang r). S’ha d’assenyalar que la solucid, en aquest cas, vindra donada en termes
d’algunes de les incognites, per la qual cosa no sera una soluci6 tnica.

Per exemple, el sistema

xX+y+z-w=1 I 1 1 -1\ «x |
y—z+w=-1 . 0 -1 1|y -1

que equival a =
3x +6z—-6w=06 30 6 6|z 6
—-y+z-w=1 0 -1 1 —-1)\w 1

en aquest cas, rang(A) = rang(A") = 2 < 4. Per tant, primer s’ha de modificar el
sistema original:

x+y+z-w=1 x+y=1l—-z+w

y—z+w=-1 y==l+z-w
=

3x +6z—-6w=06 3x =6 —-6z+6w

-y+z-w=1 -y=1-z+w

que en forma matricial s’expressa aixi:

1 1 1- z+w
0 1| «x —1+z-w
30 [yjz 6 62+6w
0 -1 I- z+w

si escollim un menor de rang 2 obtenim:
I Yx) (l-z+w
0 1)\y) (~l+z-w
per tant,
X (1 1Y (1=z+w ) (1 =1\(1-z+w ) (2-2z+2w
y) o 1) (<1+z=w) (0 1/{-1+z—w) [ -14z-w

podem donar el valor que vulguem a z i w, i per cadascun d’aquests tindrem una
solucio del sistema.

Com es fan servir les matrius per a agilitar el métode de Gauss?

Es pot reescriure el métode de Gauss par a la resolucioé d’equacions,
utilitzant només la matriu ampliada del sistema, sense necessitat d’escriure
repetidament les incognites.
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Es pot utilitzar el métode de Gauss par a la resolucié d’equacions transformant
només la matriu ampliada, sense necessitat d’escriure repetidament les incognites.
Aixi, per exemple, per a resoldre aquest sistema:

X -y =0
2x-2y+ z +2w=4
y +w =0
2z4+ w =5

els passos a seguir utilitzant Gauss serien:

X -y =0 xX—=y =0
2x_2y+ z +2W:4 221 5 z +2WZ4 intercanvi 2°/3*
y +w=0 y +w=0
2z4+ w =5 2z4+ w=5
xX=y =0 X—y =0
intercanvi 2°/3* y +w=0 42032 y + w =0
z +2w=4 z+ 2w =4
2z+ w =5 —3w=-3

i a continuacio s’usa la substitucio cap a enrere.

Aquests passos es poden escriure matricialment, utilitzant la matriu ampliada:

I -1 0 1 -1 0
2 _2 1 2 4 2210 1 2 4 intercanvi 2°/3*
— _intereanvi 23"
1 1]0 1 10
2 115 2 115
I -1 0 1 -1
intercamvi 2%/3* l 1 O 420.30 l l 0
1 2|4 1 2 |4
2 115 3023

1, a continuacid, s’aplica la substitucid cap a enrere. D’aquesta manera se simplifica
bastant ’expressio de la resolucio.
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