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Capitol 1. Discontinuitats matematiques i didactiqu es

entre la Secundaria i la Universitat







1.1. Les dificultats dels alumnes de matematiques e  n el pas de

secundaria a la universitat

En els darrers anys ha anat creixent la conviaméakde que “alguna cosa no va bé” en
'ensenyament de les matematiques, tant a la Sadancom a la Universitat, degut a
les grans dificultats amb que es troben els alungues inicien els primers cursos
universitaris. Sens dubte la generalitzacio de skayament secundari |,
correlativament, de I'ensenyament universités un dels principals factors del canvi i,
en consequéncia, del desajust que s’ha produie déesr dues institucions docents,
acostumades en un passat a ensenyar només atwiali molt seleccionada. Des de
fa uns anys, la impressio que s’ha creat una fssatre I'ensenyament secundari i
'universitari ha fet sorgir un nombre importantestudis sobre eproblema de la
transicié secundaria — universitgdb ensenyament secundari — ensenyament terciari)
relatius a la majoria de disciplines ensenyaddgrnmeria, medecina, dret, educacio,
fisica, ciencies, matematiques, estadistica, imdtioa, geografia, economia,

comptabilitat, administracié i empreS$a.

Aixi per exemple, trobem que, a paisos com Ausirdlianada, Xina, Mexic, Regne
Unit o Franca, on hem tingut accés a investigaceamsaquest camphi ha la mateixa

preocupacio que a l'estat Espanyol. Els estudisevala linia que la Universitat en els
darrers anys s’ha “obert a tothom”, és a dir, alExasper una elit intel-lectual i ara hi
pot accedir qualsevol alumne de Secundaria. Aquesteada massiva d’alumnes
provoca un augment de la diversitat que el sistdimasenyament universitari no ha
sabut assimilar. La universitat segueix basicanaenb els mateixos plans d’estudi,
metodologies didactiques i sistemes d’avaluacié fue0 anys, no s’ha fet una
adaptacio a la nova situacio, ni els plans d’eshadi estat modificats en funcié de la

nova realitat.

! Segons dades estadistiques de la Unesco, a Elianyal 970 hi havia una mica més de 9 milions de
matriculats en la Universitat. A finals dels 90uesta xifra s’havia triplicat.

2 Evans (2004) presenta un recull molt complet déstes investigacions, abastant des dels estudis més
geneérics (sociologics o pedagogics) fins als efipeale les diferents disciplines ensenyades. arpr
veure que hi ha estudis sobre el problema densiti@ Secundaria — Universitat relatius a la majde
disciplines ensenyades.

% Bloch i Ghedamsi (2004), Dong(2004), Evans(20Bi)yles (2001), Kajander(2005) i Luk(2005).



Més concretament, a nivell espanyol, trobem que,d#ela implantacié de la darrera
reforma educativa (LOGSE) amb I'extensi6 de I'erys@ment secundari fins als 16 anys
s’ha generat una diversitat enorme en I'extendigprofundiment dels coneixements
matematics dels alumnes que posteriorment inicialaseus estudis universitaris. Aixo
ha provocat una disminucid, moltes vegades conscigels nivells d’exigéncia
matematica, tant a 'ensenyament secundari conetsitari. La distancia entre la nova
secundaria i la universitat s’esta agreujant tgoe algunes universitats espanyoles
proposen des de fa uns anys uns “cursos pont” gbadet facilitar la transicié entre
ambdues institucions. En aquesta linea, un matemgatminent com Miguel de
Guzman, reconegut arreu per la seva dedicacionaillara de I'ensenyament de les
matematiques, advocava al diari “El Pais” sobrenéxessitat de la “creacid i

generalitzacio dels cursos pont en les universgspsinyoles”:

[...] Se te cae el alma a los pies cuando compana® llegan ahora a cémo
llegaban los estudiantes hace 10 afios. Parec@aisoAntes, muchas cosas
se daban por sabidas; ahora te das cuenta de qjugtaelementales no las

saben y los primeros meses no se enteran de'nada.

Veiem doncs que la sensacio de fracas que ja elstapaaestesa entre els professors de
secundaria, va acabar arribant també als professoirgersitaris. | la universitat
comenca a reaccionar per tal dintentar pal-liarpetblema. En el cas de les
matematiques, Degans i Directors de Matematiquekganitzar reunions regulars per

abordar el tema.Algunes de les conclusions a les que van arrifrates segiients:

- Necessitat d’adaptar els plans d’estudi univeisitak nou perfil d'alumne que
arriba de Secundaria

- Intervencié per part de la comunitat matematicdaeformacio del professorat
d’ensenyament secundari.

- Promoci6 de la investigacié I+D en Didactica deNegematiques.

4 “Los cientificos proponen un acceso a la univeigor areas de conocimiento” (“El Pais”, 24 de
setembre de 2001).

® Santiago de Compostela, 18 i 19 de Febrer de 2B@fselona, 28 i 29 de novembre de 2000 i
Valladolid, 18 i 19 de setembre de 2001.



No pretenem, en aquest treball, analitzar el femoseiologic de la transformacio
massiva de l'alumnat universitari. Tampoc no volemtrar en el debat sobre
'adequacio entre la realitat i la percepcio quetemen els propis actors que viuen
aquest fenomen. El treball que aqui presentemipaltela situacié actual en la qual la
universitat proposa “cursos pont” o, com els anamem nosaltres, “cursos
propedéutics”. En aquest estat de fets, ens propaswlitzar les possibles funcions
“remediadores” d’aquests cursos, fer-ne una prepaktiacticament fonamentada,
experimentar-la i avaluar-la empiricament. Per @adirem dels resultats obtinguts per
Cecilio Fonseca en la seva tesi doctoral en dickatie les matematiques titulada:
“Discontinuidades matematicas y didacticas entr®daundaria y la Universidad’En
ella s’hi mostra que el bagatge de coneixementemmtics amb qué els alumnes de
Secundaria arriben a la universitat sobn un conjuntt poc articulat de nocions i
tecnigues molt puntuals i rigides. S’esgrimeix di@ la necessitat de dissenyar,
experimentar i avaluar nous dispositius didactiestpl de superar el que anomena la
desarticulacié del curriculum de Matematiques deuBdariai poder sobrepassar aixi
les discontinuitats detectades. Nosaltres proposam@ final del nostre estudi
experimental, que el remei via un “curs pont” naiga solucio viable. El problema de
fons és una pérdua general de sentit de les matgrsitque s’ensenyen als dos nivells
educatius i, malgrat que les consequencies mésblessiapareixen en el pas de
Secundaria a la Universitat, calen també nous disps didactics per superar la

desarticulacié del curriculuomiversitaride matematiques.

La nostra recerca, al igual que el treball de Fomspie prenem com a punt de partida,
se situen en I'ambit d’investigacio conegut conmfiGeament antropologic en didactica
de les matematiques. Presentarem breument els émsuinprincipals elements teorics
d’aguest ambit abans de centrar-nos amb més dgtalll problema esmentat de la
desarticulacié del curriculum de matematiques imfdar el problema general

d’investigacié que presentem aqui.

® Fonseca (2004).
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1.2. El marc teoric: la Teoria Antropologica del Di  dactic

En aquest apartat presentem les nocions basiqlesade teoric en el que ens situem:
la Teoria Antropologica del Didactic (TAD) iniciageer Chevallard a finals dels anys
80. Ho farem proposant una “reconstruccié histéram les evolucions dels diversos
enfocaments en investigacié en didactica seguiptdposta de Gascon (1998), alhora
gue proposarem una interpretacié de l'ampliaciogmssiva de la problematica

didactica que conflueix en la Teoria Antropologited Didactic.

1.2.1. La Didactica de les Matematiques com a disci  plina cientifica

Tradicionalment es considerava que I'ensenyamefgsdmatematiques era un art i, en
consequencia, no estava sotmes a les regles diclicp cientifica.

El que caracteritza I'enfocament classic en didaatie les matematiques és la suposicio
acritica que etoneixement matematic no és problematie el problema rau en el seu
ensenyament i aprenentatggque els sabers que s'utilitzen per descriurgarpretar els
fets educatius (pedagogia, psicologia, sociologta,) poden ser “aplicats” pero no
poden semodificats com a conseqiiencia d’aquesta aplicacjgartir d’aqui, es poden
distingir dos enfocaments successius en el desgmalent de la problematica
didactica classica. El primer, centrat eapfenentatge de I'alumneé com a objecte
primari d’investigacio elconeixement matematic de l'alummela seva evolucio,
delegant explicitament a lasicologiala fonamentacié cientifica de la didactica. El
segon enfocament amplia la problematiidactica introduintqtiestions relatives al
professor i a la seva formacid professianklobjecte primari d’investigacio és, per
tant, l'activitat i el pensament del professdEn aquest cas, es necessita una base
multidisciplinar molt més amplia que inclogui, entf'altres, lgpsicologia educativaa

sociologiai I epistemologia de les matematiques tal de fonamentar la investigacio.

Segons Gascon (1998), un cop superada aquesta mtyogentifica centrada en la
problematica espontania de I'ensenyament i apratgmide les matematiques, en la
qual els problemes didactics es formulen en elsdsr propis de la institucié
d’ensenyament considerada, és possible distings glmgrames d’investigacio: el
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programa cognitiui el programa epistemologigue, en disposar d’'un marc teoric
especific per a la descripcié dels fenomens dicsctiambé proposen una manera
propia de delimitar la realitat didactica i formulas problemes que s’hi plantegen.
Sense entrar gaire en detall, podem dir que elr&mg Cognitiu d’investigacidé en
didactica de les matematiques accepta com a hipdtasica que els fenomens relatius
a I'ensenyament i I'aprenentatge de les matematiduen particular, els fenomens
indesitjables relatius al denominat “fracas es¢plaoden ser explicats a partir de les
caracteristiques individuals dels subjectes (atihals, cognitives, motivacionals,
psicologiques, linglistiques, etc.) i que aquestesstitueixen la principal porta
d’entrada per actuar sobre ells. La forma particdliantegrar “el pedagogic” i “el
matematic” que es duu a terme en aquest prograrf@pgenent com a objecte primari

d’estudi I'aprenentatge (i el coneixement) matematic de I'aleim

A principis dels anys 70, l'investigador francesy@rousseau, va veure la necessitat
de crear un model propi, explicit i contrastabld’detivitat matematica que no es pot
reduir a l'estudi dels processos cognitius delsnalkes. L'objecte d’estudi no és
'alumne sind lasituacié didacticaper mitja de la qual els alumnes aconsegueixen
apropiar-se d’'ursaber matematic especifja constituit o en vies de constitucié. Es
passa aixi a considerar @locés d’ensenyament-aprenentatge en sityaamibenent-se
per situacio didacticael conjunt de relacions establertes explicitanoemiplicitament
entre els diversos elements que la composen:

- 'alumneo el grup d’alumnes,

- la interaccié de I'alumne amb umedi format per un conjunt d’objectes i

instrumentssense intencio didactica

- el professor 0 “instancia ensenyant”, que proposa a l'alumnéereits

situacions amb la intencié de fer que s’apropiimdsaber matematic.
Es constitueix aixi el naixement de la Teoria de $éuacions Didactiques (TSD), la
principal revolucio de la qual va ser postular égessitat d’'una modelitzacioé explicita i
contrastable detaber matemati¢en termes de situacions). L’ampliacio clau vaeder
postulat de Brousseau (1986) de qotefenomen didactic té un component matematic
essencigl la qual cosa comporta la problematitzacié deleca@ment matematic i la
necessitat d’elaboramodels epistemologicd’aquest coneixemengspecifics de la
didactica D’aqui que la didactica de les matematiques gaegnmitza Brousseau també

sigui coneguda com dproximacié epistemologica programa epistemologien
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didactica de les matematiques, en contraposicipraframa cognitiu que citavem

anteriorment.

La necessitat d’estudiar les condicions de creaditusio del coneixement matematic
en les diferents institucions socials, des d’agselproductores o creadores del
coneixement, fins a les que l'utilitzen com a insient, passant per les institucions més
propiament didactiques, és a dir, centrades esdi@yament de les matematiques, és el
punt de partida de I'anomenahfocament antropologicreat per I'investigador Yves
Chevallard, alumne de Brousseau, a finals dels 8dysaquest enfocament, que suposa
una ampliacié de la problematica de la Teoria deSikuacions Didactiques, neix amb
les primeres teoritzacions sobre el procés tidasposicio didactica(Chevallard
1985/1991), que posa de manifest que no és possitdgpretar lamatematicani
I'activitat matematicaque s’estudia a l'escola sense tenir en compte nfene
relacionats amb els processoqm@gconstruccio de les matematiqupse tenen I'origen

en la institucio productora dels sabers matematics.

Sense voler entrar en detall aqui, només direnlajteoria de la transposicio didactica
distingeix diferents tipus de “sabers” (figura 1)egintervenen en tots els processos
d’ensenyament i aprenentatge:
> El “saber savi” 0 saber matematic tal com el prodisecomunitat cientifica;
> El “saber matematic a ensenyar” tal com és desigfi@alment pels programes
oficials i llibres o tractats per a I'ensenyament;
> EIl “saber matematic ensenyat” tal com és realmasémyat pels professors a
laula;
> El “saber matematic apres” o construit pels alumakdinal del procés

d’ensenyament-aprenentatge i que esdevé dispop#rlea nous processos

d’estudi.

et .
: T ; :

1 .
: Saber savi Saber a ensenyar | ; Saber ensenyat Saber aprés : !
i Institucions Sistema educatiu, | Escola, aula, Comunitat d’estudi, [ ; !
i productores del saber «noosfera » i «institucié escolar » «grup d'alumnes i :
I 1 '

! '

1 .
: i ESCOLA b
. . P |
E SOCIETAT L e e o o e e o o o e i i | I

figura 1
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Un cop posat en evidéencia el procés de transposiiciactica, amb la consequent
ampliacié de I'objecte d’estudi de la didactica @ied suposa, el que cal és disposar
d’'un model prou ric per poder descriure el sabeematic tant si se situa a la institucié
“savia” com si es tracta de la practica d'un estntiuniversitari o d’un alumne de
primaria. En aquest punt el model de les situacthdactiques proposat per Brousseau
sembla plantejar dificultats importants i Chevallartrodueix la nocié dpraxeologiao

d’organitzacio praxeologicaom a element basic per a la descripcio del saber.

1.2.2. Com descriure l'activitat matematica: lanoc 16 d’organitzacio

matematica

Una de les nocions claus de la TAD és la nocio rgdaitzacié praxeologica” o

“praxeologia matematica”. Segons el mateix Chexa2006):

Una praxeologia es, de algin modo, la unidad b&sicgue uno puede analizar la accién
humana en general. [...] ¢Qué es exactamente amaqgbogia? Podemos confiar en la
etimologia para guiarnos aqui —uno puede analizatquier acto humano en dos
componentes principales interrelacionagwsxis i.e. la parte practica, por un lado, y el
logos por el otro.“Logos” es una palabra griega que, desde los tiempos prétsos,
ha sido utilizada constantemente para hacer rafiereal pensamiento y razonamiento
humano -—particularmente sobre el cosmos. [..] [@mierdo con] un principio
fundamental de la TAD —la teoria antropoldgica dedidactico-, no pueden existir
acciones humanas sin ser, al menos parcialmemntplicadas”, hechas “inteligibles”,
“justificadas”, “contabilizadas”, en cualquier éstde “razonamiento” que pueda abrazar
dicha explicacion o justificacion. Lpraxis, por tanto, implica elogos que, a su vez,
implica volver a lgoraxis. En efecto, todg@raxisrequiere un apoyo en kgosporque, a

la larga, ningin quehacer humano permanece sintico@s Por supuesto, una
praxeologia podria ser deficiente, por ejemplo pergu “praxis” se compone de una
técnica ineficaz —“técnica” es aqui la palabraiafipara designar una “forma de hacer’-
y su componente “logos” consta casi completameateuto sinsentido —jal menos desde

el punto de vista del praxeélogo!

La nocio de praxeologia o d’organitzacid6 matemafodl) constitueix aixi una eina
fonamental per modelitzar I'activitat matematicanse atribuir-li cap especificitat, és a
dir, considerant-la com una activitat humana mésnQota obra humana, una OM

sorgeix com una resposta a un conjunt de guestiaih®ra com un mitja per realitzar,
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en el si de certa institucio, determinades tasgueBlematiques. S’hi poden distingir
dos aspectes inseparables:

- El nivell de la practica matematica @raxis’ (saber fer) que consta d’'un
conjunt detasquesmaterialitzades en diferentgpus de problemeéT)) i d’'un
conjunt detecniques(t) o “maneres de fer’, més o menys sistematiques i
compartides en la institucid, que son utils peru d terme les tasques
esmentades. Es important subratllar que les téesiquatematiques només
excepcionalment tenen un caracter algorismic.

- El discurs raonat sobre la practicalogbs” (saber), en el que se situen, en un
primer nivell, el discurs que descriu, explica stjfica la técnica i que
anomenem léecnologia(B), i un segon nivell de fonamentacié de la tecnialog
gue anomenenteoria (®) i que fa respecte de la tecnologia el mateix pape
descriptiu i justificatiu que el de la tecnologispecta de la tecnica.

Cal afegir que lesasques problematiques questions associades a una OM acaben
cristal-litzant en un o métpus de problemesgenerats pel desenvolupament de
I'activitat matematica d’estudi de les gulestiongials. En general, podem dir que si
tenim un tipus de problemes en una institucio dateada €s perqué en aquesta
institucio existeix unaecnica matematicaue permet, no tan sols resoldre aquests
problemes, sind generar molts més problemes deixn@ius. Cap tecnica no pot viure
amb normalitat en una institucié si no apareix agm manera de fer alhora correcta,
comprensible i justificada per a la comunitat. Ret, I'existencia d’'unéecnicasuposa
que existeixi en el seu entorn discurs interpretatiu justificatiu de la tecnicaque és

el que s’anomena urtacnologiague, a més de justificar-la i fer-la intel-ligibk&, la
important funcié d’aportar elements per modificartécnica amb la finalitat d’ampliar
el seu abast per tal de superar les seves limits¢iter possible la produccio de noves
tecniques. També formen part de la tecnologia &d@@ una técnica les proposicions
que descriuen el seu abast, la seva relaci6 ambsatécniques, les possible
generalitzacions i les causes de les seves limraciLa tecnologia associada a una
técnica és un discurs matematic que també requeareixinterpretacio i justificacio
institucional. Lateoria (associada a una tecnologia) és la tecnologia d&qu

tecnologia i constitueix I'altim nivell de justifecio de I'activitat.
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Aquesta breu descripcioé dels components d’una Ofbga de manifest que, lluny de
ser independents, estan fortament relacionats shtr&mb aixo volem dir que, per
exemple, el desenvolupament de les técniques ganasatipus de problemes i provoca
noves necessitats explicatives i justificativessiStema format per aquests dos nivells
(praxisi logog, o0 aquests quatre components (tipus de problegmsgues, tecnologia

i teoria), constitueix una praxeologia (o orgargtéa matematica que considerem com
la unitat minima d’analisen qué pot ser descrita I'activitat matematicentfilicament,
OM=[T,1,6,0].

Totes lesnocionsvistes: “tipus de problemes”, “técniques”, “tecrgild’ i “teoria” s6n
doblement relativesEn primer lloc, sénrelatives a la institucié de referencia.
considerada Aix0 significa que el que és considerat com uasca (0 técnica o
tecnologia o teoria) matematica en una instituaot@é perqué ser-ho en una altra
institucio. De fet, donada una institucié, nomésrieam de considerar-se com a tipus de
tasquesl aquelles per a les quals es disposa d’algun tipugcnicar amb un minim
entorn tecnologicq, ®], més o menys explicit (encara que aquest entgu del tipus
“ho fem aixi perque sempre s’ha fet aixi”). Perrape, a Secundaria, la descomposicio
en factors primers de nombres “petits” és una tgse@ la de nombres “grans” no ho
és, mentre que si ho sera a I'ensenyament uniaerdé |la teoria de nombres o0 en un
centre de recerca sobre criptografia. Per simedsigagodria dir que les tecnigues sempre
donen resposta a algun dels tipus de tasques qpedes plantejar en la institucio,
encara que de vegades puguin existir eines i mauderéer que responguin a questions
gue ja no es plantegin (veure, per a més detdilsy&llard, Bosch i Gascon, 1997).

En segon lloc, les nocions de tipus de tasquesigiées, tecnologia i teoria son
relatives a lafuncié6 que fa cada objecte matematic en una activitatemmatica
determinada. Per exemple, el Teorema de Bolzanofymationar, en una mateixa
institucid, com undecnicaper trobar zeros de funcions de variable real @qunsisteix
en avaluar la funcié en un interval, després gouat mig de l'inteval, i comparar els
signes dels valors obtinguts, etc.), com un elerreamologic o teoric (per exemple per
justificar que tota funcié continua en un interfaly] tal quef(a)-f(b) < 0 té un zero en
aquest intervald, fins i tot, com a part d’'una tasca (en la residla’'un problema més

ampli). Aquest és un dels interessos de la nociépdeeologia o organitzacio
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matematica: la de permetre distingir les diferefutscions que poden prendre els
objectes matematics en les diferents instituciamsats i en les diferents activitats

institucionals.

1.2.3. Classes de praxeologies: estructures de comp  lexitat creixent

Per tenir eines meés precises per analitzar elsepsos didactics institucionals,
Chevallard (1999) va introduir la distincié entrigecents tipus de praxeologies segons

el grau de complexitat dels seus components:

(a) Direm que unarganitzacio(o praxeologig matematicaés puntual(OMP) en una
institucio si esta generada pel que es considera arstitucié com un unit¢ipus de
tasquesT. Es per aix0 que la nocié d’'OMP és relativa anfditucio considerada i esta

definida, en principi, a partir del bloc practictte [T/h].

Per descriure cada OMP, hauriem de detallar amtia geecisio el tipus exacte de
tasques que estem considerant i les petites vansicie la tecnica que es consideren en
la institucio de referéncia com una “mateixa teaghi€ins i tot, seria precis especificar
en quin punt una determinada variacio d'una tecomereta ja no pot ser considerada
per la institucié de referencia com la “mateixaértiea i, per tant, quines son les noves
OMP que apareixen i quina és la seva relacié a@bIP inicials. També s’haurien de
descriure els elements tecnologics que permetriescriire i interpretar aquesta
activitat matematica (encara que quedin impligjtéins i tot, la teoria que constitueix

I'horitzé en el que podria situar-se.

(b) Direm que unabrganitzacio(o praxeologig matematicaés local (OML) en una
institucio si s’obté com a resultat de la integbade diverses praxeologigsintuals
Cada OML esta caracteritzada per ueanologia 6, que serveix per a justificar,
explicar, relacionar entre si i produir les tecesjae totes les OMP que la integren. En
general les OMPs’integren en OMLper a poder donar resposta satisfactoria a un
conjunt degliestions problematiquegie no es podien resoldre completament en cap de
les OMP de partida. Al llarg dgdrocés d’estudique és a la vegada un procés de

(re)construcciod’'una OML en la institucié de referéncias va desenvolupant un
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discurs tecnologiccoml que permetlescriure interpretar, justificar, explicar i

relacionar entre si a les antiguégcniques matematigueaixi comproduir tecniques
“noves. De fet, en el pas d'un conjunt dOMP a una UniO&dIL, es posa en
funcionament i pren protagonisme en el discursdiégic 6 que caracteritza 'OML en

guestio.

Aquestes noves glestions problematiques haurienodstituir la “rad de ser” que

donessin sentit a 'OML. Paradoxalment, en deteach@s institucions matematiques é€s
té que, a mida que les OMP s’integren per a cangtrganitzacions més complexes, la
relacio entre la questio i la resposta tendeixvariir-se, fins al punt que les “raons de

ser” tendeixen a desapareéixer (Chevallard, 1999).

Una caracteristica molt marcada del discurs tegmwl®é associat a una OML és la
preponderancia de la funcié justificatifgue assegura que cada técnica serveix per al
que ha de servir i dona el resultat que ha de Jqgearsobre de la funcio explicativa
(que hauria d’aclarir per que la técnica és coarguertinent i eficag). Aquest fenomen
té relacio amb el fet que, en cada institucié,gqualsevol tipus de tasques, es tendeix
a privilegiar una unica técnica que es considesdaquesta institucié com “la manera
evident e inqlestionable de resoldre les tasquleSpdis en questid”. Aquesta tecnica
privilegiada per la institucid, al ser inquestioleabno tenir una técnica rival, pot arribar
a assumir un caractautotecnologit dificultant aixi el seu desenvolupament (perqué
s’ignoren les seves limitacions) i la seva integraen praxeologies més amplies.
Aquest és doncs, un primer tret de la dificultatitacional per a integrar varies OMP
en una OML.

(c) Direm que unarganitzacio(o praxeologig matematicaésregional (OMR) en una
institucio si s’obté mitjancant la coordinacio,i@untacio i posterior integracio, al voltant
d’'una teoria matematicacomu ©, de diverses OML. La reconstruccio institucional
d’'una teoria matematica requereix elaboraidlenguatgecomuque permeti descriure,
interpretar, relacionar, justificar i produir les diferents tecnologies de les OML que
integren 'OMR.

" Es tracta de técniques tant naturalitzades i panesits, que no semblen “necessitar” cap justificac
externa a elles mateixes, més enlla del fet quacfunen”.
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De la mateixa forma que era facitar exemples dtiquetesd’OMP concretes, també
és relativament senziltitar mitjangant etiquetes exemples d’'OMR especifiquies.
efecte, per a fer referencia a una OMR hi hauricisut en citar laeoria matematica
comu® que serveix, en cada cas, per a unificar-la. Reraou, s’ha de reconeéixer, que
per a descriure adequadament una OMR seria presiigre, a més de la teoria
unificadora, les OMLlgue la integren, les relacions que s’estableixédnedas OML
constituents i les noves questions problematiquespgden abordar-se en la OMR final

i que no podien abordar-se en cap de les OML isicia

(d) Finalment, direm que unarganitzacio (0 praxeologig matematicaés global
(OMG) en una institucié determinada quan s’obtéupgnt varies praxeologies
considerades com a regionals en aquesta institupsrtir de la integracio de diferents

teories.

Les nocions d’organitzacié matematica puntual,llagggional i global s6n centrals en
el treball que aqui presentem. En particular, jaigan paper primordial el que
anomenem, seguint Fonseca (2004) i Bosch, Fonséeaadon (2004)prganitzacions
matematiques locals completeselativament completes. Aquesta caracteritzdeites
OML, que especificarem més endavant (8§ 1.3.1),efaréncia al fet que les OML
considerades integrin tots els ingredients praxgcdonecessaris per constituir una bona
articulacié de les OMP que contenen. Es a dir,semgra per distingir la integracio de
diferents OMP entorn a un discurs tecnologicoteodmu del que seria una simple

juxtaposicio d’'OMP independents i poc relacionagiese si.

1.2.4. El procés d’estudi d’'una organitzacio matema  tica: moments

de I'estudi i organitzacions didactiques

A les institucions socials constantment apareixgnasions que requereixen una
resposta per part dels subjectes. Quan no es cagaesta resposta, €s a dir, quan la
institucié no disposa d’'una tecnica coneguda perday la situacid, aquesta esdeveé
problematica. La resposta que busquem no és umdesinformacié, sind que per poder

abordar el problema eficientment sera necessaglabbracié d'una técnica i, més
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concretament, una praxeologia completa que contieigtipus de problema plantejat.
La creaci6 o reconstruccio de la nova praxeologiestitueix urprocés d’estudi

Les praxeologies matematiques no sorgeixen de forstantania en les institucions, ni
apareixen acabades de forma definitiva: més aotagltcontrari, sén el resultat d'un
treball complex i continuat. Apareixen aqui dos ea$ps inseparables del treball
matematic: per una banda, el procés de construecaiématica, corresponent@bcés
d’estudi i, per altra banda, el resultat de la construcéi®,a dir, la praxeologia
matematica cristal-litzada. En efect®, hi ha organitzacions matematiques sense un
procés d’estudgue les generi, perd tampoc hi ha procés d’estedss organitzaci

matematica exonstruccio

La consideracid de diversos processos de congbruoeitematica permet detectar
aspectes invariants presents en tots ells, és, aidiensions o aspectes de l'activitat
matematica que estructuren qualsevol procés d’elalibmatematica independentment
de caracteristiqgues culturals, socials, individuaks. La noci6 denoment didactic
s'utilitza, no tant en el sentit cronologic, com ensentit dedimensio de l'activitat
Chevallard (1999) postula que el procés d’estudiitt® en un espai determinat per sis

moments didactics, sense pressuposar que I'estaudéli procés sigui lineal.

Cada moment pot ser viscut amb diverses intenséatdiversos temps, tantes vegades
com es necessiti al llarg del procés d’estudi $ firtot és habitual que alguns d’ells
apareguin simultaniament. El que si és importastadar és que cada un dels sis
moments o dimensions de I'estudi té una funcié @fipa necessaria per portar a bon
terme el procés i que existeix udamamica interna globalque es manifesta en el
caracter invariant de certes relacions entre &gscmoments. En altres paraules, el que
és important no és l'ordre en gue es realitzenli#sents moments del procés d’estudi,

sino I'estructura interna de les relacions quediastablir-se entre ells.

Els sis moments didactics son: el momentptegher encontre el momentexploratori

el moment deltreball de la técnicael momenttecnologicoteoric el moment de la
institucionalitzacioi el moment de Avaluacid En un cas “ideal” en el qual I'activitat
matematica genera una OML relativament completa, rabments didactics es

caracteritzen pel seguent:
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OD1. EI moment del primer encontria referéncia a la primera vegada que els
estudiants entren en contacte amb algun tipus siea t& associat a una questio
matematicay “amb sentit” i que condueixi a algun lloc; aix@ifica que la OML que
conté aquest tipus de tascahk de respondre a certes gliestions que sorgaixenae
situacio (matematica o extramatematica), questipesno poden ser respostes per cap
OMP i que constitueixen les raons de ser de 'OMIg@éestio. El primer moment es pot
viure varies vegades al llarg de tot el procéstdtés La funcio principal d’aquest

moment és la de fer “existir” els components d’Op#Hr a la comunitat d’estudi.

OD2. El moment exploratoriEs el moment en el qual s’explora la tasca proateEa
(T i s’elabora una técnice relativa a aquesta. Es poden diferenciar dues ®tépe
primera que correspon a la recerca de técniquescamsmes per poder solucionar les
guestions problematiques que es plantegen i lansegio la que I'estudiant ha d’arribar
a tractar els problemes concrets dins d’un camprdelemes i ser capag d'utilitzar la
técnica matematica per resoldre’ls. Es forma and dialéctica fonamental: estudiar
problemes és un medi que permet crear i posarraoflament una tecnica relativa als
problemes d’un mateix tipus, i aguesta tecnicavetmda passa a constituir un medi per

resoldre de manera quasi rutinaria els problemiesaiix tipus.

El procés de reconstruccié d'una OML ha de contaguests moments exploratoris en
els quals la comunitat d’estudi tingui I'oportunitke construir i comencar a utilitzar una
tecnica inicialto potencialment util per a realitzar les tasquestigbels T, Aquesta

exploracié ha de permetre comparar les variaci@ms due apareixen en abordar les

diferents tasques del tipug. T

OD3. El moment del treball de la técnidea de completar, en cert sentit, el moment
exploratori, que S’iniciautinitzant 1o fins provocar un desenvolupament progressiu de
la técnica. Aquest desenvolupament ha de geneamaigtees relativament noves per a la
comunitat d’estudi. El treball de la técnica ha abmtinuar fins que els estudiants
assoleixin urdomini robustdel conjunt de les técniques, el que provocaraglacio
progressiva deqla To i 'aparicio de nous tipus de tasques.
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Observem que aquesta activitat matematica compaortart grau dereativitatde nous
objectes matematics. Bloment del treball de la tecni@s, per tant, un moment molt
important del procés d’estudi pero les institucioidactiques actuals no disposen de
cap dispositiu “oficial” en el qual pugui viure esenvolupar-se aquesta dimensié de

I'activitat matematica (Chevallard, Bosch i Gasct®97).

OD4. El moment tecnologicoteories el de la constitucio d’un entorn tecnologicoteo
relatiu a la/les técniques. En la reconstruccid6 d’'una OML han d’apareixer eev
guestions matematiques relatives a les tecnigygsiestions relatives a la interpretacio,
justificacio, i assoliment de les tecniques, aiincde les relacions que s’estableixen
entre elles -anomenemtiestionament tecnologial conjunt d’aquestes questions-). La
resposta a aquestes questions requerira la reaitda noves tasques matematiques que
també passaran a integrar-se en 'OML en constiués necessari utilitzar un marc
tecnologicoteoricque és el que permetra construir (a més de pgatjfinterpretar i
relacionar) totes les técniques necessaries. Eaip&mque, quan no es fa referéncia al
procés de construccio, es diu que una OML estateaitzada per ungecnologia 6,

qgue engloba a totes les OMP que la integren.

OD5. El moment de lanstitucionalitzaciété per objectiu precisar el que és exactament
I'OML elaborada, especificant els elements quers'ted servir en la construccio i que
finalment han passat a formar part de 'OML, dofast d'un caracter oficial i
diferenciant-los clarament d’aquells altres elemenqie poden haver aparegut en la
construccio pero no han estat integrats en 'OMgudstanstitucionalitzaciéno ha de
referir-se Unicament a elements praxeologics sgjllatinstitucionalitzacio de qualsevol
component d'OML ha de fer referéncia (més o menydi@ta) a 'OML en el seu
conjunt, pel que podriem dir que el subjecte dendtitucionalitzacid6 és sempre, al

menys virtualment, una OML.

ODG6. El moment de I‘avaluacigorrespon a la dimensié de l'activitat matematioa g
requereix avaluala qualitat dels components d’OML construidds tipus de tasques
(¢ estan ben identificats?, ¢ existeixen especimditientment variats de cada tipus?, ¢ a
quines questions estan associats?,...); les teifgestan suficientment treballades?,

¢,son fiables?, ¢s6n economiques?, ¢son las méweprtper a realitzar las tasques
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presentades?....); i el discurs tecnologic (¢ésicisnfment explicit?, ¢ajuda
efectivament a interpretar i justificar les técrag®, ¢permet variar les tecniques en la

direccié adequada per a construir noves tecniqugs?.

Es important constatar fins a quin punt el modélpdecés de construccié de les OML
en termes denomentsesta relacionat amb I'estructura praxeologicaededML. Podem
dir llavors que en la mesura que es viuen i s’iegle manera funcional els diferents

moments de I'estudi, llavors el que es construera sna OML més “completd”.

1.2.5. Descripci6 de les organitzacions didactiques

Des del punt de vista de la TAD es postula gt activitat humana pot ser descrita en
termes de praxeologie&n el cas que I'activitatonsiderada sigui I'activitat d’estudi,
no n'és una excepcio. Aixo ens condueixcensiderar organitzacions d’estudi o
organitzacions didactiquegOD). D’aquesta manera, tot procés d'estudi de les
matematiques, com a procés de construcci@omnstruccio d’OM, consisteix en la
utilitzacié d’'una determinada OD, amb el smmponent practic (format pépus de
tasquesi técniques didactique¢s el seucomponent teoric (format peecnologiesi
teories didactigues De la mateixa maneran que les OM soén les unitats minimes
d’analisi de les practiques matematiques,OD so6n les unitats minimes d’analisi dels

processos didactics

Els moments de I'estudi proporcionen uns primeesnehts per descriure les OD. Si
considerem com a exemple prototipic de tasca dodalest que consisteix en “ensenyar
un determinat contingut matematic (o OML)”, llavdes tecniques didactiques que
permeten realitzar aquesta tasca es podran desenutermes dels dispositius emprats
per fer viure i gestionar els diferents moments I'dstudi. Formaran part de la
tecnologia i teoria didactiques associades elsudises explicatius i justificatius

d’aquestes técniques.

® Aquesta noci6 és central en la recerca que peseiria reprendrem més endavant a l'apartat 1.3.
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Per a poder caracteritzar I'organitzacié didactitana institucié escolar concreta
relativa a una organitzaci6 matematica, necessitenpunt de vista previ que ens
proporcioni criteris sobre que és el que hem demimamb quins objectius hem de
mirar-ho. Per fer-ho, ens basarem en la descrigggi@da per Bosch i Gascéon (2001)
qgue proposen un ‘“sistema de referéncia” tridimeradiaque hauria de tenir agquesta

funcié metodologica.

Imaginen un hipotétic espai tridimensional on cadadels seus punts representa una
organitzacié didactica ideal possible. Els eixok gistema de referéncia seleccionats
vénen representats per tres dels moments o dinmsnsi@ I'activitat matematica: el
moment tecnologicoteori®/®), el moment del treball de la tecnica)TV/ el moment
exploratori (Ex). En cada un d’aquests eixos egsibrganitzacions didactiques ideals
gue anomenaremmidimensionalper que es caracteritzen per centrar el procésudie
en una Unica dimensié del procés d’estudi (la queespon a I'eix en questio) donant-li
a aquesta una prioritat absoluta i oblidant, ogassit un paper molt secundari a les
restants dimensions. Apareixen aixi, respectivamest organitzacions didactiques
idealsteoricistes tecnicistesi modernistesCada un d’aquests tipus d’organitzacions
didactiques ideals pot caracteritzar-se complemamant, pel tipus de contracte
didactic institucional que defineix i que pot resuge fent referencia a la forma en com

es distribueixen les responsabilitats didactiquresreprocés d’estudi.

Entre les organitzacions didactiques ideals quequreen consideracié i comencen a
integrar dos moments o dimensions de l'activitatemetica citarem: OLzlassiques
OD empiristesi OD constructivistes Les organitzacions didactiquedassiques
combinen els moments tecnologicoteorics i del tteb@la tecnica, i es caracteritzen
entre altres coses per la trivialitzaciéo de I'atéity de resolucié de problemes i per
considerar que lI'ensenyament de les matematiquas §srocés mecanic totalment

controlable pel professor.

Les organitzacions didactiquesnpiristespretenen integrar els moments exploratori i
del treball de la técnica. Es caracteritzen p@réeminencia que atorguen a la resolucié
de problemes dins del procés didactic global i pensiderar que aprendre

matematiques €s un proces inductiu i autonom legskat imitacid i en la practica.
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Les organitzacions didactiquesnstructivisterenen simultaniament en consideracié
els moments tecnologicoteoric i exploratori. Esactaritzen per contextualitzar
I'activitat de resolucio de problemes situant-la @ma activitat més amplia i per
considerar que l'aprenentatge €s un proces actaoigtruccio de coneixements que es
duu a terme seguint unes fases determinades i @pendessencialment dels

coneixements adquirits amb anterioritat.

Cada un daquests tres tipus d’organitzacions tigiées ideals bidimensionals:
classiques, empiristes i constructivistes, es sitee un dels plans del sistema de
referencia que hem escollit en el nostre espaigdhitzacions didactiques ideals
possibles (veure figura 2).

E

T

Moderniste
CONSTRUCTIVIST ES
EMPIRISTES

Teoricistee —»  0/@

Tecnicistt

/ CLASSIOUES
Tt

figura 2

Cada un daquests tipus d'organitzacions didactiges sustenta en umodel
epistemologic generatle les matematiques, és a dir, en una forma pkatid
relativament precisa d’interpretar i descriure damitzaci6 matematica escolar
considerada com un tot. En concret, les organiimacididactiques classiques es
sustenten en eéuclideanismeles empiristes en els models epistemologjossi-
empiricsi les constructivistes en els models epistemotoganstructivisteg Gascon,
2001)
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1.2.6. El Model Epistemologic de Referencia (MER)

De la mateixa manera que hem proposat un “sistemrafdrencia” per a I'observacio i
analisi de les praxeologies didactiques, tambéeesssita un “model epistemologic de
referencia” des del qual poder observar, descriu@nalitzar les organitzacions
matematiques involucrades en els diferents prosa$sstudi. De fet, i com ja déiem al
principi del punt 1.2., aquesta necessitat coresktun dels fonaments de I'enfocament
epistemologic en didactica de les matematiquesimpuggura la Teoria de Situacions
Didactiques. El procés de transposicié didacticd.@g1.) també posa de manifest la
necessitat, per part de l'investigador en didactia prendre una posicid externa
respecte de les institucions que intervenen erragép didactic. Citant a Chevallard
(2006):

El que diu la teoria de la transposicié didacticd s que no hi ha un “sistema de

referéncia privilegiat” des del qual observar, dmat, jutjar el mén dels sabers i, més

ampliament, les praxeologies. El “saber savi” és fumcié i no una substancia, respecte

al qual el didacta s’ha de descentrar expressarbéamui es desprén que el treball del

didacta consisteixi, cada cop, en la construccit gistema de refereéncia mai definitiu

des del qual analitzar les praxeologies de lesquaktudia la difusio.

Tal com hem dit, la noci6é de praxeologia proporajogn aquest sentit, una eina eficag
per descriure l'activitat i el saber matematic gee desenvolupen en aquestes
institucions. Aquesta emancipacié epistemologicestitucional de la investigacio
didactica requereix un primer “gest” metodologic ad'analisi didactica que consisteix
en elaborar el que anomenem un model epistemoligiceferencia (MER) de les
activitats matematiques que s’ensenyen, estudapranen en els processos didactics
considerats. Com és evident, la descripcio del MEha activitat matematica es
realitzara en termes de praxeologies. Com postotaat Sierra en la seva tesi doctoral
(Sierra 2006):

El MER pot expressar-se en forma de successio abdigacions matematiques que
corresponen a l'elaboracié de respostes parcialsaaqiiestiéo problematica inicial. Cada
organitzaci6 matematica de la successié sorgeix ampliacid o desenvolupament de
l'organitzacié anterior, davant les limitacions gigsta per aportar respostes a les

glestions que es plantegen.
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Aixi doncs, donat un procés didactic en una deteada institucié en relacié a un
contingut matematic especific, el didacta haurdabl@ar una descripcié propia del
saber matematic en joc. Aquest model hauria dedpeela forma d’una successioé de
praxeologies i de questions problematiques a ledscauestes praxeologies aporten
una resposta (parcial i progressiva). Es evideet aguesta successio de qiiestions i
praxeologies no existeixen en el buit sind que Wd&apareixer institucionalment
contextualitzades. De fet, la descripcié del MERdRacompletar-se amb la descripcio
de la seva reconstruccio institucional i aixo reqixe en particular, que s’especifiquin
els medis i els mitjans de qué es disposa o s‘halgridisposar per elaborar les respostes

a les questions.

La transposiciéo didactica €s una eina especialnightper fer servir els models
epistemologics de referéncia que utilitzen els stigadors, ja que guia la mirada a
través de les diferents institucions involucradgsefl particular, de la comunitat
productora del saber savi, que és el principal gicir dels ingredients del MER) i
permet alhora senyalar les restriccions transpesita les que es veuen sotmeses les

“organitzacions a ensenyar” i les “organitzaciofec®vament ensenyades”.

1.2.7. Relacions entre organitzacions matematiques I didactiques: la

nocio de contracte i els nivells de codeterminacio

Per a precisar millor el nostre punt de partidkiiftccar els pressupostos que assumim
inicialment, explicitarem a continuacié una hipéddsasica del programa epistemologic
en didactica de las matematiques en la que juggaper important la nociéo de

“contracte didactic”. La nocié deontracte didactit introduida per Brousseau en el
marc de la Teoria de Situacions Didactiques, desarconjunt de clausules implicites
que distribueixen les responsabilitats reciproqgrésge els estudiants i el professor en
relacio al coneixement matematic en joc. Les clgssdel contracte didactic tenen un
caracter institucional (no depenen del professdurinnes concrets considerats sin6 del
tipus de centre d’ensenyament, dels seus cost@stiis docents) imarcadament tacit

° La noci6 de “contracte didactic” adquireix un semés precis en el marc detémria de les situacions
didactiques En Brousseau (1998) pot trobar-se una recopildei® treballs fundadors d’aquesta teoria,
publicats entre 1970 i 1990.
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(el contracte sempre esta present, perd no esxpbtitar). Aixo fa que les clausules
d’aquest contracte siguin dificils de modificafims i tot, de percebre, llevat dels casos
en qué precisament hi ha ruptura de contractegymmple perqué el professor proposa
als alumnes un tipus de tasques que ells no paslnm@r o, a la inversa, perqué els
alumnes exigeixen del professor un tipus d’ajuda ejino els pot atorgar a menys de
renunciar al projecte d’ensenyament que els urliacoBtracte didactic sempre esta
immers en un contracte més ampli, propi a I'ensereyd de totes les disciplines,
anomenat ekontracte pedagogiémmers, al seu torn, en wontracte escolameés
ampli. Si bé és clar que el contracte escolar eamevi el pas de Secundaria a la
Universitat, el que no és tan clar per als alumnastampoc sempre per als professors
— és veure en quin sentit queda afectat tambéndlaste pedagogic i, en ultim terme, el

propi contracte didactic.

Les nocions de contracte didactic (que afecta laeematiques), pedagogic (que afecta
I'ensenyament de les diferents disciplines) i emc@ljue afecta qualsevol activitat de
'escola en general) marquen una primera jerarguael conjunt de condicions i
restriccions institucionals que afecten el dissefy gestié dels processos didactics.
Aixi, per poder estudiar un determinat tema o dtgacié matematica, el fet que hi
hagi una escola, un ensenyament disciplinar i sergyament de les matematiques pot
oferir bonescondicionsper a la realitzacidé del procés d’estudi i delassdiferents
moments. Perd al mateix temps també estableix@onjunt derestriccionsper a dur a
terme aquest estudi, com és per exemple una desmtmiorganitzacié escolar i
pedagogica (divisio dels alumnes en grups d’edadiienciacié del temps escolar,
sistema general d’avaluaci6, etc.), adhuc didacfteanari organitzat en blocs de

continguts i temes, separacio entre disciplines).et

L’estudi de les condicions d’existéncia i evolud® les organitzacions matematiques i
didactiques mostra que, quan el professors i alar@s s’enfronten a un saber que s’ha
d’ensenyar i aprendre, el que pot passar esta detirminat per un conjunt de
condicions i restriccions que no es poden redangelles immediatament identificables
dins l'aula (coneixement previ dels alumnes i psete, material didactic disponible,
etc.). Encara que aquests aspectes siguin moltiamts, Chevallard va proposar fa uns

anys considerar una escala de “nivells de codetewid” (veure figura 3) que podria

28



ajudar els investigadors a identificar aquellesdozions que van més enlla de I'espai de
la classe i del coneixement o tema que es vol ist(@hevallard 2001, 2002b, 2004).

Civilitzacié > Societat> Escola> Pedagogi@> Disciplina-> Area> Sector> Tema—> Questio

Nivells genérics Nivells especifics a I'ambit matematic

figura 3

Els nivells de les qguestions, temes i sectors spaeen respectivament al de les
organitzacions matematiques puntuals, locals oreds i, per tant, no son categories
absolutes sind relatives a la institucio de refei@nMeés enlla ens trobem amb
amalgames d’OMR entorn de conjunts de teoriesdiribar a la disciplina matematica

globalment considerada.

A Bosch i Gascon (2006) hi trobem esmentada udasdprincipals funcions d’aquesta

jerarquia de nivells en I'analisi didactica:

¢Por qué una nueva ampliacion del objeto de estadida correspondiente complejidad
del marco tedrico? La respuesta es siempre la migara liberarse de las concepciones
espontaneas del conocimiento matematico que, dizanau objeto de estudio, los
investigadores podrian asumir sin cuestionarlasvigmente. Las praxeologias
“puntuales”, “locales”, “regionales” y “globales”escorresponden con los niveles
inferiores: los de la cuestion, el tema, el segtet area. Quiza debido a su familiaridad
con el “problema del profesor” (“dado un contenidatematico para ser ensefiado, ¢ cual
es la mejor forma de hacerlo?”), a menudo los déaasumen como incuestionable la
delimitacion de contenidos que ofrecen las insteneducativas o académicas. Hay que
situarse en un nivel de generalidad superior pegguntarse, por ejemplo, y dada una
organizacién curricular concreta, por qué estamdiios los contenidos en estos bloques
tematicos y no en otros, o cuales son los critgyéra determinar esta divisién y qué tipo
de restricciones causa sobre la actividad conajeta pueden realizar profesores y

estudiantes.

Un cop introduides les principals nocions de lariBeAntropologica del Didactic que
adoptem com a marc teoric i metodologic de reféagrnegem ara com ens permeten
formular el problema de l'aprenentatge de les matigmes en la transicié entre la

Secundaria i a la Universitat.
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1.3. El problema en la transicio entre la Secundari  aila

Universitat

En coheréncia amb els principis fonamentals defd@ament epistemologic en

didactica, postulem que molts dels fenomens dicksets a dir, relatius a I'estudi de les
matematiques— que apareixen en el transit de Sadand la Universitat poden ser

explicats en termes de les contradiccions, disoofiits o canvis bruscos entre els
contractes didactics institucionals vigents en amBdnstitucions. Aquests contractes
regeixen les organitzacions matematiques i didaesqespectives, és a dir, el tipus de
practiques matematiques que es poden desenvollg&rma com aquestes practiques
poden organitzar-se en cada institucio. Postulere festudi comparat de les

organitzacions matematiques i didactigues que eptasents a Secundaria i a la
Universitat permetra explicar millor les disconiiats entre les dues institucions

docents i els obstacles que dificulten el trantiteeelles.

1.3.1. Procés d’estudi i “completesa” de les organi tzacions

matematiques locals

En aquest apartat veurem que les caracteristiquesscomponents d’'una organitzacié
matematica local (OML) i, per tant, de la sevaugstira resultant son fruit del procés
de construccio d’aquesta OM (descrit a la secd@dImitjancant els moments didactics
OD1 - OD6) i que aquest procés, a la vegada,aatiifjuests components a mesura que
van sent produits, com a instruments imprescinglille I'activitat. A continuacio
citarem els set indicadors que introdueix Fonsekf204) per caracteritzar el que
anomena “grau de completesa” d’'una OML i que cardetaran el que entenem per

OML relativament completa

OMLL1. Integracio dels tipus de tasques i existeéncia d'gilestionament tecnologic

En una OML conviuen necessariament diferents tig@istasques problematiques i
tecniqgues que provenen de les diferents OMP quegrem I'OML i que estan
articulades per un discurs tecnologic comu. Aqdesturs sorgeix hormalment a partir
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dels successius desenvolupaments de les tecnigueada OMP i de la necessitat de
relacionar-les entre si. El grau de completesaad’@ML depén llavors degrau
d’integracié dels diferents tipus de tasquésntre ells han d’apareixer problemes
associats alduestionament tecnologide les técniques, és a dir, questions relatives a
la interpretacié, la justificacio, la fiabilitatetonomia i I'abast de les tecniques, aixi
com la seva comparacié. Una OML sera merysmpletaquants més tipus desques
aillades(realitzables mitjancant tecniques que no estarci@miades amb cap element

tecnologic) contingui.

OML2. Diferents técniques per a cada tipus de tasquestéds per escollir-les

Una OML seranés completa en la mesura en que, donat un tipusetode tasquesy T
d’OML, existeixin dos 0 més tecnigugsie poden ser variacions d’una mateixa tecnica)
gue permetin realitzar algunes de les tasques emscd’'aquest tipus. Aquest indicador
de la completesa comporta que en una OML relatimtncempleta existeixin els
elements tecnologics que permeten decjbr a cada tasca concreta, quina é€s la tecnica

meés fiable i economica per dur-la a terme.

OML3. Independéncia dels objectes ostensius que instruteertes técniques

La flexibilitat de les tecniques d’'una OML conséixi un altre indicador del seu grau de
completesa i comporta, en particular, que aquestesidentifiquin rigidament amb les
notacions, designacions, grafics o aliwbgectes ostensiy8osch, 1994) que s'utilitzen
per a descriure-les i per a aplicar-les. Al coitriar variabilitat técnica suposa que
s’acceptin diferents representacions ostensivesragp de I'activitat matematica en la
que estan immerses i fins i tot de la tasca espa@dbordada dins d’'un mateix tipus de

tasques.

OML4. Existéncia de tasques i de técniques “inverses”

Un altre indicador de la flexibilitat de les tecnés i, per tant, del grau de completesa de
I'OML el proporciona el fet que, per a cada tas€aT, i cada tecnica corresponent,
existeixi el que anomenarem L&cnica inversa der i que és una técnica (no
necessariament Unica) que permet realitzar la tBsftgsida intercanviant algunes de les
dades i les incognites de la tascRodem anomenar a aquesta Ultimdasza inversa

de t tot i que s’ha de dir que aquesta no esta definidvocament a partir de
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OMLS. Interpretacié del funcionament i del resultat d’aighr les técniques

En la mesura que una OML sigui més completa, epli@ngue, per a cada tecnicae
OML, existira en OML questions relatives a ilgerpretacié del funcionamerit el
resultatd’aplicart per realitzar una tasca o un tipus de tasques d'%uest aspecte
de la completesa implica que a OML existeixen Ements tecnologics necessaris per
realitzar aquesta interpretacio. De fet, aquestdefpretacié” haura de fer-se en
referencia a 'OML en el seu conjunt, en termess debmponents de 'OML i,

especialment, usant la tecnologia que la carazerit

OMLG6. Existéncia de tasques matematiquesberte$

Una OML sera més completa en la mesuraeqisteixin tipus de tasques matematiques
“obertes, és a dir, tipus de tasques matematiques enualls ¢es dades i les incognites
no estan prefixades completament a priori. En imegarnivell, les tasques obertes sén
aquelles en les quals les dades son valors conegses tracten com si fossin
desconeguts (parametres) i les incognites no soeseariament objectes matematics
concrets, sind que també poden ser relacions @stableixen entre certs objectes en
determinades condicions explicitades en I'enurséala tasca. Existeix un segon nivell
de tasques obertes en les quals l'estudiant ha etédid davant una situacio
determinada, quines dades ha d'utilitzar i quin@s Ies incognites més pertinents. En

aguest segon nivell s’'inclouen les tasquemddelitzaci6 matematica

OMLY7. Integracio d’elements tecnologics i incidencia sebia practica

Cada OML ve caracteritzada per uaanologia®. El grau de completesa d’OML depén
també del grau d’integracio interna dels elemestadlogics (components @i de la
incidéencia efectiva d@ sobre la practica matematica que es fa amb legi¢asi les
técniques d’'OML. En particular, un indicador im@ort del grau de completesa de
OML el constitueix la mesura en g@epermetconstruir técniques noveper a la

comunitat d’estudi) capaces d’ampliar els tipusadgues d’OML.
S’ha de subratllar de nou, que la noci6é de “coneghst és relativa. No té sentit parlar

d’'OML “completes ni dOML *incompletes Es tracta , en tots els casos, d’'una

questio de grau: existeixen OML més o menys “cotepleque altres en funcié del
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grau en que les seves components compleixin legdigons descrites pels indicadors
OML1 —OMLT7.

Dualment, i donada la relacié que hi ha entre edsnents del procés d’estudi d'una
OM i els seus components practicotecnics i tecriobdgorics, podem dir també que el
grau de completesa d’'una OML depen del grau enajlierg del procés de construccio
de OML, es compleixi®©D1 — OD6(veure § 1.2.4).

1.3.2. Les matematiques de Secundaria i les discont inuitats en el

pas a la Universitat

D’aqui en endavant anomenarem “S” i “U” les ingtituns escolars de I'ensenyament
Secundari i I'ensenyament Universitari respectivaimPBel que fa a les discontinuitats
entre les dues (és a dir, les contradiccions exsre&orresponents contractes didactics
institucionals) formularem una conjectura generalisional (en termes de la TAD).

1.3.2.1. Conjectura general: incompletesa de lesganitzacions matematiques
locals escolars

Amb l'ajuda de les nocions d’organitzacio matenapantual, local i regional, Fonseca
(2004) expressa una conjectura general en formiaedehipotesis, que es refereixen,

respectivament, a S, a U i al transit de S a lertiiteralment:

H(S): A S, l'estudi de les praxeologies matematiques esincentrat en el bloc
tecnicopractic [T¥], sent molt poca la incidéncia de l'altre bloc,tetnologicoteodric
[6/@] sobre l'activitat matematica que realitzen efemtient els alumnes. Aquesta
separacio funcional entre ambdds blocs es posaadéest, en particular, en I'abséncia
de tot tipus dequiestionamentecnologic dels tipus de tasques i de les tecniques
matematiqueemprades a S. Aixi, per exemple, no es guestimsaafiquin punt estan
justificades les técniques que s'utilitzen, laliptetacid dels resultats que proporcionen
aguestes tecniques, el seu abast o domini de salitleseva pertinenca per dur a terme
una tasca determinada, la seva eficacia o econdesaseves relacions amb altres

tecniques, les seves limitacions ni les possiblexlificacions que podrien patir
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aguestes técniques per augmentar la seva efiaadéarealitzacié de certes tasques. En
resum, l'activitat matematica que es duu a terrSeés essencialmeptacticotecnicai
rarament s’assoleix @livell tecnologic Per tot aixo, les OM que s’estudien en S sén
puntuals moltrigidesi aillades(o poc coordinadegntre si), el qudificulta, i fins i tot

impedeix que s’hi puguin reconstruir OML relativament cdetes.

H(U): A U es proposa, des d’un principi, I'estudi d’OMRgdeesentacié de les quals
acostuma a centrar-se, per questions d’economizmateoria@, en la qual la OMR ha
acabat cristal-litzant. Donat quetebricisme 6 el model docent predominant en U, es
tendeix a identificar énsenyar i aprendre matematiquesnb “ensenyar i aprendre
teories fetéds motiu pel qual el procés didactic comenca i ficaenent acaba en el
moment en que el professor “ensenya” (en el sdetitmostra”) aquestes teories als
alumnes. En aquesta situacié una mica extremdpeldracticotecnic [T/] queda, de
nou, completament desconnectat del bloc tecnolteficiz, /], encara que aqui la
causa es inversa al que succeeix a S. A U, elltnetzecticotecnic és considerat com
una activitat secundariadins del procés didactic global i, en tot casajum paper
auxiliar en I'aprenentatge de les teoridsls elements tecnologics que apareixen ho fan
per exemplificar algun aspecte particular de laidematematica, perd mai per integrar
les diferents OMP en una OML relativament compleés. OML que s’evoquen a U, se
suposen reconstruides amb un grau suficient deletesp, pero no s’hi reconstrueixen
efectivament. Al seu torn, els problemes i les ithogs que es manipulen a U es
connecten amb aspectes especifics de la teoriavastrde determinats elements
tecnologics desconnectats entre si. Molt raramesteixen connexions “horitzontals”
entre components del mateix nivell, ni entre elgerdnts tipus de problemes
matematics, ni entre les diferents tecniques. Aggesonnexions podrien generar una
“construccio des de baix”, des del bloc practicoigcde 'OMR a partir de les OML
estudiades pels alumnes a S.

Aquesta separacio funcional entre ambdos blocsa—icdnsegient dificultat per
connectar el bloc practicotecnic de I'activitat atalieoria cristal-litzada que es mostra
als estudiants— es posa de manifest, per exempld,aleséncia de les glestions
problematiques que constitueixen la “rad de sef’@®IR (de les glestions a les quals
'OMR ddna resposta) en el cas en qué aquestediaigesagin sorgit en el bloc

practicotéecnic.
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En resum, l'activitat matematica que es duu a teemeéJ esta molt centrada en els
components teorics de les OMR que es proposen ger estudiades. Es dona per fet
que les OML que integren les citades OMR han estatstruides com OML
relativament completes i, per tant, no es té laes&tat de “baixar” als detalls
practicotécnics de I'organitzacid. | quan el prodésstudi que es duu a terme a U
abandona momentaniament la “cuspide” de la teoistatlitzada per recorrer una part
del “cos” de la OMR, llavors acostuma a xocar amiriccions institucionals molt
fortes que només permeten “baixar” des del nieglfit fins al nivell practicotécnic per

canals tecnologics molt aillats (les conegudesc¢apions” de les teories).

H(S-U): El transit de S a U és un moment especialmentatetiel proces global
d’estudi de les matematiques i, per tant, conskitue aspecte important i possiblement
prototipic del problema dedftticulacié del curriculumde matematiques. Hem postulat
gue les OM que s’estudien en S giamtuals molt rigides iaillades el quedificulta
enormement que s’hi reconstrueixin efectivament Ofdlativament completes. A U,
no obstant, es dona per fet que les OML que intetge OMR (proposades per ser
estudiades a U) compleixen en un grau relativaralemgs condicion©ML1 — OML7 .
Aquest malentés entre ambdues institucions perpkalgéncia institucional dels
processos de reconstruccié6 d’OML relativament cetesl i constitueix un important
obstacle d’origen didactique provoca greus disfuncions en el comencameligstadi

de les matematiques en la Universitat. Aquest olestss especialment important degut
a que el tipus d'activitat matematica que es rezjyayer reconstruir una OML és, tal
com hem descrit més amunt mitjancant les propi€@at$ — OD6, imprescindible per
posar en marxa de manera integradi@es las dimensions o moments de l'activitat

matematica

1.3.2.2. Aspectes de la rigidesa de les organitzats matematiques que s’estudien a
Secundaria

A partir de la conjectura general vista abans, €cmsproposa cinc conjectures
especifiques (C1 a C5) que expliciten alguns aspeai¢ larigidesade les OMP que

s’estudien a S. L’enunciat d’aquestes cinc conjesties desprén directament (per
negacio) de les caracteristigues OML1-OML7 que pestulat que haurien de tenir les

OML relativament completes.
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C1. Dependéncia de la nomenclatura associada a una iégn

A U es considera que la “nomenclatura” és irrelt@viaque un simple canvi dels
simbols que s'utilitzen per a posar en marxa umaita no pot representar una
modificacié important de l'activitat matematica.r®e S larigidesade les OMPpot
portar a identificar i, fins i tot, confondre lactéca amb els objectes ostensius (ja siguin

simbols, grafics o paraules escrites o orals) gustiueixen el seu suport material.

C2.L’aplicacié d’'una técnica a S no inclou la interptacio del resultat

Degut a la poca incidencia del bloc tecnologicateénles praxeologies matematiques
gue s’estudien (reconstrueixen), a S no s’exigeigrpretar adequadament el resultat
d’aplicar una tecnica per a considerar que aguEstaica ha estat “correctament”
utilitzada. No es considera una ¢ks responsabilitats que el contracte didactic

institucional assigna als alumnes 8n

C3. Inexistencia de dues tecniques diferents per a itgak una mateixa tasca

En U es necessita que determinades @ldRiguin problematiqueser als estudiants —
es precisa que formin part del que denominem etmsedli matematid™- per tal que es
puguin utilitzar de manetrfgexibleal llarg del procés d’estudi universitari. En pautar,
guan existeixin dues tecniques matematiques “etpnt@a U” per a un cert subtipus de
tasques es requereix que l'eleccio de la més adagoda utilitzacié indistinta, no
provoqui cap tipus de problemes als estudiantsimjon els seus estudis a U. Pero,
com ja hem dit, en S, s'utilitzen técniques ailladmolt rigides fins al punt que, encara
que existeixin dues tecniques diferents per a uteimépus de tasques, no forma part
de la responsabilitat matematica de I'alumne degiei a cada tasca concreta, quina de
les dues tecniques és la més pertinent. A méstuaasa succeir que una de les dues
tecniques es converteix émmanera de resoldre aquest tipus de problemepi@iEnt
aixi un caracteautotecnologic provocant la practica desaparicio de la técnigal.ri

C4.No reversio de les técniques per a realitzar lace@Sinversd d’'una tasca donada
Un dels aspectes més importants deidédesa de les OMP que s’estudien a S es
manifesta en lao reversidde les técniques matematiques corresponents. Eedatel

19 Seguint la nocié de “medi” de la Teoria de Sitoasi Didactiques, entenem panédi matematic”
d’'una comunitat d’estudi el conjunt d’objectes quesenten una familiaritat matematica tal que poden
ser manipulats amb tota seguretat i les propiadels quals els hi semblen inqiestionables i no
problematiques (Chevallard, Bosch i Gascon, 1997).

36



contracte didactic podem dir que, an®, forma part de la responsabilitat matematica
de I'alumneinvertir una técnica per a dur a terme una tasceeirsa Podria dir-se de
forma més general que, el contracte didactic a &smna a I'alumne la responsabilitat
de modificar una tecnica “coneguda” de manera aatimper a fer una tasoaa mica
diferenta la tasca inicial. Aquesta conjectura implicaparticular, que quan existeixin
dues tasques “inverses” entre si (és a dir, tasquds algunes de les dades i les
incognites intercanviades) les corresponents taesiqacostumen a tractar-se com si

fossin “independents”.

C5. Abséncia de situacions obertes que requereixennaball de modelitzacio

Els problemes escolarss presenten, tant a S com a U, amb enunciatdanctts, en el
que figuren com a “dades” exactament totes les agu@ecessiten per a resoldre el
problema. Rarament es presenta gitaacié obertaon l'estudiant hagi de decidir
quines son les dades que necessita per a formart@ctament un problema matematic.
Poques vegades es problematitza el propi enurgsipdoblemes com a punt de partida
per aplantejar nous problemed.’abséncia de tecniquesxplicitesde modelitzacio
comporta que, en ambdues institucions, la modeldézaatematica constitueixi una de
las activitats més problematiques i menys regulaé@s acceptar-se implicitament
(especialment a U, on domina el model docent “tésie”) queno existeixen técniques
de modelitzaci6 matematicaes tendeix a considerar que les modelitzacions
matematiques que es realitzen a S sén senzilldivemiis de llenguatge” o “canvis de
nomenclatura” trivials que no tenen la categoria ‘deritables” tecniques de

modelitzacié matematiques.
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1.4. Formulacio del problema d’'investigacio

Tal com hem explicat en els desenvolupaments anteilie nostra investigacio parteix

del resultats obtinguts per Fonseca (2004) i gsam@em en les dues proposicions

seguents:

(1) Les dificultats que manifesten els alumnes eraslge Secundaria a la Universitat

es poden formular en termes déescontinuitats matematiques i didactiquestre

I'ensenyament secundari (S) i 'universitari (U):

A S es construeixen OMP i OML incompletes i desalttides, amb un fort
component practicotécnic i un débil component tegiocoteoric. A U es
construeixen OML també incompletes i desarticulguE® per altra banda: un
fort component tecnologicoteoric i un débil compangracticotécnic.

Tampoc no s’articulen lgzraxisde S amb ellbgosde U. En general, a cap de
les dues institucions no es parteix de les questwablematiques que estan a
I'origen de les OM que s’ensenyen, és a dir, el gugodem anomenar la “rad
de ser” del coneixement matematic que s’ensenya.

La “incompletesa” de les matematiques estudiadess @aS com a U estaria
relacionada amb una “incompletesa didactica” caugea una debil realitzacio
d’algunes dimensions importants del procés d'esiug@er I'abséncia d'un
guestionament inicial que motivi i atorgui una dedser a les principals nocions

i tecniques que els alumnes han d’aprendre azatilit

(2) Una manera de minvar aquestes discontinuitatglgm grau o en algun ambit

concret de la matematica estudiada, consisteixissemyar organitzacions didactiques

que permetin la reconstruccié d’'OML relativamentnptetes, tant a I'ensenyament

secundari, com a l'universitari com en el transit Itlun a l'altre. Postulem dues

condicions necessaries per fer-hodesenvolupament suficient i adequadament dirigit

del treball de la técnica el prendre com a punt de partida del procés d’estuth u

guestio (“ra6 de ser”) suficientment rica a la qualDML aporti una resposta

Partint d’aquestes hipotesis, el problema d’ingesiic que abordem en aquesta

memoria es pot formular en els termes seguents:
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(P1) Quines caracteristiques tenen els cursos propedéagiie existeixen actualment
les universitats espanyoles i en quina mesura agaesxen pal-liar les discontinuita
matematiques i didactiques entre la S i la U? Quaimalisi previa (implicita) sobre ¢

coneixements que s’ensenyen a S i els que s’ensenyeels fonamenta?

(P2) Com dissenyar i experimentar un dispositiu didagtie, integrant la possibilitat g
fer viure amb normalitat el desenvolupament ddballede la técnica, prengui com

punt de partida una questio inicial que compleiirequisits seguents:

Ats

Is

le

» La questio tingui interés per als estudiants, pengle perque esta relacionada amb

els estudis universitaris que encetaran o perguafetta en les seves vides;
» La seva resposta requereix connectar diferents @8iiRliades a Secundaria en |

OML vinculada als estudis Universitalfs.

una

(P3)La nostra analisi de les dificultats en el pas deI8 U i sobre els coneixemer
que s’ensenyen a S i a U condueix a proposar smopedeutic gairebé “oposat” ¢
dispositius tradicionals. En comptes d’una revisipida, i necessariament superfic
d’'una part important de les OM puntuals i locale gls alumnes acaben d’estudiar
de les que presumptament haurien d’haver estudiathroposem un estudi detallat i
profunditat d’'unes poques questions problematiomes els condueixin a articul;
diferents OMP, a glestionar les técniques apreaadesenvolupar-les per dotar-les

més abast i validesa.

» Fins a quin punt un procés d’estudi d’aquest tgmsgiable en les condicions habitu
de les institucions escolars actuals?

» De quina manera i en quina mesura el curs propasatet pal-liar les discontinuita
matematiques entre S i U, és a dir, permet consbML més completes i, en algl
sentit, més properes a les que s’estudiaran a U?

» Quin efecte té el curs propedeutic experimentates@b rendiment posterior de

alumnes?

n

Is

* Aquest problema és un cas particular d’un problelidactic més ampli i fonamental relatiu a les
condicions que fan és possible reconstruir una Qilativament completa en els sistemes educatius
actuals. L'estudi d’aquest problema forma partgtelgrama de recerca del nostre equip d’investigacio

'estem abordant per al cas particular de l'ensevgy@t de la modelitzacié algebraicofuncional

a

secundaria (Ruiz Munzén 2006) a partir dels remutia Garcia (2005) i per al cas de I'ensenyament d

les matematiques a primer curs universitari decogsn(Barquero 2006).
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Capitol 2. Analisi de propostes de cursos propedeut  ics
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2.1. Aparicié d’'un nou dispositiu promogut des de | a universitat

Partirem en aquest capitol d’'un fenomen que haitithgc a Espanya durant els darrers
10 anys, coincidint amb l'arribada a la universidat les generacions de la reforma
educativa de 1990 que va allargar 'ensenyamengatbli dels 14 als 16 anys i que va
reduir la secundaria post-obligatoria (el batxdt¢mde quatre cursos a nomeés dos. Com
a reaccio a l'arribada dels “nous alumnes de larned” a la universitat, a finals de la
década dels 90, un gran nombre d’universitats gamen marxa uns cursos preparatoris
per als alumnes que ingressaven a la universitabn{anats també “cursos
propedéutics”, “cursos de matematiques zero”, ‘waird’anivellament”,etc.). La seva
durada no sol excedir les tres setmanes i s'acestunier els primers dies de setembre,
abans de comencar el curs académic. El seu prirafdpectiu ésfacilitar el transit dels
alumnes entre les dues institucions, “apedacant®campletant” els continguts
matematics que s’estudien a Secundaria amb aguedles consideren imprescindibles

per a cursar les assignatures de matematiquesnaler @icle universitari.

Per a l'investigador en didactica, aquests cursmsstitueixen un reflex de I'analisi
espontania que realitzen la majoria dels matematiogrsitaris sobre les insuficiencies
de la formacié a Secundaria i les seves possisilda posar remei. Deixarem aqui de
banda la problematica del joc de poders, tensiangrcies que configura la relacio
entre les dues institucions i que va conduir l&éitungé universitaria a intentar mantenir
I'antic estat de coses mitjancant un simple agrdgdbrmacio, en lloc de transformar i

adaptar 'ensenyament universitari a la nova foitnde Secundaria.

Hem volgut copsar quines investigacions hi ha &lhespanyol sobre la preocupacié
per la preparacid (o “nivell’) amb que arriben @kimnes de Secundaria a la
Universitat. Hem centrat la nostra recerca en inyasions fetes en el camp de
I’Administracio i Direccié d’Empreses i les Ciénsi&conomiques i Empresarials, que
€s on cenyirem la nostra experimentacié. Per a, &8xd hem remes a les actes
publicades de les jornades que anualment se celdesede Asociacion Espafiola de

Profesores Universitarios de Matematicas para laofmmia y la Empresa

(ASEPUMA), i des deCongrés Internacional de Docéncia Universitariaanbvacio
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Els treballs que aborden el tema que estem tractant primordialment en les dues
linies que descriurem a continuacié. En primer limbem treballs que proposen un
diagnostic del perfil d’'alumne que arriba a la @nsitat, per tal d’esbrinar el perque del
fracas d’aquest alumne durant el primer curs déistd A grans trets, aquests estudis
retreuen el fracas dels alumnes a la curta durdwaala qualitat” dels estudis del
batxillerat social i al fet que el perfil de I'aluma que hi accedeix és el d’un alumne poc
motivat i sense vocacié per a aquests estudis. &aidstudien els condicionants que
afecten als alumnes per a I'aprenentatge de lesmadigues empresarials, especialment
la base matematica dels seus estudis anterioe$ alades socioeconomiques (estudi i
professio dels pares, renda familiar, etc.) artilzata conclusié prou coneguda que els
fills de pares amb estudis universitaris 0 els teen un rendiment alt al batxillerat

tenen generalment un rendiment meés alt que la adst&niversitat.

La segona linia de treballs se centra en donacisois a les dificultats dels alumnes
aportant petites variacions en els cursos de méatgmea de primer per tal de millorar el
rendiment academic. En podem destacar dues prepasta consisteix en modificar
completament la metodologia didactica emprada lbdaamova organitzacio didactica
en l'aprenentatge cooperatiu (Estapé 2005), I'altsabasa en la incorporacié d'un
“capitol zero” que aportaria una base economicatgled’explicar les necessitats que

provoquen la utilitzacié de les matematiques aofeenia i I'empresa (Erice 2005).

La realitat, hores d'ara, €s que gairebé qualseaméra on en el primer curs universitari
contempla una assignatura de matematiques ofeleiestudiants la possibilitat de
seguir algun d’aquests cursos propedeutics, ja sau a credits de lliure configuracio
ja sigui de forma gairebé obligatoria en forma dwimer quadrimestre “zero”. Davant
d’aquesta realitat hem volgut analitzar com estasethyats aquests cursos i hem buscat
informacio sobre els aspectes seglients:

» Quin va ser l'origen de la implantacié del curs;

» Quina relacio té el disseny del curs amb el dels@academic” habitual;

» Quina és la funcio principal del curs;

> 12Alvarez, Blanco, Guerrero i Quiroga (1998), Camadbernandez, Gémez, Masero, Vazquez i
Zapata (2005), Camacho, Garcia, Masero, Vazqueapatd (2005), Castellanos, Gonzalez,
Gonzélez de Sela i Manzano (1998) Corcho, Cort€siérrero (2005), Escribano i Fernandez
(2005) i Garcia Hernandez (2001).
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» Quina relacio té amb les matematiques estudiadesumdaria;

Y

Quina relaci6 té amb les matematiques que s’esardala universitat;

» Quin efecte tenen aquests cursos en el “rendiméelS alumnes durant el
primer any d’estudis en la universitat;

» Quines responsabilitats (matematiques i didactighaesd’aprendre a assumir

I'alumne en aquests cursos i en qué es diferemt@das que estava acostumat a

assumir en I'ensenyament secundari.

Aquesta informacié ens hauria també de permetreiidesha caracteritzacié de les
“tecnologies didactiques” universitaries dominads § 1.2.5.) i les seves possibles
consequencies en les dificultats dels alumnes gieea de Secundaria. | ens hauria de
donar informacio sobre el tipus de diagnostic esporgue fa la universitat sobre les

deficiencies dels alumnes que provenen de Secandarpossibilitat de posar-hi remei.
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2.2. Mapa actual dels cursos propedeutics

Tant al setembre de 2004 com al setembre de 20@5awalitzat uns quants d’aguests
cursos. La base empirica emprada per portar a tagwesta analisi 'hem extreta dels
seguents dispositius:

» Entrevistes amb els dissenyadors dels cursos iesnprofessors responsables
d’'impartir els cursos, tant dels cursos preparattoim dels “academics”.
Assisténcia a les classes d’alguns d’aquests cursos
Analisis dels apunts i materials, tant dels prafessom dels alumnes.

Analisis d’enquestes passades al final del curalatanes.

vV V V V

Entrevistes amb els alumnes.

Entrevistant a professors responsables dels clpsogedeutics” ens varem trobar que
la majoria no havia pres part de la decisié d'imfdalos i, per tant, no tenien molt

clara la raé de ser d’aquests cursos. Aix0 ensevgdénsar que la seva implantacié
s’havia constituit com una “moda” imposada a catgeusitat per no ser menys que les
demeés, sense plantejar-se’n la seva necessitciefii pertinéncia del disseny. Davant
la pregunta de quina relacié té amb les matemaigue es veuran a la universitat,
majoritariament deien que tot i no avancar la nietgue es veura a la universitat, si que
seleccionen aquells temes que soOn basics per ddgpar les matematiques que

formen part del “curs académic”.A la pregunta dmguelacio té el disseny del curs de
setembre amb el curs “normal” de matematiques itheepr les respostes apuntaven en
la linia que no consideren que hi hagi d’haver mpacio ja que entenen els cursos
“zero” com un repas de Secundaria. Davant la pttagde quina relacio té amb les

matematiques estudiades a Secundaria, deien raggmient que és un resum de les

matematiques vistes a secundaria.

Per establir quin efecte tenen aquests cursos sbhrendiment dels alumnes durant el
primer any d’estudis en la universitat” ens trobgue, majoritariament, els professors
no havien fet mai cap estudi en aquesta linia. A, rmém que aquests cursos gairebé
mai no s’avaluen, tampoc no ens podien proporcidades que poguessin relacionar el

rendiment dels alumes al curs amb el rendimentalefanes a I'assignatura academica.
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En definitiva, els professors van resultar ser mneét fluixa font d’informacié sobre el

motiu, el disseny i I'efecte d’aquests cursos sabnendiment dels alumnes. Aixo ens

va conduir a una metodologia “naturalista” d’obserg d’alguns d’aquests cursos.

2.2.1. Els programes

A continuacié donem un mostra d’alguns dels cupsopedeéutics que s’han ofert en els

darrers tres anys en algunes universitats espanyafeb les seves principals

caracteristiques. La informacié I'hem extreta dmewent de les pagines web de les

universitats-3

Univ Carrera

Nom

NO

Hores

Objectiu

AD.E

Curs propedeutic

de matematiques 30

per a economistes

Situar al futur alumne d’economia i ADE en el

nivell adequat de matematiques per tal de segui

amb més fluidesa les assignatureddéematiques

per a economistdsi Il

Ciencies Empresarials

Introduccié al

Calcul

24,5

Exposar i revisar conceptes i técniques basiques de

calcul que formen part dels temaris de cursos pre-

universitaris, i que s'utilitzen en el curriculura k&
Diplomatura en CCEE o que son necessaris per a

desenvolupar altres conceptes o eines que

s'utilitzen

E. Informatica
UAB )

E. Quimica
E.T Telecomunicaciong

E.T Industrial

Taller per als

Enginyers

315

Aconseguir que els alumnes tinguin un nivell dg

matematiques adequat i homogeni per a podg

=

seguir les diferents assignatures de la carrera. |Es

pretén evitar les inadequacions de continguts que a

vegades els alumnes tenen per al seguiment de les

assignatures, aixi com les diferencies de nivell

entre els alumnes procedents de diferents centres

Fisica

Curs propedeutic

30

El principal objectiu d’aquest curs és familiaritza
I'estudiant amb algunes teécniques i conceptes dque,
tot i que han estat possiblement estudiats dutant e
batxillerat, seran fonamentals per al seguiment|de

les assignatures de primer curs de la titulacio de
Fisica. Es fara especial emfasi en I'aspecte practi

dels diferents temes.

3 El lector interessat les pot trobar a la biblidigra
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Matematiques

Curs propedeutic

Té com a finalitat fer un repas de determinats

aspectes matematics que s’han tractat al Batxillerat

oY

a

CS

tat

lir

Matematiques + ) 30 ] ) ] o
. de matematiques i que es consideren imprescindibles per cursar gels
E.Informatica ) .
estudis de matematiques.
Matematiques,
Estadistica. Moduls d’introduccié als estudis i reforg de les
ETSAB, ETSETB ) matéries basiques abans de l'inici dels estudi
uPC Quadrimestre 0 1Q .
ETSEIB, FIB EUPB homologats, organitzats per alguns centres de
EUPVG,ETSEIT, uPC.
ETSAV
Introduccié a les 3 o ) .
. ) ] Té com a objectiu el reciclatge en aspectes bas
UPF Ciencies Empresarial§  matematiques 30 . .
) per a cursar assignatures de Matematiques
empresarials
Facilitar la transicié de I'estudiant procedent dée
UdL E.T. Agraria Curs Propedeutic I'educaci6 secundaria i millorar el rendiment
E.S. Agraria de Matematiques académic sense una disminucio6 en la qualitat de la
formacio dels titulats
Repassar els principals continguts matematics
] treballats a I'educacié secundaria que ens pugtin
Introduccié a les ) ) i
uiB E.S » - servir per a poder desenvolupar amb major facil
matematiques ) »
els diferents conceptes matematics que podem
trobar en els diferents estudis d’Enginyeria
E. Quimica B L'objectiu d’aquest curs d’anivellament és estab
ases
uv E. Informatica . - els coneixements minims requerits per a I'adaptacié
Matematiques

E.T Telecomunicaciong

de I'estudiant al primer curs de la titulacio.

Com s’ha pogut observar en la taula proporcionat®,cursos “propedeutics” van

dirigits a un ampli ventall d’alumnes que iniciaraarreres molt diferents, on

teoricament les matematiques hi tenen també difereivells de complexitat. Aixo

podria fer pensar que el disseny i contingut deasauh d’aquests cursos hauria de ser

ben diferent. La realitat, pero, no ens diu el matea idea principal en la majoria

d’aqguests cursos és veurenghxim nombre de contingués el poc temps que dura el

curs,

intentant fer un repas exhaustiu de tota latematica de Secundaria,

independentment de la seva importancia en reldaiara academic, i també del tipus

d’alumnat a qui vagin dirigits els cursos.

En aquest sentit, no creiem massa agosarat otassifis cursos observats en dos grans

grups, segons els tipus ideals de models docerthem explicitat en el primer capitol.
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a) Trobem, per una banda, curs@asripiriste$ que combinen dues dimensions del
procés d’estudi amb total preponderancia: el mordehtireball de la técnica
(model tecnicistg i els moments exploratori i del primer encontreodel
modernisty. El seu principal tret és I'estructuracio delcyartint d'un llistat
d’exercicis i problemes no massa articulats enfrepexd més o0 menys
organitzats per temes o ambits tematics. L'estudgubsta llarga llista de

problemes diferents condueix a I'alumne a viure aspécie d“etern moment
exploratori” que, per manca de temps, no esdevénmaasa productiu i que el
professor acaba frustrant amb un “bombardeig” ocontile recordatoris de
tecniques i tecnologies de manera molt oporturssguint les necessitats de
cada cas. Els alumnes acostumen a veure aixi anaggantitat d’OM puntuals
i aillades amb tots els seus components. Malgapatenca d’una metodologia
“activa” centrada en la resolucié de problemesradall a I'aula I'acaba fent
principalment el professor. Creiem que aquestatesfia €s la que domina en el
cas dels cursos oferts en carreres cientifiques.

b) El segon gran grup el conformen el que anomenesosudestil classit que
combinen dues dimensions del procés d’estudi: enemb tecnologicoteodric
(modelteoricistg i el moment del treball de la tecnica (motinicistg. El seu
principal tret és veure desfilar una gran quartitad’organitzacions
matematiques seguint una successié de temes faagtsori, on I'inic fil
conductor entre ells, quan hi és, se situa al Ihdedl discurs teoric i no forma
part de la responsabilitat matematica de I'alumhlefinal, I'alumne també
acaba treballant amb una gran quantitat d’OM pustuaillades, encara que el
discurs del professor les presenti connectadesructsrades en OM locals o
regionals. Creiem que aquesta estructura correspés als cursos oferts en

carreres de caire economic i social.

El grafic seglent (figura 4) resumeix el caractbr-dimensional” que caracteritza

aquests dos grans tipus d’organitzacions didadique

48



Ex Ex

A A
dgrnistes
Teoricistes EMPIRISTIES
Tecnicistes > 0/0 —»  0/0
CLASSIQUES g
TegHicistes
TR *¥ T X figura 4

Per tal de completar la descripci6 anterior, prissem a continuacié les
caracteristiques d’'un curs de cada grup obtingadeartir de I'observacio de totes les

seves sessions i del contrast d'impressions arpio@dssor responsable.

2.2.2. Estudi de casos: un curs “empirista”

El curs que detallem a continuacio estava adrechttias enginyers (informatica,
quimica, telecomunicacions i industrials) i va teloc el setembre de 2005. Les
observacions van ser realitzades per un membreodéle equip d’investigacié que va
assistir d'observador a totes les sessions i vallreel material dels alumnes (fulls

distribuits pel professor i apunts propis).

Hores Sessions Hores/Sessié | N° Alumnes | Preu Convalidable per crédits?
31,5h 9 3,5h - 90e Es pot convalidar per 2 credits si
De dilluns a divendres durant 2 setmanes s'assisteix amb aprofundiment

Condicions d’accés Es fa una prova auto-evaluativa d’'una hora de dyrque es fa de forma
voluntaria, i es corregeix a I'acabar.

Metodologia dels tallers Classes interactives on els alumnes aprenen sohmi@xercicis i
problemes.

49




Bloc |

Bloc Il

Bloc lll

YV VYV V¥V VYV

A\

Calcul de potéencies i arrels
Nombres combinatoris i binomi
de Newton

Repas de funcions i grafiques.

Polinomis de primer i segon grau.

Divisié de polinomis (Ruffini)
Operacions amb fraccions
algebraiques

Equacions polinomiques i
irracionals.

Logaritmes i equacions
logaritmiques.

Repas de trigonometria.
Equacions trigonomeétriques.
Progressions aritmetiques

» Sistemes d’equacions
lineals. Métodes de
resolucié. Discussio.

> Rectesiplans.
Paral-lelisme,
perpendicularitat,
incidéncia.

Calcul de derivades.
Equacioé de la recta tangent
la grafica d'una funcié.
Creixement i decreixement
de funcions. Maxims i
minims.

Grafiques de funcions.
Limits. Limits
indeterminats.

Calcul de primitives. Regla
de Barrow.

Arees planes i volums de
revolucid.

Respecte al contingut matematic programat, obsem@enhi ha una gran quantitat

d’organitzacions matematiques puntuals. Totes aegsie®M puntuals, per falta de

problemes que les articulen, no aconsegueixen ecamse en una OM local i no

apareix cap organitzacio tematica de les diferédk$ durant les sessions, ni un

programa global que es vagi recorrent explicitamiealta en efecte undesignaciéde

les agrupacions d’OM que es van veient desfilal) arpressions concretes per definir

els blocs tractatsy partir per exemple dels discursos tecnologicsursna les distintes

OM. Un simptoma clar d’aquesta abséncia el podelvatramb el segiient comentari

del professor, que fa una presentacio global dal icdlicant Gnicament que “primer us

donaré nocions teoriques i després fareu problensesise especificar ni nombrar els

blocs de continguts en qué s’agrupen aquestesmcoblemes.

Respecte a dirganitzacié didacticala majoria de sessions es desenvolupaven seguint

un esquema com el segient: els alumnes disposetlidtat d’exercicis i problemes; al

principi de cada sessio el professor preguntalaisrees si recorden unes determinades

propietats o tecniques de resolucio; en recordidaagent els principis basics amb un o

dos exemples i, seguidament, proposa als alumnés @és exercicis corresponents. A

aguesta primera “fase”, li en segueix una de simaiiab una altra propietat o tecnica de

resolucio, fins a acabar el temps de la sessi@efa manera, doncs, I'alumne rep un

recordatori de técniques i tecnologies (composages definicions, exemples i

propietats), en el que els exercicis només sermairen a il-lustracio de les tecnologies

i I'ls de les técniques. El ritme de treball éstémisrapid, encara que el professor

s’esperi a que cada alumne hagi fet I'exercici dehaels atengui personalment per si
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tenen dubtes o questions per resoldre. ElI que &dtain fil conductor per lligar o

articular una activitat amb la seguent.

Podriem comptabilitzar que entre el 40 i el 50%tderips es dedica al treball personal

dels estudiants a l'aula. En canvi, a falta d'ueéinici6 més detallada dgrograma

d’estudis la quantitat de treball per part dels alumfuea de I'aulaés molt menor, al

no disposar de material organitzat ni d’objectnafi(examen) per realitzar.

Vegem a continuacioé els resultats de I'enquesthtaada que es va passar als alumnes.

Aquesta consta de 10 preguntes que presentemiaw@md amb el resum de respostes

dels 25 alumnes d’un dels grups.

oukrwnNE

~

8.
9.

Per quins motius vas decidir fer aquest curs?

Creus que el curs he estat massa llarg? Massa curt?

El curs t'ha semblat massa teoric? Massa practic?

Creus que s’han estudiat massa temes diferents

Creus que s’han deixat molts temes importants per tractar?

Dels temes (i dels tipus de problemes) tractats en el curs, quin ja havies
estudiat a Secundaria?Els havies estudiat de la mateixa manera?
Sabies fer, dia a dia, la feina necessaria per a seguir el curs? Quantes
hores diaries necessitaves?

Nota global de matematiques (Batxillerat + PPAU)?

Creus que aquest curs et sera util per millorar el teu rendiment en els
futurs estudis d'informatica?

10. Comentaris sobre el curs en general

Resum de respostes:

1. Per quins moatius vas decidir fer aquest curs?

36%

20%

16% 16%
1% 2% 1%
T T T T T T T -_\
Reforcarla  Repassar Credits ~ Familiaritzar-  Seguretat Habits blanc
base se destudi

matematica

Donat que el curs va adrecat a futurs enginyermsbks®a una mica inquietant que

majoritariament haguessin escollit fer el curs petdblemes que veuen a priori amb les
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matematiques. Caldra prestar atenci6 al perfiludale que ha escollit fer aquest curs

(aix0 ho analitzarem a la pregunta 8).

2. Creus que el curs he estat massa

llarg? Massa curt? Sembla que la concentracié d’hores
en tants pocs dies no els hi ha creat
excessius problemes. Aquest és un
O Massa curt .

B Suficient fet que trobem en les diferents
0 Messa llarg enquestes passades en diferents

Cursos.

3. H curs tha senblat massa teoric? 3. H curs tha senblat massa tedric?
Massa practic? - 12 Part del taller Massa practic? - 22 Part del taller

O Massa practic O Massa practic
B Equilibrat B Equilibrat
0O Messa teoric 0O Massa tedric

Cal indicar que el curs va estar dividit en dostgpampartides per dos professors
diferents. L'estructura en si no es va modificaropsi que vam voler reflectir en
I'enquesta si havien trobat diferéncies entre waraig’altra. Tal i com podem veure, el
fet del professor no va influir ja que en tots dasos, van considerar que havia estat

equilibrat, amb una tendéncia meés teorica queipeact

Es curios que davant la quantitat

4. Greus que s'han estudiat massa terres , i i ...
diferents d orgamtzauons matemathues que

- s’arriben a veure en tants pocs dies, els

alumnes no siguin capacos de criticar-
B S, alguns no

utils ho i els hi sembli que no han vist molts
O Tots dtils . . e
temes diferents. Creiem que aix0 €s

0O Blanc

degut a com estan acostumats a

treballar a Secundaria.
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La pregunta és una mica “estranya”

5. Oreus gue s'han deixat nolts tenres
inportants per tractar?

tal i com ens ho fa veure en la

B roseds resposta d’un alumne: “no sé quins

inportants
| S,
optinitzacio

son els temes importants”.

Tot i aixd, majoritariament els

o ho sembla que no s’han deixat cap

tema important.

6. Dels tenes (i dels tipus de problenes) 6. Bs tenres (i dels tipus de problerres)
tractats en el curs, quin ja havies tractats en el curs, els havies estudiat
estudiat a Secundaria? de la mateixa nmanera?

No ens sorprenen les respostes a la primera peedanint en compte la resposta
donada anteriorment. Ara bé, pels comentaris afgjnka segona pregunta sembla
indicar que consideren que els temes s’havien iestdel manera diferent ja que no se’ls

ha deixat temps per practicar amb més calma cpds die problema i tema introduit.

7. Sabies fer, dia a dia, la feina 7. Quantes hores diaries necessitaves,
necessaria per a seguir €l curs? dia a dia, per fer la feina necessaria per
aseguir el curs?

O /2 hora
| 1 hora
0O 1-2 hores
0O 2 hores
W >2 hores

O Roc tenps
m Blanc

No sembla, al veure aquestes respostes, que emmeduhagin dedicat molt de temps

“extra” a preparar I'assignatura. S’ha d’entendue,cpl no tenir cap examen a final del
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curset, no s’havien d’amoinar en excés, i no hashldlar que sén alumnes que encara

estan de vacances i que fan el curs de forma \iant

8. NOTA GLOBAL DE MATEMATIQUES
40% 40%
10% 10%
% % %
[0.49 [4.5 56 67 78 [89) [9,10]

Observant la grafica de les notes globals de mdigunes (Batxillerat + Selectivitat),
veiem que sén alumnes bons tot i que, no excessivamillants. D’una altra banda, és
normal que siguin aixi ja que la nota mitjana pmredir a aquesta carrera esta per sobre

del 6, cosa poc compatible amb una nota de matgnestbaixa.

9. Creus que aquest curs et sera Util per
millorar el teu rendiment universitari?

Com era d’esperar, la majoria creu
6% gue aquest curs els hi sera de molta

utilitat. No disposem d’informacié

o si

complementaria per saber “en quée”

B no

creuen que els hi sera util.

94%

Els comentaris generals sobre el curs (preguntdd®)estat globalment forga positius.
Els aspectes negatius que comenten estan relaxiandi la durada de les sessions
(“Fer dues parts d'una hora i mitja es pot fer pgsamb la poca participacié dels
alumnes (“Faria falta més participacio per parsdg@lmnes. Es una bona idea que es
canvii de professor, ja que aixi ens adaptem artad d’explicar de cadascun”) i a la
poca relacié6 amb la carrera que estudiaran (“E$ ¢tiauria d’anar més enfocat a la

preparacio cap a la informatica”).
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2.2.3. Estudi de casos: un curs d“estil classic”

El curs que detallem a continuacio estava adrefitties estudiants d’empresarials i va
tenir lloc el setembre de 2005. Les observaciomssea realitzades per un membre del
nostre equip d’investigacio que va assistir d'obador a totes les sessions i va recollir

material dels alumnes.

Hores Sessions Hores/Sessié | N° Alumnes | Preu Convalidable per crédits?
245h 7 3,5h Es pot convalidar per 1,5 crédits si
80 60€ s'assisteix al 80% de les classes, es
De dilluns a dijous durant 2 setmanes presenten dos grups de problemes i
s'aprova I'examen final

Condicions d’accés Tenen prioritat els que no han cursat les matemgsigel batxillerat.

La introducci6 de la major part dels conceptedind®ons del curs es
motivara a partir de I'is d'un programa matemasigeeific que tindra el
Metodologia dels tallers paper de “laboratori d'assaig” d'un enfocamentiiiy facilitant aixi el
pas a un analisi més formal del contingut del ayus, constitueix el

veritable nucli del mateix.

Bloc I: Bloc II: Bloc Il
Elements basics de treball amb Models matematics per a explicar Les funcions fonamentals i el
nombres: dels naturals als reals | relacions entre dades seu Us
> Nombres » Successions: progressions > F. Afins
» Calcul algebraic » Successions: convergéencia » F. potencials
» Equacions de 1r grau » Funcions: propietats generals » F. polinomiques
» Sistemes d’equacions » F.racionals
» F. exponencials
> F.logaritmiques
> F. Trigonometriques

Respecte al contingut del curs, observem que acstatformat per gran quantitat
d’OM Puntuals. A diferencia del cas anterior, aguique existeix una articulacié a
nivell tecnologicque agrupa les OM en blocs tematics: nombres;iosia entre dades,

funcions.

Respecte a dirganitzacio didacticaglobal, podem parlar que es tracta d'una OD

classica amb predomini de trets “teoricistes”, angue el professor presenta els
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ingredients de les OM que l'alumne ha de sabewactiamb alguns ingredients
tecnologics com a recolzament al seu discurs. kiedp treball del professor i dels
alumnes queda clarament diferenciat: 'alumne té&ossier que conté tots els apunts
necessaris per a seguir el curs aixi com propd&&srcicis que ha d’anar resolent, que
se li corregeixen i retornen posteriorment, aixhama prova final individual. En canvi,
a classe, el pes principal del treball recau semsplee el professor que realitza, en
major part, ungresentacié discursiva-ostenside les tecnologies i técniques de cada
OM, posant més emfasi en les nocions basiquestetesques de resolucio que en els
tipus de questions problematiques de les que s@g@& podrien sorgir aguestes OM o
en els tipus de problemes que les conformen. Emigrarobem que el 70% del temps
de classe s’ha dedicat a I'exposicidé del profesdarresta al treball dels alumnes a

classe.

Respecte al treball individual dels alumnes, gisgide problemes que se’ls demana
realitzar fora de classe s’acostumen a agruparosrblbcs: un dedicat a exercicis de
manipulacio algebraica formal (sense modelitzaciipns de problemes als que aportar
alguna resposta) i altre, amb una miscel-laniaed@sis i problemes de les diferents

OM presentades a classe.

A continuacio, presentem els resultats de I'engueste el professor del curs (i no
I'investigador-observador) va passar als alumnes.cbincideix amb I'anterior, tot i

presentar-ne forca similituds. Esta formada perll@spreguntes segients, les dues
primeres i la ultima obertes, la resta tancadesurmades amb I'escala de valoracio

gens/poc/forca/molt:

Estudis que heu cursat (oberta)

Motiu o motius per haver triat el curs (oberta)

El curs li ha servit per donar resposta a les seves expectatives

El curs li ha servit per aprofundir en el coneixement del tema
Considera adequada la seleccio dels continguts treballats
Considera adequada la durada prevista per a cadascun dels temes
Considera adequada la metodologia emprada

Considera adequada la forma d’avaluacio

Indica el grau d’adequacio de la periodicitat

O Comentaris generals (oberta)

"LOPONP’P‘PW!\’!—‘
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El resum de resultats és el segient:

Estudis previs

73,85%

18,46%

- Lo Lo o
. . . I

aGs BATXILLERAT 32 ] BUP ESTUDIS
UNVERSITARS

Una gran majoria dels alumnes prové de cicles

Motiu 0o motius per haver-lo triat

formatius. Aix0 implica una preparacié
41,94%

matematica més baixa que el grup considerat
29.00% anteriorment. Aquesta diferéncia era d’esperar ja
que les carreres socials no exigeixen tenir una

base matematica tan forta com en les carreres

1,61%

cientifiques i es veu també reflectit en els motius

FEASSAR  AGARARNVELL - AFROROR gue tenen els alumnes per triar el curs.

H curs li ha servit per donar resposta a H curs li ha servit per aprofundir en el
les seves expectatives? coneixenent del tema?

0%

13% 20 1796 2% __ 1296

69% 65%

O Gens B Poc O Forga O Mot O Gens m RPoc O Forca O Mot

Pel que acabem de comentar, al ser alumnes gqueasitecereforcar la seva base

matematica, les respostes son, logicament moltipesi
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Tot i que la resposta és positiva, s’ha de dir

Considera adequada la seleccio dels continguts treballats?

oo gue els alumnes no disposen, en la seva gran
21.45% 229 majoria, de la capacitat per validar si els
continguts treballats sén adequats o no. Es
per aix0 que no volem atorgar massa
4.29% importancia a aquesta pregunta, ja que

indica, com l'anterior, un grau de satisfaccio

@ Gens B Foc O Forga O Mot

elevat..

Considera adequada la durada prevista per a cadascun
dels terres tractats?

A diferencia del cas anterior, aqui els
1000% 149% alumnes consideren que la durada prevista
hauria de ser més elevada, ja que molts
48,57%

4000 aborden els temes tractats per primera vegada

i, per tant, necessiten dedicar-hi més temps

@ Gens @ Roc O Forga O Mot

considera adequada la metodologia
enprada?

Ens sembla que el fet de disposar d’'un dossier

1% des del principi de curs on estan tots els apunts

28% 7% necessaris per al seguiment del curs, facilita

molt la dinamica del curs, tant per al professor

com per l'alumne.

Considera adequada la forma El fet que s’hagin d’entregar dos exercicis durant
davaluacio? . ; .

o el curset, puntuables, i que a més s’hagi de fer

24% | 1106 una prova al final, ho consideren de forma

positiva, majoritariament. Un dels motius que

65% apunten és que els obliga a comencar a prendre

B Gens m Foc O Forga 0 Mol responsabilitats matematiques.
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Indica el grau dadequiacié de la Les classes es fan de forma intensiva durant

periodicitat

dues setmanes a principis de setembre, tres

16% 9% 16% hores i mitja per les tardes, fent un total de
@ 24’5. No sembla que aquesta distribucié hagi

68% creat algun problema als alumnes, ja que

majoritariament hi estan d’acord.

‘DGenlebcDForgaDlVblt‘

Finalment es demana als alumnes que facin comgmatiggeriments sobre el curs. La
gran majoria dels comentaris van en la linea d@dlala durada del curs, ja que han
constatat el seu baix nivell en matematiques i aisoespanta de cara a iniciar el curs
acadéemic. Altres comentaris que trobem sén la ®@dude la mida del grup o la

possibilitat de fer més exercicis. Evidentment érabopinions contraries, ja que hi ha
alumnes que sol-liciten ampliar el temari donabpsdma clar que no els feia falta fer el

curs, i d’'altres que demanen anar més a poc a poc.
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2.3. Conclusions

L’estudi dels dos casos que acabem de presentatito@e, en la nostra recerca, un
estudi exploratori del tipus de cursos propedeuios s'imparteixen a Catalunya i no
pretén, en cap moment, servir com a avaluacidaliedicia o qualitat d’aquests cursos.
Els presentem aqui perqué representen, per a nessallos casos “extrems”
d’organitzacions didactiques ideades per a res@bpmoblema de la transicié entre la

Secundaria i la Universitat.

L’andlisi del repartiment de responsabilitats enpmefessor i alumnes (contracte
didactic), aixi com el tipus d’activitat matematigae els alumnes es veuen portats a
realitzar, mostra que els cursos fan passar etsreds per una quantitat molt important
d’OM diferents per tal de recobrir, en certa mankajuasi totalitat del curriculum de
Secundaria. El temps limitat de qué es disposaguaest objectiu tan ambicidés no deixa
llavors massa temps perqué els alumnes puguin glardiferents moments del procés
d’estudi. En consequencia, cada curs es limitaopgsar alguns moments privilegiats
que, suposadament, permet fer una “reconstrucgitlaa de les OM considerades.
Aquests s6n eimoment tecnologio bé elmoment exploratoyiacompanyats llavors
d’'un moment del treball de la técnicgue, per motius de manca de temps, apareix
sempre interromput abans de poder ser productii. dancs, en cap cas no es déna
temps | espai per al treball de desenvolupamentidécde questionament teoric
necessari per construir organitzacions matematitpoeds que agrupin i atorguin meés
flexibilitat i eficacia a les tecniques i tecnolegique els alumnes aprenen a utilitzar a
Secundaria. Ens sembla doncs que aquest tipusaditzgcio didactica, no nomeés no
contribueix a pal-liar la desarticulacio de les Qv s’estudien a Secundaria, sSiné que

encara reforcarien el seu aillament.

Podem formular aquesta hipotesi de la forma seguent

H(CP): Els cursos “propedeutics” del tipus observat, emmtes de proposar elements
articuladors del bagatge matematic dels alunowdribueixen a augmentar I'aillament

de les OM que s’estudien en Secundaria
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Una primera explicacié d’aquest fenomen rau eretetjfie aquests curse®rganitzen
mitjancant organitzacions didactiques uni o bidisienals (teoricistes, tecnicistes,
“modernistes” o “classiques”) que reforcen un o dusments del procés d’estudi en
detriment dels altres. En consequéncia, els prosed&®studi que en resulten no
permeten reconstruir ONbcals relativament completes que agrupin les OM puntuals
estudiades a Secundaria atorgant-los la flexibilicnica i el desenvolupament
tecnologic suficient per fer-ne instruments eficaper a I'estudi de noves questions

problematiques.

Aquesta analisi ens va conduir a fer una propostauds propedeéutic alternativa que va,
en certa manera, en sentit contrari als cursosnaiseen aquest capitol. Si, com hem
postulat, el principal handicap amb el que arribEnestudiants a la universitat és la
seva incapacitat per articular coneixements tedrprsictics per formar estratégies de
resolucid, que vagin més enlla de la simple aplicde tecniques puntuals a problemes
aillats, llavors creiem que I'objectiu d'un curs ttansicio Secundaria — Universitat
hauria de facilitar aquest treball als alumnes. dmptes d’una revisid rapida, i
necessariament superficial, d’'una part importarié deneixements que els alumnes
acaben d’estudiar (o dels que haurien d’haver egjuetls proposem dur a terme un
estudi detallat i en profunditat d’'unes poques tities problematiques i amb interés
pels estudiants, que els condueixin a connectaixements, a questionar les técniques
apreses i a desenvolupar-les fins dotar-les deaf@st i validesa. Es el que veurem al
seguent capitol d’aquesta memoria.
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Capitol 3. Disseny i experimentacio d’'un curs

propedeutic
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3.1. Analisi a priori de I'organitzacié matematica

A partir dels resultats sobre les discontinuitastematiques i didactiques entre la
Secundaria i la Universitat presentades en el @apjtreforcats per la nostra analisi
exploratoria dels cursos propedeéutics existentsaloent a les universitats espanyoles,

proposem dissenyar i experimentar un curs que arifds caracteristiques seguents:

(1) Es proposi com a objectiu genetarticulacio d'unes quantes OM puntuals
locals estudiades a Secundaria, que presentin un graubdisompletesa”, que els
alumnes no sbn capagos de connectar espontaniaeatformen part d’'un®M
local central en el programa de l'assignatura de matematiquds estudis
universitaris que enceten.

(2) L'articulacié d’aquestes OM puntuals es faci comresposta a unajlestio
problematica inicial que tingui interes per als alumnes, ja sigui per@gsta
relacionada amb els estudis universitaris trigpe@ué els afecta en algun aspecte
de les seves vides. La intencié és que larticalai® les OM puntuals tingui una
funcionalitat matematicano respongui (nomes) a pressions del contradéectic.

(3) L'organitzaci6 didactica que ha de permetre la mstroiccié de I'OM local a partir
de les OM puntuals que “aporten” els alumnes hgm&ocarque sorgeixin i
s’integrin de manera funcional els diferents moraaitgl procés d’estudiense que

hi hagi el predomini d’alguns pocs en detrimentsasires.

3.1.1. L'organitzaciéo matematica local que es volr  econstruir

La questio inicialQp, que hem triat com a punt de partida del procésctdpot

condensar-se en l'estudi de desigualtats del tipgd=g(x) onf i g sén funcions

“elementals” de variable real. L'origen d’aquestaesfié es vincula a un problema de

comparacié de magnituds economiques:
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Qo: Determinar per quines vendes els ingressos d’'unaresa sén major
que els costos, 0 els preus unitaris majors quecektos mitjos, o el
beneficis majors que un valor donat, o els costemars que un valo

donat, etc

Si modelitzem els ingressos, costos, preus unitanstos mitjos i beneficis d’'una
empresa mitjangant funcions que depenen d’'una traidable — les vendes —, llavors la
guesti6 plantejada condueix a I'estudi d’una dedigtidel tipus considerat. Suposarem

en tots els casos que el model matemdt{g) > g(x) ja esta donat (és a dir, no

demanarem als alumnes que determinin les funciopariir de certes informacions
sobre I'empresa) i que el problema resideix enrdetar els valors dg per als quals es
compleix la desigualtat.

L’organitzaci6 matematica que permetra donar rdspasla questid inicial Qpot

considerar-se com una articulacio de tres OM pustyze s’estudien a Secundaria:

(1) La resolucié d’equacionglineals i quadratiques, cubiques amb arrels ester
racionals, logaritmiques o exponencials molt se®)il que designarem per @M

(2) La resolucié d’'inequacions algebraiquéde primer i segon grau basicament), molt
incipient a Secundaria i que designarem pen®M

(3) La representacié grafica de funcions elementglslinomis de grax 3, funcions

exponencials i funcions racionals), que designgrenOM.

Per als estudiants que acaben el batxillerat, éegidses OM apareixen molt poc
connectades entre si. L'estudi d’equacions formea pal treball algebraic amb
expressions de primer i segon grau que els aluresgglien amb anterioritat a la
introduccié de les funcions. La resolucié delsealttipus d’equacions (cubiques o
logaritmiques i exponencials elementals) apareixdiégrents temes del curriculum,
potser lligat a I'estudi de funcions pero molt pireculat a la seva representacio grafica.
Si bé la resolucié d’equacions pot apareixer coia subtecnica per a la representacio
grafica de funcions, les grafiques no s’utilitzeai tom a eina per resoldre equacions ni
inequacions. De fet, dins I'estudi de funcions, deafigues sempre apareixen com el
producte final d’'una técnica molt estandarditzade comenca amb la determinacio del
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domini, després l'estudi dels limits de la funcid eds punts frontera del domini, la
determinacio dels punts de tall amb els eixos,a&dut de la derivada, I'estudi de la
monotonia, la concavitat i la convexitat, etc. Ejuest sentit, la grafica és sempre
I'objectiu anic i final del procés, no es considenai com un model de la relacié entre
dues magnituds que pot resultar Gtil per resoldoblpmes. Els alumnes aprenen a
representar funcions, pero no aprenen a fer resagystes representacions. Per aquest
motiu, cada funcio, sigui 0 no elemental, es carsicom un element aillat, quasi com
un pretext per posar en marxa els passos espégificgviament (domini, limits, etc.)
gue condueixen a la construccié de la grafica. &miqular, no s’estudien les families

de funcions elementals com tals, ja que per ellpsoeés anterior no es necessari.

La hipotesi que assumim és que, després dels ededbecundaria, els alumnes soén

capacos globalment de realitzar, dins de cada @\&eguents tipus d’activitats:

* OMegqo: Resoldre equacions de primer grau mitjangant méagmns
algebraiques, resoldre equacions de segon grawaaplila férmula del
discriminant (encara que I'equaci6 sigui del tipp& + bx = 0 0ax + ¢ = 0),
resoldre equacions de tercer grau amb arrels rasiartilitzant la técnica de
factoritzacié de Ruffini i resoldre equacions exgacials del tipus-&‘ = c.

= OM): Resoldre inequacions de primer grau mitjancant paacions
algebraiques i, en alguns casos, resoldre inequapinomiques del tipus

(X =X0)- (X =X1)-... K—Xn) =0,
ambxo, X1, ..., X, Nnombres racionals.
* OMg: Donada una funcié elementék), buscar el domini, limits, punts de tall

amb els eixos, intervals de variacio, etc. fingoarra la representacio grafica.

Presentem a continuacié, a modevtedel Epistemologic de Referendia,manera com
aquestes tres OM proporcionen els ingredients sadesper produir una resposta a la
guestio inicial considerada i com la produccioaleglsposta articula aquests ingredients
inserint les OM considerades en una @kghl més amplia i complexa. A partir d’aquest
model de recorregut matematic, formularem I'anaigiriori de I'organitzacié didactica

que proposem experimentar en el curs propedeusgenyat. Finalment descriurem

* En efecte, com veurem abastament més endavardrtia gie la grafica de(x) es poden obtenir
mitjancant un procés rapid les grafiques de fursiel tipusaf(x —b) +c.
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I'experimentacié realitzada i la seva avaluacio asteriori a partir dels resultats

obtinguts.

3.1.2. Presentacio del Model Epistemologic de Refer  encia

La reconstruccié d’'una organitzacié matematicallgce vagi més enlla de la simple
aplicacié d’'una tecnica per resoldre un tipus debl@mes requereix partir d'un
guestionament “potent” que quii i, alhora, justifigel procés d'estudi que cal

emprendre. En el nostre cas, la questié problemgtie hem triat és:

|Qo: Per a quineg es compleiX (x) = g(x) sif i g s6n funcions qualssevbl?

Davant la impossibilitat de donar una resposta digicaquesta questid, es decideix
considerar casos particulars de la mateixa prarwnta criteri le§amiliesde funciond

i g considerades: funcions afins, quadratiques, césighiperboliques i exponencials.
Es veura que, a l'introduir noves families de fonei la técnica utilitzada per resoldre
la desigualtat s’haura d’'anar modificant. Es ponhsiderar doncs que la variable
“familia de funcions” constitueix ehotorde la dinamica de I'estudi.

3.1.2.1. El cas de les funcions afins

La primera sub-questié que es planteja és la s&giien

|Q1: Per a quines es compleix (x) = g(x) sif i g son funcions afin$?

Es consideren dues técniques potencialment disiesnib

*  Taigebraica t€CNica algebraicabasada en la manipulacio de la desigualtat.

Donatax+b=cx+d:
d-b

Sia>c sobté:axtbzcx+d = (a-c)x+(b-d)=20 = x2
, : a-c
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d-b
a-c-

Sia<c, canvia el sentit de la desigualt@t+b2cx+d = x<

En I'ensenyament secundari espanyol, les dificl@ahb els canvis de sentit de les
desigualtats provoca la substitucié de la tecnicgereor per una altre tecnica que
redueix la resolucié de les desigualtats a la destpiacions corresponents. En primer
lloc es resol I'equacib—g = 0 i després s’avalua la fundié- g en un punt de cadascun

dels intervals delimitats per les solucions:

*  Tagebraicoequacional t€CNICa “ algebraicoequaciondl, basada en la reduccio de la
desigualtat a I'equacié corresponent.
d-b.

Donatax+b=cx+d, es consideraax+b=cx+d « ax+b-cx-d=0 o x=——
a—c

S’avaluaf — g en un punt df_ oo,d _ bj i en un altre dG{d _b,ooj, i es decideix el
a—cC a—cC

signe de la desigualtdt€g o f > Q).

A I'ensenyament secundalentorn tecnologicoteoriale les dues técniques anteriors es
limita a les regles del calcul algebraic i equaalgqu’aqui I'evolucid detaigebraicacap a
Talgebraicoequacion D€ totes formes, en aquest cas, un raonamefit dgrasat en les
pendents de les rectes associades a les funciors pErmet donar una justificacié

senzilla al canvi de signe de la desigualtat cudlit.

3.1.2.2. El cas de les funcions quadratiques

La segona sub-questio que es planteja és la seglient

|Q2: Per a quines es compleix (x) = g(x) sif i g son funcions polinomiques de 2n gﬂau’?

Quanf — g és un polinomi de segon grau,téxnica algebraicaracassa’ La técnica
algebraicoequacionalsegueix sent efica¢ encara que requereix en algasss un

namero elevat de calculs (per exemple, haver dstituib un valor de cada interval en

15 En efecte, una possible resoluciéaé + bx + ¢ > 0 consistiria en “completar quadrats” fins obtenir
una inequaci6 equivalent del tipag — p? + q > 0. Aquesta inequaci6 es transforma er () > -g/ai,
després d’'una discussi6é sobre el signegdg es pot arribar a la soluci@q- p|> [-q/a. Pero aguesta

tecnica esta molt lluny del treball matematic gsidsea Secundaria.
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la funci6f — g). També presenta certa “complexitat” a nivell tdogic: cal escriure la
funcié quadraticd — g com un producte de dos factors afins (factoritza3tudiar el
signe del producte en funcié del signe de cadaofa€uriosament, aquesta tecnica
acostuma a fracassar (en mans dels estudiants)lguancié quadratica no té arrels

reals.

Per raons d’economia i fiabilitat, t& sentit llav@onsiderar una tercera técnica basada

en la representacié grafica tieg.

*  Tgaiica t€CNica grafica s’esbossen les 2 paraboles f(x) i y = g(X) i s’estableix
graficament en quins intervald (x)>g(x). Per determinar numericament els

intervals solucid, es calculen els punts de tafixsteixen.
Vegem ara la construccié d’aquesta técnica grafiapermet representar la grafica de
f(x) = a(x—b)? + ¢ a partir de la dei(x) = i la grafica def(x) = AX’ + Bx+ C a partir

de la def(x) = a(x—b)? +c.

Construccio de la técnica grafica

1. Translacions: pas def(x) =x* a f(x) = (x—b)*+ ¢

> Per una banda, es considera la grafic§xJe= X° i se li aplica un desplacament
horitzontal deb unitats per obtenir la graficfiqura 1.1 def(x) = (x —b)? on el
seu vertex s’ha desplacat del punt (0,0) al ploudd (

> Per altra banda, si a la graficaf@d = x* se li aplica un desplacament vertical
de c unitats, s’obté la graficdigura 1.2 def(x) = x* + ¢ on el seu vértex s’ha
desplacat del punt (0,0) al puntd)0,

» Finalment, combinant els dos desplacaments, séagila graficafigura 1.3 de
f(x) = (x—b)? + ¢, on el seu vértex s’ha desplacat del punt (0,puat p,c).
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f(x) = (x + by’

fx) =x¢ f(x) = (x-Dby

figura 1.1

figura 1.2

f(x) = x?

f(x) = (x—bf+c

figura 1.3

2. Dilatacions: Pas def(x) =x* a f(x) = ax

> SiO<a<1 es té que la parabola resultant és més “anopie’laf(x) = X* perd

el vértex no ha variat la seva posidig\ra 1.4).
> Sia>1 es té que la parabola resultant és més “estatlaf(x) = x° pero el

vertex no ha variat la seva posici@qra 1.4.

Sia és negativa la parabola “canvia de sentit” penmastenen les consideracions

anteriors figura 1.

5.

f(x) = 0'5¢2

f(x) = 22

f(x) =x2

f(x) = - 3¢

f(x) = 0'5%2

. ) =X

figura 1.5

figura 1.4
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3. Combinacions: com passar déd(x) =x* a f(x) =a(x—b)® + ¢

S’aplica un desplacament del vertex punt (0,0)ualt fo,c) i es modifica I'amplada

en funcio del valor di en els termes explicats abafigyra 1.9

f(x) =a(x —b)? +¢

f(x) =X

figura 1.6

A la practica, aguesta Ultima técnica resulta nfieseat que les algebraiques. Per una
banda, la representacié grafica permet determirddir rapidament la solucié quan les
dues paraboles no es tallen o es tallen en algohgwident. Per altra banda, la tecnica
€s menys sensible a possibles errades numeriquipsejda grafica permet obtenir a

priori un valor aproximat de les solucions.

Notem també quegaiica dOna resposta a la questig iQsobretot, permet resoldre de
manera eficac les desigualtatsfarg son funcions quadratiques i afins “elementals” (de

representacié grafica immediata, com per exenxfpiex — 3).

4. Cas general: com passar dé&(x) =x*a f(x) = Ax* + Bx + C

La tecnica anterior es pot ampliar facilment al eagjue la parabola es presenta en la
forma canonicaf(x) = AX¢ + Bx + C. En efecte, desenvolupant I'expressi(x — b)? + c,
s’obtenen les equivaléncies:

A=a B=-2ab, C=ab’+c.
La grafica es dedueix llavors del calcul del verdéadbscissa B/2A, de la “posicid” de

la parabolaA > 0 6A < 0) i, si s’escau, del calcul dels punts de talbd’'eix Ox.
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3.1.2.3. El cas de les funcions cubiques

La tercera sub-questio a considerar és la segient:

|Q3: Per a quines es compleiX (x) = g(x) sif i g son funcions polinomiques de 3r g|1au’?

Quanf — g és un polinomi de grau 3, tacnica algebraicoequacionatequereix la
resolucié d’'una equacio de tercer grau. Exceptescaxcepcionals (arrels evidents),
I'algoritme de resolucio per radicals no acostunestar disponible a la Odylescolar.
Aguesta limitacio forta d&agebraicoequacionaustifica el recurs a la técnica grafica que
pateix aqui una clara modificacié respecte al cdsriar ja que en la majoria de les
vegades els intervals soluci6 homés es podran ioltermanera aproximada (usant el

metode de dicotomia, per exemple).

*  Tgmaficonumerica t€cnica graficonumericas’esbossen les 2 grafiques f(x) i y = g(X) i
s’estableix graficament i de manera aproximadawnsgntervalsf (x) = g(x). Per
determinar numeéricament els intervals solucié dsrdena graficament un primer
valor aproximat de la solucio que es “refina” pastenent fent servir el metode de

dicotomial®

Construccio de la técnica grafica

Notem aqui que, a Secundaria, la representacicgmiina funcié cubica no acostuma

a ser del domini de I'alumne.
1. Translacions: Pas def(x) =x3 a f(x) = (x=b)* + ¢
> Es considera la grafica d) = x i se li aplica un desplagament horitzontabde

per a obtenir la graficdigura 2.1) def(x) = (x—b)* on el punt d'inflexié passa
del (0,0) al b,0).

' El métode de dicotomia ( 0 biseccié) es basa ¢ézoeéma de Bolzano segons el qual una fuRaiéal
continua en un intervahlb] tal queF(a)F(b) < 0 té almenys un zewe (a,b). Per resoldre I'equaciB(x)
= 0, s'avaluaF al punt mig ded,b] i, en funcié del seu signe, es determina el sabial on es troba el
zero de la funcid. Es repeteix el procediment dhteal pasn-ésim un interval de longitud - a)/2" on
es troba la solucié. (Ortega 1990).
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> Es considera la graficx) = x° i se li aplica un desplacament vertical cle
unitats per a obtenir la graficligura 2.2 def(x) =x® + c on el punt d'inflexié
passa del (0,0) al (),

> Finalment considerem el cas gendfal = (x—b)® + ¢, on es té un desplacament
del punt d’inflexié del (0,0) albc) (figura 2.3.

|
|
|

J.‘

f(x) = gx — by

i) =x—by f(x)=x*
7 f)=x*+c f)=x*/ | f)=x"-c

figura 2.1 figura 2.2

f(x)=(x—b)3+c

figura 2.3
2. Dilatacions: Pas def(x) =x* a f(x) =ax®

> SiO<a<1 esté que la cubica resultant és més “ample”laf(x) = x> pero el
punt d’inflexié no ha variat la seva posicii(ra 2.4.
> Sia>1 es té que la clbica resultant és més “estegt@laf(x) = x° perd el punt

d’inflexié no ha variat la seva posicifigura 2.4).
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Si a és negativa la hiperbola “canvia de sentit” pexdnantenen les consideracions
anteriors figura 2.5.

f(x) =x° () = X3

f(x) = 2¢ f(x) = - 2
f(x) = 0'5x3 f(x) = - 0'5x°
figura 2.4 figura.2.5

3. Combinacions: com passar déd(x) =x> a f(x) =a(x—b)* + ¢

Hi ha un desplacament del punt d’inflexio del (®@0punt b,c) i 'amplada depen
del valor da en els termes explicats abahgura 2.9

figura 2.6

4. Cas general: com passar dix) =x° a f(x) = Ax® + Bx* + Cx+ D

Com es pot ara ampliar la tecnica anterior al cague la cubica es presenta en la forma
canonicd(x) = A¢ + BX + Cx+ D? Si seguim un procediment similar al cas quagra
hauriem de desenvolupar I'expresafg—b)* + c, i obtindriem les equivaléncies:

A=a B=-3ab, C=3al’, D=-ab’+c
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D'on es dedueix que la reduccié només és possitdaBf = 2A-C

En general, si considerem el das 1, el que si podem fer és reduir qualsevol cudtéca
la formax + BX’ + Cx+ D en una expressié del tipgs+ 57 + x fent el canvi de Vieta
x=z-B/3.

Tanmateix, arribats a aquest punt, és importaeingssar que la resolucio grafica de la
inequacio f (x) = g(x) pot dur-se a terme de formes molt diferents, gaigiepresentant
directament les dues funcions inicidls g, ja sigui buscant una inequacioé equivalent
h(x) > k(x) onh i k siguin funcions de representacié immediata o quasiediata. Aixi
per exemple, la inequacidx® —x*-2x+1> x*+2x pot donar lloc a les inequacions
equivalents:2x® > x> +4x— 16 2x*+1> x* +4x. En general, I'estudi del cas homogeni

2x* - x*-4x+1=0 acostuma a donar lloc a una grafica no immediatargquereix
I'estudi de les variacions de la funcié (derivael®,). De totes formes, aquest estudi pot
arribar a ser necessari, ja que no sempre és eéwdaablir amb seguretat el nombre

d’interseccions entre les corbes h(x) i y = k().

3.1.2.4. El cas de les funcions hiperboliques

La quarta sub-questié que abordem es pot formulaietermes segients:

Q4: Per a quinex es compleix (x) = g(x) sif i g son hipérboles del tipusa—b +C7
X —

*  Tagebraica t€CNica algebraicaSi al ferf — g queda un polinomi de grau < 2, es pot
actuar com en el cas de les funcions afins. Sisraixé, no es pot continuar, s’ha de

canviar a alguna de les altres tecniques.

*  Tagebraicoequacional t€CNica algebraicoequacionalSorgeixen moltes dificultats per

factoritzarf —g, pel que és millor canviar de tecnica.

*  Tgafica t€Cnica grafica: s'esbossen les dues funcions i visualment s’esialen

quins intervalsf (x) = g(x), ajudats del punt de tall, si existeix, calcufa&viament.
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*  Tgmaficonumerica t€CNica graficonumericaes fara servir si en aplicar la tecniGgiica
no es poden calcular els punts de tall. Un copsssutes les dues funcions s’aplica

el métode de dicotomia per aproximar la solucio.
Notem que, a 'igual que en els casos anterionepeesentacié grafica d’una hipéerbola
no acostuma a ser del domini de l'alumne. Caldex, tpnt, fer una extensié de la

técnica grafica emprada anteriorment:

Construccio de la técnica grafica

1. Translacions: Pas def (x)=1 a f(x)= +C
X

» Es considera la grafica di(x) -1 I se li aplica un desplacament horitzontal de
X

b per a obtenir la graficdigura 3.1) de f(x) :x—ib on el centre de la hipérbola
passa del punt (0,0) al puti@).

» Es considera la graficd (x)=1 i se li aplica un desplagament vertical de
X

unitats per a obtenir la graficligura 3.2 de f(x)=1+c on el centre de la
X

hiperbola passa del punt (0,0) al pubt).
» Finalment es considera el cas general, on el qué és un desplacament del
centre de la hipéerbola del punt (0,0) al pumt)((figura 3.3.

f(x) = 1/(x + b) f(x)': 11Xk fxX)=1k-b) f(x) =1k +c f(x) =Lk  f(x)=1k-c

figura 3.1 figura 3.2
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f(x) = 1k | f(x)=1/x-b)+c

figura 3.3

2. Dilatacions : Pas def (x) =% a f(x) =%

» Si0<a<1esté que la hiperbola resultant és més “anmple’la f (x) -1 pero
X

el centre de la hiperbola no ha variat la sevacpbfigura 3. 4.

» Sia> 1 es té que la hiperbola resultant és més “astgete la f (X) == pero el
X

centre de la hipérbola no ha variat la seva poftiigara 3.4).

Sia és negativa la hipérbola “canvia de sentit” peren@ntenen les consideracions

anteriors figura 3.5.

f(x) = 2k f(x) = - 2k
f(x) = - 05k

f(x) = 0’5/

f(x) = - 1k

figura 3.4 figura 3.5
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a
+C

3. Combinacions: com passar d€ (x) :% a f(x)= <

Hi ha un desplacament del centre de la hiperbdlputg (0,0) al puntlf,c) i

I'amplada depén del valoraen els termes explicats abafigyra 3.9.

figura 3.6.

3.1.2.5. El cas de les funcions exponencials

La cinquena sub-quiestio es pot formular en elsdsrsegients:

Qs: Per a quines es compleixX (x) = g(x) sif i g son exponencials del tipas™ + ¢ 7

Les tecniques algebraiquegebraical Taigebraicoequaciondfacassen gairebé sempre.

*  Tgafica Per aplicar laécnica grafica s’esbossen les dues funcions i visualment
s’estableix en quins intervals (x)>g(x), a partir dels punts de tall, si

existeixen, calculats préviament.

*  Tgmaficonumerica ES fara servir ldecnica graficonumericasi en aplicar la tecnica
TgraficaNO €S poden calcular els punts de tall. Un copsssinles les dues funcions

s’aplica el metode de dicotomia per acotar la $6luc

Notem que, en la mateixa linea que els casos arggta representacio grafica d’una

exponencial no acostuma a ser del domini de I'akimn
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Construccio de la técnica grafica

A diferéncia de les families de funcions anteriolas, representacié grafica de
I'exponencial té un tractament diferent. Per comaencal distingir dos casos, en funcio

dels valors que pot prendre la base:

Sia>1: Si0a<l:

la grafica def (x) =a*és creixent la grafica déx) =a*és decreixent

1. Translacions: Pas def (x)=a* a f(x)=a* +c

Independentment del valoradés produeix un desplacament verticatdmitats (és

a dir, la seva asimptota horitzontal es desptagaitats)

O<ax<l1

f(x)=a‘+c f(x) = _ax f(x)=a‘'-c fx)=a‘+c| f(x)=a" f(x) =a*—c
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2. Dilatacions: Pas def (x)=a* a f(x)=a*" =a*a™ =da* (d>0)

» Si0<d<1 es té que I'exponencial resultant és més “dhtple la f(x) =a*
pero sense variar la seva asimptota horitzontal.
» Sid>1 es té que I'exponencial resultant és més “@strpie la f (x) =a* pero

sense variar la seva asimptota horitzontal.

Sid és negativa la hiperbola “canvia de sentit” peron@ntenen les consideracions

anteriors (distingint entre O d||< 1 i fi| > 1)

O<axl1

fx) =22 f(x)=a f(x) = 052" f(x) =22 f(x)=a f(x)=0%5a"

3. Cas general: com passar dé(x)=a* a f(x)=a**+c=da*+c (d>0)

Cal aplicar un desplacament horitzontalcdenitats i modificar 'amplada segons el

valor ded en els termes explicats abans.

O<axl1

f(x) =a* fx)=a*®+c

f(x) =a fx)=a* "+ ¢
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3.1.2.6. El cas de dues funcions elementals qualsse

Una vegada considerats tots els casos particusarsiha d’estudiar la desigualtat

f(x)=g(x) onfi g son funcions elementals qualssevol (polinomiquegyiu< 3,

hiperboles o exponencials), s’ha vist que, en gdndes técniques algebraiques
acostumen a no funcionar i que, per contra, lesiqaes grafigues son molt més
eficients i economiques, encara que nomeés propw@nio en general, respostes
aproximades que cal “afinar” posteriorment mitjaricalgun métode numeéfic Per

tant, ara ja es pot donar una primera resposta@askaa questio inicial £

|Qo: Per a quineg es compleiX (x) = g(x) sif i g s6n funcions elementals qualssepol’?

Ro1: Sifi g son funcions elementals dels tipus consideratyiantinent, o d’algun tipus
per al qual se’'n pot obtenir facilment una represga grafica, llavors es pot aplicar

Tgrafica O Tgraficonumericd deduir I'interval aproximat de valorsdesitjat.

Roz: Si no es disposa facilment de la representac#diogr def i g, ni d’alguna
desigualtath(x) = k(x) equivalent, llavors es pot realitzar un estudi “pteti de la
funcié f — g (estudiant-ne els limits a la vora del domini, ietervals de monotonia,

etc.) i deduir un valor aproximat de I'interval gailb a partir de la grafica.

Un cop arribats a aquest punt, és facil que dduliesde la desigualtat(x) > g(x)

sorgeixin noves guestions problematiques, com yameple:

Q. : Com assegurar, a partir només de la grafica (s aense un estudi complet de la

funci6  f—g), que s’han trobat tots els punts de tall ehing?

Aquesta questio posa de manifest la necessitaeéstedi de les variacions de- g, per
exemple utilitzant derivades, i pot servir com atiwaxidé de I'estudi “complet” que

esmentavem anteriorment.

" Métode de la Dicotomia (0 Biseccid), Métode de MewMetode de la Secant, Métode de la Regula-
Falsi, etc.
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També poden sorgir noves questions a partir dasians de la questié inicialo@om,
per exemple, que passa amb les solucions si earfixae les dues funcions i es varia la
segona dins d’'una determinada familia de funcidwglesta és I'opcié que hem triat
nosaltres en el recorregut que proposem als alynahggoposar-los un nou tipus de
problemes generat per I'estudi d’'una questié ecacemn es disposa d’'una funcié de
costos, s’ha de “construir” la funcio d’'ingressasiplanteja el problema de triar el preu
unitari apropiat per tal que I'empresa sempre ftifgrneficis a partir d’'un determinat
valor de vendes. Aquest tipus de problemes “refoegacert sentit el treball amb la
tecnica grafica i l'interés de representar grafieatmles dues funcion&x) i g(x) en

comptes de la diferencf&) —g(x).

Aquestes consideracions s’aclariran en el propartaipamb la presentacio de I'analisi a
priori de I'organitzacio didactica que s’experimemat Abans pero, presentem unes
taules que resumeixen les analisis anteriors intigeer a cada sub-questié considerada,
aquells aspectes (tecnics i també tecnologico®oea els quals les diferents OM
considerades es mostren eficaces i alhora lesalilobiis (0 incompleteses) que

presenten.
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OMP1

Qo: Per a quinesx es compleixf(x) >
g(x) sif i g sén funcions qualssevol?

Qu f(X) >g(x) ambfig

OM disponibles

“Incompleteses”

Cal distingir els casdscreixent i

funcions afins OM | €7 | decreixent degut al canvi de sentit dd laj
algebraica desigualtat
Qi) >gx)ambfig
i funcions polinomiques de l
S grau2 !
Qe f = g(x) ambfig , Semina fi : A i N
A e s de | OM agebraico > ‘Técnica fiable i economica, pero po
o grau3 | equacional justificada (si no es recorre a QM)
i Qif)>gx)ambfig |
b funcions racionals ____; l
| Qs f(X)>g(x)ambfig | > Técnica fiable i facil de justificar, perl
{ ... funcions exponencials | OM grafica poc economica
Qe f() =g ambfig
' funcions dels tipus anteriors
i___perodiferentsentre elles ;L
| Q09 > g(x) onfignoson | i OMguafico | | |
+ . cap de les funcions anterior$ D umerca | |
OM disponibles “Incompleteses”
Qo: Per a quinesx, es compleix(x) >
g(x) sif i g son funcions qualssevol?
prmes- T T . Apropiada només per al cas en quq
P ]E)J)nag(nxs) ZR;S '9 <> totes dues funcions tinguin el matei
e oMalgebraica terme “ At A"
quadratic
Q2 f(x) > g(x) ambfig
funcions polinomiques de l
grau 2
R T T AT , Poc justificada (si no es recorre a
! 3. f(X) > g(x) ambfig ! ) AN omi
' funcions polindmiques de ! OM aigebraico «> OMguaticd | pOC economica fjegm al
: grau 3 ! equacional nombre de calpuls gue s’han de
J realitzar
L Qaf=gigambfig !
L. funcions racionals l
Qe () > g(ambfig <> Tecnica f o -
: - ; : ecnica fiable i facil de justificar
i____funcions exponencials _ _; OM grafica J
L Qe f(0>g()ambfig
1 funcions dels tipus anteriors
L___perodiferentsentreelles :
© Qrf(x)> g(x)onfigno son : : OMguafico | | |
+ . cap de les funcions anteriors U numerica | i i
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OMP3

Qo: Per a quinesx, es compleix(x) >
g(x) sif i g sén funcions qualssevol?

Qu: f(x) > g(x)ambfi g son

OM disponibles

“Incompleteses”

| funcions afins | OM agepraca > Tecnica amb un abast molt limitat
Qi) >g(x)ambfig |
funcions polindmiques de l
b gauz ]
ORI Tecnica fiable si les funciorisgof—g
3. f(X) > g(x) ambfig ) . N
polinomiques de grau 3 OM aigebraico | €= tenen a}rrels evidents, pero com abafs,
equacional s’han de fer molts calculs
L Quf(x)>g(x)ambfig
funcions racionals l
ng(x)zg(x)ambflg <> Economica i fiable si les arrels son
... [uncions exponencials OM grafica evidents.
P Qe f()=g(ambfig
' funcions dels tipus anteriors l
i pero diferents entre elles :
Q:: f(x) > g(x)onfigno sén oM. <> Econdmica i fiable si les arrels no sdn
' cap de les funcions anteriors grafico evidents.
"""""""""""""""" numerica
OM disponibles “Incompleteses”
Qo: Per a quinesx, es compleixX(x) >
g(x) sif i g sén funcions qualssevol?
T Quf(x)>g(x)ambfig | .
L funcions afins ___ | OM aigeraica > Abast molt limitat
| Qif(x)=g(x)ambfig !
i funcions polinomiques de | l
. grau2_ .
i Qi) =g0gambfig Abast molt limitat, només si la funcfo
i funcions polinomiques de : OM ajgepraico | € . .
! grau 3 ! — gté zeros evidents
Rttt ! equacional
Q4 f(x) > g(x)ambfig
funcions racionals l
I Qs f(X) = g(x)ambfigsen | PN Economica i fiable si les arrels so6n
... _funcions exponencials __; OM grafica evidents.
i Qs f(x)>g(x)ambfig
+ funcions dels tipus anteriors l
L .__pero diferents entre elles_;
| Qu f(x)>g(x)onfignosén ! OMr <> | Economica i fiable siles arrels no sgp
+_cap de les funcions anteriors gratfico evidents.
numerica
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OMP5

OM disponibles “Incompleteses”

Qo: Per a quinesx, es compleix(x) >
g(x) sif i g sén funcions qualssevol?

Qu: f(x) > g(x)ambfig
funcions afins?

«> Abast limitadissim
oM algebraica

| Qif)>gpoambfig |
i funcions polinomiques de |

_____________________________

Qs f(x) > g(x)ambfig

i funcions polinomiques de OM aigebraico | €= Abast limitadissim

_____________________________ equacional

Qa: f(x) > g(x)ambfig
' funcions racionals

J

> Fiable i eficac si la funcib— gté arrels
OM grafica evidents

Qs: f(x) >g(x)ambfig
funcions exponencials

i Qe f(x)>g()ambfig
funcions dels tipus anteriorsi
' pero diferents entre elles !

Q7 f(x) > g(x)ambfigno

so6n cap de les funcions OM grafico &> Apropiada si les arrels no son eviderjts
anteriors -
bommmmmm oo ! numerica
OM disponibles “Incompleteses”

Qo: Per a quinesx, es compleix(x) >
g(x) sif i g sén funcions qualssevol?

Qu: f(x) > g(x)ambfig
funcions afins

oM algebraica <> Abast limitat

Q2 f(x) > g(x)ambfig
funcions polinomiques de

Qs f(x) > g(x)ambfig

i . x)am : OM otor
+ funcions polinomiques de : algebraico

> Abast limitat

equacional

Qs f(x) > g(x)ambfig
funcions racionals

)

> Optima si les arrels son evidents

Qe f0=gambfig
: funcions exponencials |

oM grafica

Qs: f(X) > g(x)ambfig
funcions dels tipus anterior
pero diferents entre elles

} Qi) =g(yonfignosen |

OM grafico
. cap de les funcions anteriors numeérica

> Optima si les arrels no sén evidentq
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3.2. Analisi a priori de I'organitzaci6 didactica

El curs que aqui presentem esta dirigit a alumnes igiciaran els seus estudis
universitaris en ADE o Ciencies Empresarials dé-daultat d’Economia 1QS de la
Universitat Ramon Llull (Barcelona) i va ser praget i realitzat pel nostre equip
d’investigacié en didactica tenint en compte elulmats de les investigacions d’aquest
equip sobre les discontinuitats matematiques ictigldes entre la secundaria i la

universitat comentades al capitol 1.

L’objectiu del curs és intentar iniciar processdestlidi motivats per una questio
problematica inicial relacionada amb els estudis gan a comencar i que permeten la
construccio d’organitzacions matematiques localltivmment completes com a

resposta a aquesta quiestio.

Es va dividir en tres parts:
- 12 part: Desigualtats entre funcions elementatgrédssos i Costos”
- 22 part: Modelitzacio elemental amb parametresnifi@ i venda de samarretes”

- 32 part: Prova final

Presentem als annexos 1, 2 i 3 el material dedes grimeres parts del curs.

A continuacio presentarem el disseny a priori det@s d’estudi. L’hem estructurat en
unitats, que es corresponen bastant a les difeseatsons del curs, on cada una d’elles
es presenta en forma d’una taula dividida en questres fonamentals:

1. L’objectiu, estructura i principals continguts @eunitat;

2. La referencia al Recorregut Matematic (R.M.) oraestntrada la unitat, en
relacio al Model Epistemologic de Referéncia préstes 'apartat anterior;

3. El disseny a priori del Recorregut Didactic (R.pjoposat, és a dir, la
descripcio de com s’han de fer evolucionar tempogak els aspectes més
importants del procés d’estudi. També es trobaolaushentacié necessaria i la
forma de gestionar els diferents moments del prda&sudi.

Per indicar de qui és la responsabilitat de castzatan cada moment distingirem

diferents posicions: PR — professor, Al — alumndividual, GA — grup(s)
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d’alumne(s) en que es divideix la classe i CE —watat d’estudi (grup classe
amb professor);
4. Alguns elements importants per a la gestié delrregat didactic.

Només presentarem aqui I'analisi didactica a paorresponent a la primera part del
curs. Veurem com, al principi, les unitats correspoa la completacio de les diferents
OM considerades inicialment fins arribar a la téargrafica que s’ha d’anar construir i
completant a poc a poc a mida que s’introdueixeesidamilies de funcions. La ultima
unitat correspon, com deiem, a l'estudi d'una g@iestonomica on també s’han de
comparar una funcié d’ingressos i una de costo® perprimera no ve donada
explicitament. A més, el tipus de glestions quelastegen requereixen considerar
diferents funcions d’ingressos i de costos a muga es varia el preu unitari o el cost
fix, provocant aixi una petita variacio de la t@engrafica tal com s’ha estat utilitzant

fins llavors.
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3.2.1. Estudi de funcions elementals amb parametres : “Ingressos i

Costos”

UNITAT 1: (3 hores)

Estructura i continguts principals

- Presentacio de la qliesti@g:Q
Sigui B(x) la funcié de benefici d’'una empresa que produeproductes, ¢quants productes ha de produir pdrtemio
guanys, és a dir, per quins valorsal beneficiB(x) és positiu?

Cal interpretar @com un cas patrticular de la qiiestié presenta@aitol 3.1.1:
B(x)=20 = I1(X)-C(X)=20 = 1(X)=C(x)

- Comentar que la qlestié inicial, @retén modelitzar una situacio real, perd davanmpossibilitat d’estudiar funcions @
varies variables (ja que els alumnes encara noamoestudiat) ens reduim al cas que en el benefperd d'una Unica
variable.

- Considerar altres gliestions que es podrien plantgardel benefici maxim, estudi de les seves siaria, etc.

- Recordatori de les families de funcions que hardesta Secundaria.

@

1

R.M.

Plantejament de (Q incursio fépida per o%ebraica oMalgebraicoequaciompMgréfica

Recorregut Didactic a priori

Documentaci6Lliurament de la llista de funcions. (veure Anrigx

Evolucio i gestié del RD
=  Moment del primer encontre (GA)

Presentaci6 de la questié genera®iu treball en gran grup fins plantejar la desigatditx) > C(x).
Els alumnes es distribueixen en grups de 2 o Bnecmen a treballar la glestié plantejada per priegeres funcions de la llist
(afins, paraboliques i cubiques).

=  Treball exploratori (GA)
Treball en grups per a la redacci6 de la primespasta provisional @,
Un dels objectius és observar amb quina tecnicdermda qliestid, quina notacio fan servir i si figtien la solucié trobada.

= Institucionalitzacio i avaluacié (PR i CE)
El professor, un cop ha analitzades les resposteadegs (aprofitant una pausa a mitja classe), éasimesi a la pissarra ¢
desigualtats entre dos parells de funcions afims (sense canvi de signe i una altre amb canvi)tre etios parells dé
quadratiques, indicant les diferents técniqueshgureaparegut, la facilitat o dificultat d’ds i Issves limitacions. A I'estudi d€
cas quadratic s'introdueix la técnica grafica @lamnes ja saben, en principi, representar pargbqles ha d’aparéixer com

més potent, sempre i quan es pugui aplicar de maapida i fiable (sense haver de fer I'estudi atdacfuncid).

Elements per a la gesti6 del RD

= El professor no ha de participar en I'elaboracidlate respostes dels alumnes ja que s’intenta qaeegyin de maner
espontania les principals “maneres de fer” ques€syen a Secundaria.

= A l'avaluaci6 i institucionalitzaci6 cal buscar mom compartit (amb els estudiants) per designatdesiques i els seu
components. També cal enfocar I'avaluacié com wracteristica de les técniques emprades i no deafescitats o error
dels estudiants.

= Es pot aprofitar per posar en evidencia les mamsatenriques dels alumnes pel que fa a la justificavalidacié de leg

tecniques: com es poden justificar, quan i perguevalides, quan i perqué no ho son, com es poeleerglitzar, etc.

1%
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UNITAT 2: (3 hores)

ﬁ - Proposta d'utilitzacid de la técnica grafica perskva potencia i eficacisempre i quan no s’hagi de fer I'estudi
© g “complet” de les funcions.
§ § - Programacié de I'estudi: agrupaci6 dels casos seglsitipus de funcions.
E E’ - Delimitacié del problema inicial a I'estudi de lesicions quadratiques.
=
8
< OMaigebraicoequaciona? OMgrafica
o
Documentacidla mateixa llista de funcions
Evolucié i gesti6 del Recorregut Didactic
» Institucionalitzacié (PR i CE)
El professor exposa els principals ingredientsnitici teorics) d’'ONaca per al cas de les paraboles: translacions
horitzontals i verticals, dilatacions, diferentsrgstures de la parabola.
Una vegada explicada la representacio grafica garkbola ja es pot donar respostaa Q
_ S’aprofita per exposar Osca per al cas de les funcions afins;){Qdonar una primera resposta parcial2e@ el cas qus
g les funcions implicades siguin afins o polinomiqdesgrau 2.
; =  Moment exploratori (GA)
j‘.g Es demana als alumnes que considerin les funceiesltista on estan implicades paraboles i rectes.
g =  Treball de la tecnica (GA)
§ Diferents maneres d’aplicar les translacions itddens; diferents escriptures possibles; casoalsefy = a(x — %)-(X —
5 X1)); variacions de la técnicg € a-(x — %)-(x —X;) + k); combinacions entre rectes i paraboles; etc.
= Moment tecnologicoteoric (GA i CE)
Poden sorgir qliestions com les segiients, que felssar anotara a la pissarra:
- Podem estar segurs que dues paraboles nomésntataed(s) punt(s) trobat(s)?
- S’han estudiat totes les configuracions possibles?
- Com interpretar els casos on no hi ha punts denéaié les funcions implicades?
= Moment de la institucionalitzacié i avaluacio (@etécnica grafica) (CE i PR)
Al principi de la segiient classe el professor fasimtesi del treball realitzat indicant els casass rfacils i aquells on
sorgeix algun tipus de complicacio (variacions igges).
S - Els casos no considerats a classe es deixen pecésa.
g @ - La representacio grafica de la parabola acosturmaralel domini de I'alumne. El treball amb les $lanions i
2 é dilatacions, no.
% g - Latécnica grafica és poc sensible a les erradesngues.
L

- Els alumnes oposen resisténcia quan se’ls demacand@r de técnica respecte al que han fet a Sadan
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UNITAT 3: (3 hores)

Estructura i

continguts principals

- Proposta d'utilitzacié de la tecnica grafica peséwa poténcia i eficacia en el cas de les fungumimomiques de
grau 3.
- Programacié de I'estudi: agrupaci6 dels casos seglsrtipus de funcions

- Delimitacié inicial del problema inicial a les fuoas cubiques

R.M.

o Malgebraicoequacio na'|> o Mgraﬁca >0 Mgraﬁconu meérica

Recorregut Didactic a priori

Documentaciola mateixa llista de funcions.

Evolucié i gestié del RD

»= Institucionalitzacié (CE i PR)
El professor, després de fer una sintesi del cadrgtic exposa els principals ingredients (tecntesrics) de ONasica
per al cas de les cubiques: translacions, dilatacicanvis de variable.

En intentar donar resposta & Qot passar que el(s) punt(s) de tall no siguirdenis i per tant s’hagi d’introdu

=

O Mgraﬁconumérica

Una vegada explicada la representacio grafica @éldca es pot donar resposta 2i@ Q, en el cas que les funcions
implicades siguin polinomiques de graa3.

=  Moment exploratori (GA)
Es demana als alumnes que considerin les funcierla dista on estan implicades clbiques, parabotestes i que
intentin donar resposta a1, (pel cas aff, quadratic i clbic).

=  Treball de la técnica (GA)
Diferents maneres d'aplicar les translacions i tddeons; diferents escriptures possibles; casoszilken

(y=a(x — %) (X —Xq)- (X —Xp)); variacions de la tecnicg € a{(x — %)-(X — x1)- (X —Xp) + k); combinacions entre rectes

paraboles i cubiques; etc.
=  Moment tecnologicoteoric (GA i CE)
Podem estar segurs que dues cubiques només tadiaralfs) punt(s) trobat(s)? S’ha estudiat totesctnfiguracions
possibles? L'aproximacié numeérica dels punts deetapodria fer més rapidament?
= Moment de la institucionalitzacié i avaluacio (@etécnica grafica) (CE i PR)
Al principi de la seglient classe el professor faimtesi del treball realitzat indicant els cas@s ffiacils i aquells on

sorgeix algun tipus de complicacio (variacions igaes).

Elements per a

la gesti6 del RD

- A diferéncia del que passa amb les paraboles,pi@sentacidé de les cubiques no acostuma a serodehidde
'alumne de Secundaria.

- Els casos no considerats a classe es deixen pecésa.
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UNITAT 4: (3 hores)

Estructura i

continguts

principals

- Proposta d'utilitzacié de la tecnica grafica péesafuncions hiperboliques
- Programacio de I'estudi: agrupacio dels casos seglsrtipus de funcions

- Delimitaci6 inicial del problema inicial a les fupaos hiperboliques i polinomiques de grag.

R.M

oM algebraicoequaciona'la @) Mgréﬁca >0 Mgraﬁconumérica

RD a priori

Documentacidmateixa llista de funcions.

Evolucié i gestié del RD

= Institucionalitzacié (CE i PR)

Després de la sintesi del treball fet amb les aigsigel professor exposa els principals ingredigatsics i teorics) dg

OMgeaiica per al cas de les hipérboles: translacions hariéds i verticals, dilatacions; diferents escripside la hiperbola.

En intentar donar resposta g bt passar que el(s) punt(s) de tall no siguinleis, perdo sempre es poden calcular

perque es redueix a resoldre una equacié de segon g

Una vegada explicada la representacié grafica tgkrbola podem donar respostag @ @ en el cas que les funcions

implicades siguin polinomiques de grad i hiperboles.

=  Moment exploratori (GA)
Es demana als alumnes que considerin les funciensa tlista on estan implicades cubiques, parabiokfs i que
intentin donar resposta &1, (per al cas afi, quadratic, cubic i hiperbolic).

=  Treball de la técnica (GA)
Diferents maneres d’aplicar les translacions itddens; diferents escriptures possibles; combamacientre recteg
paraboles, cubiques i hipérboles; etc.

=  Moment tecnologicoteoric (GA i CE)
Podem estar segurs que dues hiperboles nomésmatiarel(s) punt(s) trobat(s)? S’ha estudiat ttesonfiguraciong
possibles? En quins casos els punts de tall esprzdeular? Quan s’han d’aproximar?

= Moment de la institucionalitzaci6 i avaluacio (CER)
Al principi de la seguient classe el professor faimtesi del treball realitzat indicant els cas@s fidcils i aquells on
sorgeix algun tipus de complicacio (variacions igges).
Cal recalcar que la tecnica grafica “per transfoiorecde funcions elementals” és més rapida i efigegla técnica

d’estudi “complet” d’una funcié que els alumneseaqan a utilitzar a Secundaria.

Elements per a

la gesti6 del RD

- Tal com passava amb les cubiques, els alumnes dsm&®aia tampoc no dominen la representacio grafcées
hipérboles. Tanmateix, tindran tendencia a repestadtécnica d’estudi “complet” d’una funcié quel&sjue saber
utilitzar. Cal fer-los veure que és d’aplicaci6 moiés complexa, malgrat que per ells els sembli fdgbque la

técnica novadvaluacig.

h
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UNITAT 5: (3 hores)

- Proposta d'utilitzacié de la tecnica grafica péesafuncions exponencials

% é é - Programacio de I'estudi: agrupacio dels casos seglsrtipus de funcions
§ g g - Delimitaci6 inicial del problema inicial a les fupaos hiperboliques, afins i quadratiques.
< OMaygebraicoequaciond® OMgrafica OMgraficonumerica
o
Documentacidmateixa llista de funcions.
Evolucio i gestié del RD
= Institucionalitzacié (CE i PR)
Després de la sintesi del cas de les hipérbolegroétssor exposa els principals ingredients (&&cniteorics) de
OMgeaiica PEr @l cas de les exponencials: translacions Zomtials i verticals, dilatacions; correspondénciz des
diferents escriptures de I'exponencial.
En intentar donar resposta & Qot passar que el(s) punt(s) de tall no siguienis i per tant s’hagi d’'introdu
OMgraiconumeric:0 recordar I'iis de logaritmes per resoldre equescéxponencials.
=  Moment exploratori (GA)
_ Es demana als alumnes que considerin les funciefe llista on estan implicades exponencials, aigsgparaboles
g_ afins i que intentin donar resposta & Q.
g =  Treball de la técnica (GA)
« Diferents maneres d’aplicar les translacions itddens; diferents escriptures possibles; combamacientre recteg
paraboles, cubiques i hipérboles; etc.
=  Moment tecnologicoteoric (GA i CE)
Podem estar segurs que dues exponencials nongsraén el(s) punt(s) trobat(s)? S’ha estudiat leteasuisticg
(configuracions possibles)?
= Moment de la institucionalitzacié i avaluacio (@etécnica grafica) (CE i PR)
Cal indicar al final de la classe quines s6n lesifums de la llista que no sén de cap dels tipusdest a les session
anteriors i que son, precisament, aquelles quendefi I'ambit de validesa de la técnica graficaxdfacilita la sintesi
del treball realitzat fins al moment i condueixszr@ure mitjancant parametres els tipus de funcidiliézats fins el
moment:af(x — b) + ¢ on f(x) és dels tipus considerats. Poden sortir variaciorses” de la técnica grafica, pe
exemple amb funcions del tipf(sx —b) o f(>?).
g - Aquesta sessi6 ha de ser més “agil” que les amsepierqué quedi temps al final per a la instituaibvzacio del
g @ recorregut global i per a I'avaluacié de la tecrgcafica.
2 T
% é - Es deixen per fer a casa els casos que no s’hagiat @studiar a classe i aquelles funcions quersiddra de
qu 5 I'ambit de validesa de la técnica grafica.

=

n

=
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UNITAT 6: (3 hores)

- Estudi d’'una questié economica on el model propesaedueix a I'estudi d’una desigualtat on un&ifu@és fixa i ve

s 2 o
:g é’ % donada i I'altra s’ha de construir i varia en fundiun parametre (preu unitari). Aquesta situa@éagen evidéncia
E § g_ Ieconomia” i eficacia de I's de la técnica gicHi
< Situacié econdmica> OMgrasiconumerica
o
DocumentaciblLlista de problemes (veure Annex 2)
Evolucio i gestié del RD
=  Moment exploratori (Al i CE)
El treball es fa de forma individual. Cada alummgdix I'enunciat del primer problema i es comentarigner cas a lg
pissarra per assegurar-se que tothom sap corsttraodel apropial(x) > C(x).
= Moment del treball de la técnica i tecnologicoted@l i CE)
5 La resolucié del problema requereix una variacihitga sostinguda per la interpretacié teorica dumst fix correspon
% a la translaci6 vertical de la funcié de costoolffgma 1) i que el preu unitari correspon al pehdenla recta. L4
% variacio d’aquests dos parametres permet modificéerval de solucions i és sobre aquesta variagié cal raonar en
aquest cas.
= Institucionalitzaci6 i avaluacié (Al)
En tornar de la pausa es corregeix el primer prodle si no hi ha temps d’acabar el segon, es demiamtregar-lo el
proper dia per fer-ne una avaluacié individual.
L’avaluacio de tot el treball dut a terme es fa danprova final (§ 3.2.3.).
De fet, la resolucié d’aquests dos problemes, asl(petites) variacions técniques i tedriques qu®sen, correspon
amb la vertadera avaluacio de I'QM..que s’ha construit fins el moment.
© Donat que és el primer treball de modelitzacié gsig@roposa als alumnes, és important que el porfessseguri que
g @ tots els alumnes entenen les diferents interp@tacgue se’ls demana i que no doni per evident dtaquestes
g é interpretacions.
2 G
§ & Pot sortir la questié de saber si el nombre dlagiproduits i el nombre d’articles venuts coinbiele. Cal remarcar que

és una hipotesi que fem per simplificar el tredalimodelitzacié malgrat que sigui poc realista mssla.
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3.2.2. Modelitzacio elemental amb parametres: “Comp  raivenda de

samarretes”

La segona part del taller s’endinsa meés en el trdbanodelitzacié matematica. El cas
proposat simula una situacié potencialment redaegue un grup d’estudiants fa una
consulta al grup de classe perqué els diguin sdeterminat negoci d’estampacio i
venda de samarretes donara uns beneficis degitatee Annex 3).

L’estudi d’aquesta situacio es pot expressar im@at mitjancant una desigualtat del
tipus B(xX) = I(X) — C(x) > 1000, onl(x) = px és la funcié d’ingressos (semtel preu
unitari) i s’introdueixen dues funcions de costasa lineal:Cy(X) = cx + L (sentc el
cost unitari de les samarretds €l lloguer del stand) i una quadratiCgx) = (a + Kx)x

+ L (sentc = a + Kx un cost unitari que creix amb la produck)jo

En cap dels dos casos I'estudi de la desigudigt = 1(X) — C(x) > 1000 condueix
directament a una solucio “realista” perquée el nende vendes necessaries per obtenir
1000 € de beneficis no correspon ni s’aproxima savendes obtingudes per grup
d’alumnes fins el moment. Es requereix llavors gsaliscuteixin diferents estrategies
possibles: augment del preu unitpridisminucié dels costos augment de les vendes
X. Cal per tant anar plantejant noves situacions oo#splexes que es modelitzen
mitjancant funcions elementals amb parametres egeqiaraboles o hipérboles). Es
precisament en la manipulacié d’aquest parametnessotroba la soluci6 final. No
detallarem aqui I'analisi a priori d’aquesta siibague hem manllevat de I'estudi de
Ruiz Munzon (2005 i 2006).

En la primera sessiéo (Comanda 1 — costos linegishlumnes treballen per grups en la
resolucié de la gulestié plantejada i es discuteiesnpossibles respostes. Davant el
fracas de totes elles, es determinen distintestegies segons el namero i tipus de
parametres escollits: cost unitari de les samargieeu unitari de venda, costos fixos
del local. Cal destacar el que podriem anomendcrkativitat” dels alumnes en el

tractament de la qulestio plantejada pel que fasaditerents estratégies de venda
proposades. En comptes de les variacions de pagswete haviem previst (augmentar

el preu de venda o disminuir les costos), vanrsatlasse propostes mes variades i més
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realistes, com ara fer ofertes per a les vendassdfan article gratis si se’n compren
3”") amb la consequent complicaci6 matematica dinbtee un model funcional

apropiat.

A la segona sessio els grups d’alumnes van comrsides diverses possibilitats de
variacio dels parametres i, mitjancant essencialmkrecurs a models algebraics (els
models grafics no sén necessaris en aquest pamt)phltenir conjuntament una resposta
viable al problema, destacant el parametre pettipen c (diferéncia entre el preu

unitari i el cost unitari).

La tercera sessi6 (Comanda 2 — funcié de costodrajiea), la consideracio de les
desigualtats amb parametres fa indispensable l&smadels grafics (paraboles i
hiperboles amb asimptotes obliqlies). Per abordsesss segona comanda, els alumnes
van partir dels resultats obtinguts en la primesenanda i van recorrer als models

grafics de manera forga agil.
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3.2.3. Prova final

Finalment es va proposar als alumnes una provhdiniaida en dues parts. La primera
feia referéncia a la primera part del taller (raesu grafica d’'una desigualtat funcional).
La segona proposava una situacié de consultoriagma la de la segona part del taller
(compra i venda de polseres). Es va dir als alumnpesel resultat d’aquesta prova es

donaria al professor responsable de I'assignairaatematiques.

PROVA FINAL - 12 part

1. Una empresa produekunitats d’'un producte. Determinar I'interval de
produccionsx aconsellades si sabem que la funcié de ingresst{g) é

- : 2 3
=X+ 1+3 i la de costos és Xj(=x" + 0,5.

2. El cost de produccié d’'un determinat article é8)G(¢ + 2x + 4, onx
és el nombre d'unitats. L'article es ven a 7 €yetat.

(a) Representar en un mateix grafic la funcio d’'ingoesda de costos.

(b) Determinar linterval de produccions per als qua®btenen
beneficis.

(c) ¢Com canviara aquest interval si els costos fauggmenten a 9 €7
Donar una explicacié a partir de la grafica.

(d) ¢Com canviara aquest interval si es decideix augmeh preu de
venda a 9 € per unitat? Donar una explicacio argatia grafica.
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PROVA FINAL — 22 part

Els alumnes de 1° Batxillerat volen vendre polsefesgoma amb els
colors de l'institut per recollir pel viatge de de curs. El cost de cada
polsera és de 0,30 € i les volen vendre a 1 €.ré&lh pel lloguer de la
parada és de 80 £.

(1) Escriure la funcié d’ingressosx)( la de costos Q] i la de

beneficis BX).

(2) Representar la funcié benefici.

(3) Indicar en la grafica el nombre minim de vendes gesbtenir
beneficis positius.

(4) Utilitzar la grafica per a calcular aproximadamguoantes polseres
s’han de vendre per a obtenir un beneficio de 750&cular-ho
exactament.

(5) Explicar com varia la grafica de la funcié de béefi el nombre
minim de vendes per a obtenir 750 € de benefici®lencasos
seglents:

a. El preu de les polseres puja a 1,20 €.

b. El cost de las polseres puja a 0,35 €.

c. Ellloguer de la parada baixa a 65 €.

(6) Si el lloguer de la parada és de 100 £,

a. Determinar quin a de ser la relacio entre el prewehda i el
preu de cost de cada polsera per a obtenir de dhtb€a venda
de 500 polseres.

b. ¢Es pot obtenir aquest benefici amb aquestes vemtesnt les
polseres a menys de 1,5€?

c. ¢Es pot obtenir aguest benefici amb aquestes verstent
polseres al doble del seu preu de cost?

Com es pot observar, el primer problema corresp@astament a una desigualtat com
les de la primera part el curs, on cal comparar aifiaca i una hipérbola. El segon
problema reprodueix una situacio molt similar ads groblemes estudiats a la unitat 6
amb una funcions de costos quadratica on es demealdizar i interpretar dues

variacions: la dels costos fixos (translacio vaitide la funcié de costos) i la del preu
unitari (augment del pendent de la recta d’ingressiél tercer problema proposa un
estudi analeg al del cas de les samarretes quduntéad de costos és lineal. Les
preguntes son molt detallades i inclouen aspeet#sds i interpretacions en termes del

sistema economic considerat.
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3.3. Descripci6 de I'experimentacio

El curs que aqui es proposa s’ha experimentat Fataltat d’Economia 1QS de la
Universitat Ramon Llull en els tres darrers anysteSibre 2004, Setembre 2005 i
Setembre 2006, tant en sessions de matins comd#s t&n tots sis casos, la durada del
curs ha estat de 30 hores distribuides en 10 saesdtd nombre d’alumnes ha variat
entre els 40 i 50 per sessio. Durant els cursos2@@# i 2005 hi van haver dues
professores per als dos grups, una al mati id'atla tarda i una observadora per al
grup de tardes. Durant el curs 2006 una profestifeeent de les dues anteriors es va

responsabilitzar dels dos grups de matins i tarlggest curs no es va observar.

L’estructura i la gestio de cada sessi6 han estab pnolt similars en totes les
experiéncies. Nosaltres considerarem aqui el cypsrienentat al setembre 2005 en
sessio de matins. Descartem I'experimentacié de#38 que creiem que una primera
edicié no és optima per a una analisi exhaustivqug@no teniem referencies previes. |
descartem la darrera edicid que no ha estat olikgrvaper a la qual, a més, no
disposem encara de les notes finals del curs “ardim per tant, no podem treure

conclusions sobre la incidencia que ha tingut eerediment dels alumnes.

A continuacié detallarem breument com es va vilmeperimentacié d’aquest curs en
relaci6 amb 'analisi a priori (§ 3.2.1.):

= Unitat 1
Es va presentar als alumnes la qliestié gener@dpparar ingressos amb costos) i es
va lliurar el primer llistat de funcions (Annex Mal i com s’ha descrit en I'analisi a
priori del Recorregut Didactic, el professor vaiar elmoment del primer encontrea
especificar la questié en termes de I'estudi deggdaliats entre funcions i va deixar els
alumnes explorar els problemes per grups. La distid es va fer per grups de 2 i de 3,
trobem que hauria estat millor fer grups de 4 pesp que hagués facilitat la
comunicacio i el debat. Els grups van estar digtu#is primeres inequacions durant
tres quarts d’hora. Cada grup va entregar un irdoamb les solucions. Es va fer una
pausa per tal que la professora revisés tots dtgmmes on efectivament es va
comprovar que les técnigues dominants a Secundaniaes algebraiques i que els

alumnes no validen les solucions ni saben com egprela solucié d’'una inequacio
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(que és un interval de valors i no un nombre cdhpcre la tornada de la pausa, la
professora va introduir a la pissarra la tecniédica per invalidar les solucions erronies
proposades pels alumnes, especialment en el das deequacions de segon ordre. Es
deixa per fer a casa l'estudi de les altres furgiguadratiques i lineals presents a la
llista.

= Unitat 2
Un cop “motivada” a la sessio anterior la necessi¢ala técnica grafica, la professora
explica als alumnes les translacions i dilatacigne permeten passar de la parabola
y=x* a y=a(x — h*+ c. D’entrada els alumnes s6n una mica escéptics hviolmar
sempre a la tecnica apresa préviament: donar vallarguncio i, com a molt, trobar els
punts de tall amb I'eix €& Podem dir que la “presentacié rapida” de la paabol els
sembla prou ortodoxa perque es realitza fent paicsils.

Unitat 3,415
En aquest cas, com que els alumnes no dominenplasentacio grafica de les
cubiques, hiperboles i exponencials, la tecnicdéeddransformacions els sembla prou
apropiada i no ofereixen tanta resistencia comlera® de les paraboles. En general,
pero, els alumnes que assistien al curs tenierbana preparacié matematica, la qual
cosa explica millor les seves “resistencies” a ih@s noves quan ja en dominen de
previes. Tanmateix es van adaptar rapidament aédmica grafica perque els
proporcionava una visio meés global i entenedorigslsituacions considerades.

= Unitat 6
Aquesta Ultima unitat de resolucié de problemesndelelitzacié va ser com la daga
final per als qui s’havien resistit a canviar deniéa, doncs les interpretacions i les
petites variacions de la grafica feia poc apromatent la tecnica algebraica de
resolucié d’inequacions com la tecnica de la reprecio grafica “pas per pas”. Tambeé
volem comentar que en general els alumnes es mestrsatisfets d’estudiar casos
economics ‘“reals” que els aportava una visié0 fumgiode la matematica i, molt

especialment, de la feina que havien fet fins ehent.

Globalment, i com passa amb tots el grups d’alumelestme de treball i el bagatge
matematic del grup era prou heterogeni. A méstedlé venir de centres de Secundaria
diferents, atorgava al curs una nova funcié quehagem indicat: la d’unificar les
petites variacions que es produeixen en les natacibesignacions i “maneres de dir”

que de vegades compliguen molt la comunicacio matieanamb els alumnes.
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A continuacid, resumim els resultats obtingutsaprbva final®, pels 41 alumnes que

la van realitzar. Donat el caracter diferenciatededues parts de la prova, vam decidir

fer 'analisi per separat:

Primera Part:

Nota/10  Alumnes
0-45| 12| 29%
5-75| 11| 27%
8-10 | 18| 44%

Total 41 100%

En la primera part, més del 70% ha aplicat cormeetd la

tecnica grafica per a la resoluci6 de les inequmcio

proposades i gairebé la meitat ha realitzat b&descions de

la tecnica pertinent per a proporcionar les inetgmions

grafiques demanades.

Per tant, es pot afirmar que els alumnes han agoiseajoritariament articular les dos

tecniques elementals estudiades en Secundariasdéucio algebraica d’inequacions i

la representacio de funcions.

Segona part:

Nota/10 Alumnes . . L
Una amplia majoria dels alumnes ha resolt
0-45 12 29%
E—7E 10 5% correctament el problema de modelitzacié elemental,
8-10 19 6% sent un 46% els que ho han abordat perfectament.
Total 41 100%

Si mirem globalment les

dues parts observem que gleaificacions s6n molt

satisfactories ja que sobre 20 obtenim una notmmaitde 12,9 amb una desviacié de

5,4. Observem també que el 50 % ha tret més de 14,5

al

'8 Bosch, Gascén i Serrano (2006)

12 Part| 22 Paft Totd

Mitjana 6,6 6,3 12,9

Desviacio 2,7 3,3 5,4

Mediana 7 7 14,5
100

Segona part



Referent a la relacio Primerapart | |0-45|5-75|8-10| entre les dues parts

de la prova (resolucig—9=4.5 8 2 2 | d'inequacions i el
5-75 4 2 5

problema de 8-10 0 6 12 | modelitzacio), la

majoria dels alumnes que han resolt correctameséd@na part, forma part dels que
han sabut integrar les dues técniques per a reswmlidquacions (primera part). De fet,
només 15 dels 41 alumnes (37%) han tret millor yaoi® en la segona part, i
d’aquests, només en 4 casos la puntuacio de lamaqgova superava en més de dos
punts a la de la primera. Per tant, podriem patiama possible implicacio entre les
dues partsrealitzar correctament la segona part, implicaries{adisticament) haver
realitzar correctament la primerd.a taula segiient mostra les dades agrupadesgbero,

ser mostra molt petita, no permet treure conclissamespecte:

En tot cas, els resultats obtinguts en la provayueh que s’han complert els objectius
del curs en el sentit de l'articulacié de les tqoes mencionades i la preparacio a la

resolucié de problemes de modelitzacio.
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3.4. Analisi i resultats obtinguts

Un dels objectius d’aquesta experimentacio és vauirea incidencia ha tingut sobre els
alumnes la realitzacié del curs experimentat ddspdat de vista del rendiment
académic. Evidentment hi ha molts factors que auflen i, per tant, a I'hora de fer una

analisi hem de fitar els factors que volem estudiar

En primer lloc, hem de definir el que entenem pendiment”. Donat que en el curs
nomes es treballa el tema de la modelitzacié furaiamb una variable, hem cregut
convenient estudiar la incidéncia de I'assisteat@urs sobréa nota del primer parcial

qgue és el que correspon a lI'estudi de funcionsrenvariable (el curs consta de tres

blocs: Funcions en una variable, Funcions en vadesables i Algebra lineal).

Una vegada establerta la nota sobre la que faestudi, varem escollir fer un disseny

factorial complet i varem triar com a possibleddes els seguents:
» Assisténcia al curs (minim el 80% de les sessions);

» Haver demostrat interes a I'assignatura de mategmedi(a criteri del professor

responsable: assistencia continuada a les claggesga d’exercicis, etc.);
* Opcio de Matematiques al Batxillerat (cientificatetbgic o social);

* Procedeéncia (venir de batxillerat o de cicles fdms.

Com que cadascun d’'aquests factors unicament potigr dos valors, obtenim en total
2*= 16 combinacions possibles. Construim una magiBak, Hunter & Hunter per a

un disseny factorial complef Robtenim els resultats que indica la taula segiien

A CURSET

B INTERES

C OPCIO

D PROCEDENCIA
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Factors i

| interaccions Efectes Signe P(i) 1-a z

1 AC 0,937993 - 53,33 0,53 0,082813
2 ABCD 2,375698 + 56,63 0,57 0,167047
3 BD 2,491174 + 59,97 0,60 0,252484
4 ACD 3,332841 - 63,33 0,63 0,339809
5 ABC 3,770136 + 66,63 0,67 0,429811
6 BCD 4,62292 + 69,97 0,70 0,523442
7 BC 6,731247 + 73,33 0,73 0,621912
8 C 7,700896 + 76,63 0,77 0,726825
9 AD 12,92887 - 79,97 0,80 0,840431
10 CD 14,06994 + 83,33 0,83 0,966088
11 AB 15,6241 + 86,63 0,86633 1,109225
12 ABD 16,77173 + 89,97 0,89967 1,279655
13 B 17,38701 - 93,33 0,93333 1,498513
14 A 17,59196 - 96,63 0,96633 1,829443
15 D 27,99832 - 99,97 0,99967 3,402933

Observem doncs que la incidencia que té havertiasdisurs sobre la nota de 'examen
del primer parcial é®l segon factor més importaniesprés del fet de provenir de
batxillerat i no de cicles formatius. Els resultatginguts indiquen que el fet d’haver
realitzat el curs ha fet que els alumnes traguelssiso punts mégobre 100)que els

que no I'han realitzat.

Es important assenyalar que es va realitzar urdiegtaxperiments similar amb les
dades dels alumnes que van assistir al curs delsete2003 que era un curs de tipus
“repas general de les principals nocions de Seciaid&aemblant al curs “d’estil
classic” comentat en el capito2En aquell cas, I'analisi factorial no va donar cap
incidencia del curs de setembre sobre la notaadsifjnatura de matematiques. Donat
que el curs de setembre incloia continguts de ltasaignatura de matematiques de
primer, es va associar el rendiment amb el resdéda nota de 'examen final de juny.

19 Aquest treball es va realitzar en el marc d’ursale metodologia “Disseny d’Experiments” I'any 2004
a I'escola d’enginyeria IQS sota la responsabitiels professors Xavier Tomas i Laura Fernandez.
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Potser el temps transcorregut entre la realitzdelccurs de setembre i la de I'examen

final podria explicar la poca incidencia del prinsebre el segon.

Un altre dels objectius de la nostra experimentasiomarge de l'aspecte de la

incidencia académica, és la valoracié que apoittealemnes sobre el treball realitzat.

Per a aixd hem analitzat les enquestes passademdaacuna de les experimentacions

en les que es demanava valorar diferents aspeekesitd: novetat del tipus de treball

realitzat, relacio amb les matematiques de Secimaame de treball, explicacions dels

professors, expectatives inicials, “quantitat” dmaeptes nous abordats, aprofitament

del curs, adequacio de I'horari, longitud, etcufeeannex 5).

Els resultats obtinguts a I'enquesta del 2005 $Heeaglients:

Per quins motius vas comencar aquest curs?

40%
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20%
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10% A
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Majoritariament  els  alumnes
veuen el curs com una “posada a
punt” abans d’iniciar el curs
universitari. Parlen de “repassar”
o ‘“refrescar” continguts i de

millorar la seva preparacio.

Principalment creuen que el curs
els permetra adquirir un nivell
“optim” per abordar amb

tranquil-litat les matematiques del
primer curs universitari. Aix0 ens

fa suposar que el fet de proposar
cursos propedeutics ja és una
manera de dir als alumnes que
amb el nivell que porten de

Secundaria no hi ha suficient
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Tenint en compte que les sessions
eren de 3 hores diaries, 3 dies en
setmana consecutius (dimarts,
dimecres i dijous) durant 3

setmanes, la valoracié ha estat

forca positiva.

Els alumnes estan acostumats a
un tipus diferent de curs, on
esperen una serie de continguts
teorics abans dabordar la

practica.

En el curset, la part teorica ja era del domini’demne i logicament no s’havia de

dedicar gaire temps, cosa que a lI'alumne el “ddscal” una mica. En aquest sentit es

veu reflectida en I'enquesta que molts d’ells digee se’ls ha fet curta la part teorica i

en canvi molt llarga la part practica. A classeopguan feiem la part tedrica, molts

alumnes ens deien que ja la sabien i que els g#ava més anar a la part practica.

70%
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En general han considerat que el
curs no els ha suposat problemes
greus en la dificultat, ni tampoc
els hi ha semblat malament la
distribuci6 del temps dedicat a

cada tema.
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Es curiés que la sensacio dels
alumnes sigui que han aparegut
conceptes nous, potser és degut a
que hem utilitzat de forma

diferent els conceptes que ja
sabien. Si que és meés coherent la
sensacio majoritaria de que han

aparegut técniques nov

El pes majoritari de treball es feia

a classe, com aixi queda reflectit
en I'enquesta. S’ha de dir que la
feina proposada per fer a casa no
sempre s’havia de presentar a la
professora, motiu pel qual no

sempre era realitzada pels

alumnes.

Com es pot veure, la sensacid
majoritaria ha estat molt positiva.

Hem de comentar que els alumnes
gue han respost negativament sén
alumnes que van demostrar
resistencia a canviar les técniques

apreses a Secundaria.

Un cop vistos els resultats globals, en volem destels punts seguents:

(1) En general podem parlar d'ursatisfaccio general del cursels alumnes no

destaquen grans insuficiencies, aporten comergasitius, consideren el curs molt Util

i, malgrat la durada, se’ls fa curt. No el conséegaire dificil i noten que es dedica

forca temps a cada tema.
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(2) La majoria dels alumnes comenten com a gramtapo del curs I'aparicié de la
tecnica grafica, que els ha permés resoldre pradede forma agil i “entendre el

perqué” de coses gue havien apres a fer a Secandari

(3) Molts alumnes troben que en el curs s’han thiibpocs conceptes nous. Aquesta
apreciacié és sens dubte deguda a que molts detsguats introduits son aspectes
técnics (en oposicio a “conceptuals”) que no tamemom establert, la qual cosa els fa
dificils d'identificar per part dels alumnes. Aitxambé denota que els alumnes estan
acostumats a veure moltes coses en molt poc terapse( curs que nosaltres presentem
es veuen “poques” coses en molt temps) i que g'espe curs de repas on s’abordin,
de manera necessariament superficial, la majoriacolatinguts de Secundaria.
Tanmateix, també podem considerar que aquestavalsg®rdenota una dificultat del
curs pel que fa a la institucionalitzacio de legamitzacions matematiques introduides i
reconstruides, degut sens dubte a la falta d’'uabudari preestablert per designar i

nombrar els components praxeologics utilitzats.

(4) La sensaci6 general dels alumnes és que haalpgrun canvi important en el tipus
de treball que estan acostumats a realitzar enn8ada, tal com indiquen comentaris
del tipus: “...a Secundaria es feien coses sersr g@rque i de forma mecanica, i en
aquest curset t'expliquen per a qué serveixendssxi de forma més senzilla, sense
haver de fer tants calculs”, “hem vist noves fornges resoluci6 més practiques i

eficaces” o bé “el ritme del curs és millor ja gigemés practic”.
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3.5. Conclusions

L’'observacié d'uns quants cursos propedeéutics heklstad” ens havien conduit a

formular la hipotesi que, pel gran nombres d’orggations matematiques introduides i
el tipus d’organitzacions didactiques utilitzadeds cursos propedeutics semblen
contribuir a augmentar l'aillament de les orgamitzas matematiques estudiades a
secundaria. La nostra proposta era llavors dissanyaurs que intentés superar aquest
aillament proposant elements articuladors en efset® introduits per Fonseca (2004).
Reprendrem ara els indicadors que proposa aquist @er comprovar en quin sentit

podem considerar que el curs dissenyat compleigsigs caracteristiques:

- Respecte de I'organitzacio didactica utilitzada:

En cadascuna de les unitats proposades, s’haahtgné els alumnes visquessin els
diferents moments de l'estutfi i de la forma més autdnoma possible. Aquesta
autonomia es va aconseguir pel que fa al momenomrtpri i del treball de la tecnica,
pero, llevat de la tercera part del curs, no esdear cap dispositiu especific perque
fossin els alumnes els qui gestionessin els mondmta institucionalitzacid i el de
I'avaluacio, cosa que es podria mirar de fer ep@res realitzacions del cufsPel que

fa al moment tecnologicoteoric, aquest va ser fagapartit donat que els alumnes
formulaven dubtes i glestions durant els momentoeatori i del treball de la técnica
que eren recollits sistematicament pel professiactats en gran grup. Va faltar potser
gue aquestes questions s’'incloessin posteriorment e moment de la
institucionalitzacié, donant-los un estatut paficui assignant-los el lloc que els

pertany en la construccio de I'organitzacié matéraaglobal en construccio.

Donat que l'autonomia dels alumnes és poc freqizerfecundaria, els alumnes
mostraven certa resistencia a assumir les respititetabque se’ls proposaven. Tot i
aixo, creiem que es van acabar adaptant a la nitwaci®. Aquestaevolucié del

contracte didacticen el sentit d’aconseguir que els alumnes assumenajors

2 Moment del primer encontre (OD1), moment explaia(®D2), moment del treball de la técnica
(OD3), moment tecnologicotedric (OD4), moment de idatitucionalitzaci6 (OD5) i moment de
I'avaluacié (OD6).

2L Seguint, per exemple, les aportacions de Rodri(2@85) i Barquero (2006).
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responsabilitats en la gestio dels processos diests, al nostre parer, una de les
discontinuitats més grans entre la SecundariaUni@ersitat i ha estat poc estudiada

fins el moment.

- Respecte de les organitzacions matematiques apatesu
Recordem que una organitzacié matematica sera mengs “completa” en funcio del
grau en que les seves components compleixin eisaithors descrits a I'apartat 1.3.1.
En aquest curs que presentem, s’han aconseguitrporen plenament les
caracteristiques donades pels indicadors seguents:

= OMLL1. Integraci6 de diferents tipus de problemes
La representacio grafica de funcions, la resolud@quacions, la resolucié
d’'inequacions i I'estudi del benefici d’'una emprédanada la funcié d’ingressos i la de
costos) van apareéixer en el curs com un unic tileugsca.

= OML2. Diferents técniques per a cada tipus de tasques
Els alumnes van veure que per representar grafidedancions, resoldre equacions o
resoldre inequacions hi havia més maneres de telaggue havien aprés a Secundaria i
que totes aquestes noves tecniques estaven formpadésgredients praxeologics que
ells tenien disponibles.

= OMLS. Interpretacié del funcionament i del resultat d'ealr les técniques
Com hem vist amb els comentaris dels alumnes atigidri final, aquesta exigéncia
tecnologicoteorica d’explicar, interpretar i “ende®@’ el que fan es va aconseguir
plenament. Creiem que és una de les fites més tensrdel curs.

= OMLSG. Existéncia de tasques matematigtielsertes
Aquest aspecte va apareixer a les dues ultimes galtcurs i creiem que els alumnes
van saber assumir prou bé el desconcert de leamesyobertes.

= OMLY7. Integracié d’elements tecnologics i incidencia sola practica
Aquest indicador esta molt correlacionat a OMLIMI®B. | és clar que I'organitzacio
matematica construida entorn de la técnica grafmaté precisament uns elements
tecnologics molt propers a la practica, necesgaersjustificar les solucions de les

inequacions i permetre calcular-ne un valor apraxim

Pel que fa a I'indicador OML3r{dependéncia dels objectes ostensius que instgmen
les tecniquesels alumnes mostraven certa resistencia a atilitptacions i expressions

diferents de les que estaven habituats. Donat giseells provenien de centres de
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Secundaria diferents, es va intentar al contraifioan termes, expressions i notacions

de cara a afavorir el treball en grup i la interd@mntre els alumnes i amb la professora.

Respecte l'indicador OML4Ekistencia de tasques i de tecniques “inver$esst i que

potencialment es podrien haver treballat questmomm “a partir de quin nombre de
vendes el benefici és més gran que una certa tat&ihti“guant hem d’apujar el preu
unitari per incrementar el benefici?”, etc., no haver temps material per dur-ho a
terme. Pensem pero, que els alumnes podrien despostes facilment activant els
ingredients donats durant el curs i aix0 es popievar en una propera realitzacio del

curs per exemple preguntant-ho a la prova final.

Podem doncs afirmar que el treball dut a termerdwaiacurs ha permés que es construis
una organitzaci6 matematica relativament compldtajt de la integracio i
desenvolupament de diferents organitzacions puntgake els alumnes aprenen a

Secundaria.
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Capitol 4. Questions obertes i prospectiva de recer ca
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La nostra recerca parteix dels resultats obtingatsCecilio Fonseca (2004) en el seu
estudi del problema de les discontinuitats matemes i didactiques entre la
Secundaria i la Universitat. Aquest estudi ja pasde manifest que les esmentades
discontinuitats no depenen exclusivament de la madierganitzar 'ensenyament de
les matematiques a Secundaria, sind també dertmfoom es reprenen i desenvolupen

aguestes matematiques a l'inici dels estudis usitegis.

Treballs posteriors del nostre equip d'investigd@arcia, 2005; Ruiz-Higueras, Estepa
i Garcia, 2006), centrats en I'ambit de I'ensenyatmszcundari, permeten considerar
aquestes discontinuitats com una manifestacio pfablema didactic més general que
es pot formular en termes de la “desarticulaciélesematematiques escolars (cf. § 2.3).
Aquest problema afecta tot I'ensenyament de lesemmaiques a partir de la

Secundaria, encara que es posi més clarament déestam el canvi d’etapa educativa
I, molt especialment, quan aixd comporta a mésanvicd’institucié docent. D’aqui

que el pas de Secundaria a la Universitat hagivesglg el que podriem anomenar un
“punt sensible” del sistema educatiu, punt en el ge situa l'origen de la nostra

investigacio.

Podem distingir tres aspectes diferenciats del lpnod de la desarticulacié del
curriculum de matematigues que ens ajudaran a sisiaesultats obtinguts en el nostre
estudi i a plantejar la nostra prospectiva de oeceEl primer és el problema de
I'atomitzacio i de la rigidesa de les Organitzasidatematiques que s’estudien a
Secundaria, tractat abastament a la tesi de Fomspes en certa manera, antecedeix
temporalment al problema del pas de Secundaria dnigersitat. EI segon és el
problema de la transicié entre aquestes dues uatits, que es manifesta en les
discontinuitats matematiques i didactiques que pioidueixen. El tercer aspecte a
considerar és el de la desarticulacio del currfoulumiversitari, punt poc desenvolupat a

la tesi de Fonseca i que, com veurem, constitaireobtra perspectiva d’'investigacio.
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4.1. La incompletesa de les organitzacions matemati  ques de
Secundaria

La tesi de Fonseca posa de manifesiotnitzacidi la rigidesadel bagatge matematic
dels alumnes quan arriben a la universitat, amibles al que defineix com una
“incompletesa” de les organitzacions matematiques que s’estudi€#ensenyament

secundari i, més especificament, al batxilleratuésga “incompletesa” ve provocada —
i, alhora, es manifesta — per tres caracteristigasgjues: I'estudi de problemes aillats i
atomitzats, amb una Unica técnica associada atgadade problema; la construccio
d’'un discurs teoric molt reduit i molt sovint ingiént per explicar, justificar i

desenvolupar les técniques, modificar-ne les notacirelacionar-les entre si, aixi com
per connectar els diferents tipus de problemeseesitr 'absencia d'un treball de
modelitzacié prolongat en el temps a partir de [Bnsweraci6 de qlestions

matematiques o extra-matematiques “vives” amb paxler generatiu.

La recerca duta a terme per Fonseca postula questagincompletesa matematica
estaria relacionada amb una “incompletesa did3atimasada per una realitzacié feble
d’alguns moments importants del procés d’estudinfemt exploratori, moment del
desenvolupament de la tecnica, moment tecnologidotanoment de I'avaluacio) i per
I'absencia d’'un guestionament inicial que motigidrgui una rad de ser a les principals
nocions i tecniques que els alumnes han d’apreadsglitzar. Les matematiques de
Secundaria apareixen aixi com una juxtaposicid deeigementspuntuals que
consisteixen basicament en aplicar técniques padetades a problemes aillats, amb
un entorn teoric limitat que assumeix una funciGament descriptiva i resulta poc
operatiu per justificar I'is de les técniques, agalla potencia i ambit de validesa dels

coneixements construits, desenvolupar-los i coandas entre ells.

Val a dir que les restriccions institucionals quesgn actualment sobre les
organitzacions didactiques de Secundaria i, en egi®ncia, condicionen el tipus
d’activitat matematica que és possible dur a teme&en poc marge de llibertat als
professors per pal-liar aquesta situacio. Es re@quer transformacions estructurals que

van meés enlla de la millora de I'actuacié del psste a l'aula i, fins i tot, de la seva
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formacié inicial o continuad® Una de les linies recents d'investigacié dins
I'enfocament que proposa la Teoria AntropologichRidactic propugna la necessitat
d’introduir en els sistemes d’ensenyament proced®&studifuncionals(i no formals),

és a dir, dissenyats en una perspectiva no-monaiigai on els sabers no sén
monuments que el professor “ensenya”, sind eine®rias i conceptuals utils per
estudiar i resoldre situacions problematiques. Atpuprocessos es concreten en el que
Chevallard (2004) anomena “Recorreguts d’Estudiviestigacio” (REI), centrats en
I'estudi prolongat de questions problematiques sjgain alhora “vives” i “fecundes”,

és a dir que requereixin com a resposta la comsfrude tota una sequencia

d’organitzacions matematiques alhora completeicdudades.

Una de les linies de treball del nostre grup dercecconsisteix precisament en I'estudi
de les possibilitats d'implementacio d’aquests Rifl el sistema d’ensenyament
secundari actual, tant a nivell de la secundaribgatoria (Garcia 2005) com del
batxillerat (Rodriguez 2005; Ruiz Munzén 2006). Asgia és una de les possibles vies
d’atac del problema de la desarticulacio del culiim de Secundaria degut al fet
essencial que els REI possibiliten la integraciéokes de I'ensenyament de la
modelitzacié matematicéen el sentit descrit, per exemple, en Barquef@60 al fet
que la modelitzacié6 matematica constitueix un imsgnt d’articulaciéo molt potent de la
matematica escolar. Pero es tracta, és clar, dinade recerca que s’ha desenvolupat,
fins al moment, amb caracter molt puntual i experital, i esta encara lluny de fer

propostes generalitzades.

4.2. El problema del pas de Secundaria a la Univers itat

El segon aspecte del problema de la desarticuldeides matematiques escolars el
trobem alla on sembla manifestar-se amb més fagael fracas dels alumnes de
Secundaria que s'inicien als estudis universifdrisn aquest punt és on se centra la

investigacié que presentem en aquesta memoriatudiedels cursos propedeutics que

22 Sobre aquest tema, veure Bosch i Gascon (2005).
2 Aquest fracas també s’esta fent notar cada copemésd pas de 'ESO al Batxillerat. Per desgracia,
Espanya és un dels paisos d’Europa pitjor sitatspecte.
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s’estan impartint actualment a les universitatsaegples i la nostra propia proposta i

experimentacié ens permeten arribar a les coneclasieglients:

(A) Hem vist que la resposta dominant, des de la wsitegr al problema de les
discontinuitats matematiques i didactiques delsyaks que provenen de Secundaria es
materialitza en cursos amb un programa amplissiin qoe fa a la quantitat
d’organitzacions matematiques diferents que caldémt (0, degut al poc temps que
se’ls dedica, que tant sols es poden “visitar’mbauna organitzacié didactica molt
simplista pel que fa als diferents tipus de momeguts es proposa fer viure a I'alumne:
moment de lanstitucionalitzaciéi momentexploratori o tecnologicoteoric Aquesta
situacié ens condueix a postular que aquest tipusutdsos propedéutics agreugen la
desarticulacié de les organitzacions matematiques cpnformen el bagatge dels
alumnes i, per tant, les discontinuitats matemasiqudidactiques entre la Secundaria i

la Universitat.

(B) Hem mostrat la possibilitat d’'introduir en el sisg d’ensenyament universitdri
una organitzacio didactica “viable” elaborada pdrtlels seglents criteris directors
proposats per Fonseca (2004) en les conclusiorseddfeball:
(1) La organitzacié didactica ha de fer possiblsedgolupar les tecniques
matematiques que utilitzen els alumnes més enlla gdeva aplicacioé rigida a un
anic tipus de problemes;
(2) El procés d’estudi ha de partir d'una questithgrou poder generador com
perqué la seva resposta requereixi I'articulacié diferents organitzacions
matematiques previament disponibles en una orgamitzom a minim local i

relativament “completa”.

(C) Donades les caracteristiques particulars dels sysipedeutics en qué centrem el
nostre estudi, cal afegir a les dues caracterisiquteriors una tercera:
(3) Tant la guestid inicial com les organitzacionatematiques disponibles que

cal completar i integrar s’han de triar de manara gl seu desenvolupament

4 Pel tipus de curs que considerem, no creiem querable universitat pablica / universitat privada
sigui molt determinant en aquest cas. En efecte,ctindicions de realitzacié dels cursos que hem
observat han estat totes molt similars, sense nafesancia d’'una universitat a I'altra.
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posterior tingui un paper clau en l'assignaturardgematiques que els alumnes

hauran de cursar després.

Aquestes caracteristiques (o, millor, la seva abagson les que ens permeten explicar
la poca incidencia sobre el rendiment dels alumihescursos propedeutics massa

generics i exhaustius com els que es proposeruadtbint.

(D) Per tal de completar i integrar les organitzacioregematiques que s’estudien a
Secundaria, el curs experimentat introdueix el @odriem anomenar “técniques
mixtes” formades a partir de la composicié de tgges “simples” que apareixen en les
diferents organitzacions matematiques puntuals eplem articular. Es tracta de
tecniques que la institucié de Secundaria considena a tecniques “independents” i
que, naturalment, els alumnes no saben relacionartegrar espontaniament. Entre
aguestes tecniques “mixtes” podem citar les segiient
* Les tecniques graficoalgebraiques que relacioneratvis de les grafiques de
les funcions d’'una familia (especialment canvisdpits per translacions i
dilatacions de la grafica) amb els canvis de laesgié algebraica corresponent.
* Les técniques grafiques que permeten resoldre r@ngae només sigui
aproximadament) la equacioé o les inequacions as$egia una funcio.
» Les tecniques (molt poc visibles) que permeterrpnétar les variacions de les
grafiques de les funcions (o dels parametres deréssio algebraica d’aquestes
funcions) en termes de variacions de les magniueéscaracteritzen la situacio

gue modelitzen.

(E) Un resultat interessant que ja hem destacat eadlisardels resultats obtinguts a
'enquesta que es va passar als alumnes en adahases que, pel fet d’introduir un

tipus d’organitzacio didactica “peculiar” i, en toas, allunyada de les organitzacions
didactiques habituals en Secundaria, tant les stérsties” dels alumnes com els
comentaris que explicitaven sobre els diferent®@sg del curs (durada, quantitat de
teoria i de practica, ritme de treball, etc.) masen contraposicides restriccions que

pesen a I'ensenyament secundari sobre el tipusrap experimentat. Les podem

resumir en els tres punts seguents:
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* Quan els alumnes opinen que en el curs proped&iia vist poca matéria”,
ens estan dient que, en general, a Secundariamel d’introduccié de noves
nocions i noves tecniqgues és molt més rapid. Pet, tal seu grau de
desenvolupament és molt menor i aix0 condueix a clanstruccid
d’organitzacions puntuals aillades i rigides.

e Quan els alumnes opinen que s’ha vist “poca teanalta practica”, ens estan
dient que, en general, a Secundaria, el tipus diotzacié didactica dominant és
aquella on el professor presenta (forca) concepias que despreés els alumnes
aprenen a utilitzar, en relativa “poca estona”.

* Quan els alumnes opinen que amb el que han fetral“entenen el perque de
les coses”, ens estan dient que, en general, an&ada, el tipus d’organitzacié
didactica dominant atorga molt poc espai al monieahologicoteoric i a la
interpretacio, validacio i justificacio de les téqures emprades.

Aquesta lectura dels resultats de I'enquesta aoafia hipotesi formulada per Fonseca
(2004) del caracter puntual, rigid i aillat de lesganitzacions matematiques de
Secundaria, aixi com de la “incompletesa” de lggwitzacions didactiques dominants.

(F) L’daltim resultat que volem destacar, i que ser&einant per a la continuacioé que
proposem de la nostra recerca, és la clara ineénfi@ que presenta el curs propedeutic
com a possible via d'actuacié per resoldre el molal de la transicié secundaria—
universitat. En efecte, tant el tipus de questiaegal en la qual englobem aquest
problema {a desarticulacié de les matematiques escefar@m els resultats obtinguts a
partir de les tres experimentacions successivesuliglpropedeutic, ens confirmen en la
necessitat d’abordar el problema des d'un nivepesior d’actuacié. Veiem dues
possibles vies en aquest sentit:

« En primer lloc, cabria la possibilitat de fer mésopmstes de cursos
“integradors” triant diferents questions problemaéds 1 diferents tipus
d’organitzacions matematiques de Secundaria pempledan i articular. Aixo
donaria lloc a un ventall de cursos propedeutice, gn conjunt, podrien
presentar-se com I"“estrategia d’articulacié¢” de meatematiques de Secundaria.
Ara bé, degut a I'amplitud que prendria aquest @ destudis, aguesta
estrategia ens conduiria, en cert sentit, al priaspecte del problema abordat, a

saber, el de la creacid i experimentacio de prosed®studi “funcionals”, en
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els quals es visquessin els diferents moments tittdaiccalgués desenvolupar,
completar i integrar les organitzacions matematqseficientment com per

transformar-les en sabers (tils i no en simplesade$ culturals que cal coneixer
0, com a minim, “haver visitat”. Com hem dit aldirdel punt 4.1., aquesta és
una de les vies de treball del nostre equip dercadeencara que ja comenci a
donar els seus fruits, tot i ser puntuals i deecaxperimental, encara estem
lluny de la transformacio general que es necessighcurriculum de Secundaria
— 0 com a minim del Batxillerat — perqué aquestsitats siguin suficientment

significatius en aquest punt “sensible” que ésasl@la Universitat.

* La via de desenvolupament de la investigacio que ti@at per desenvolupar
aquest treball és la d'actuar no sobre les matqoegi que s’ensenyen a
Secundaria sin6 sobre les que s’ensenyen en ueIpciims universitari. L'opcid
sembla més economica per diferents motius: araararries Facultats o Escoles
Universitaries gaudeixen de meés autonomia doceet rgqu pas els Instituts
d’Educaciéo Secundaria; els canvis que caldra papagcten a menys grups
d’alumnes, a menys professors per centre i a alsmoe ja tenen, o haurien
d’estar assolint, més recursos didactics. En defii perque les restriccions
degudes al procés de transposicié didactica son“dugss” a I'ensenyament
secundari que a la Universitat. A més, I'opcio tamneins sembla més “justa” en
el sentit de situar millor el problema de la traitsientre la Secundaria i la
Universitat com un problema que afecta en la matevesura els dos sistemes

educatius.

4.3. Prospectiva de recerca: la desarticulacio del curriculum
universitari i 'ensenyament de les matematiques co m a
instrument de modelitzacio

Hem vist com el problema de les discontinuitatsematiques i didactiques entre la
Secundaria i la Universitat ens condueix, segumat de les seves possibles vessants, al
problema de la desarticulacio del curriculum ursitari. Aquesta es manifesta tant en
el predomini, a I'ensenyament universitari, d’ongggacions didactiques “incompletes”
que privilegien alguns pocs moments del procéstutiéen detriment dels altres (el

momenttecnologicoteoric el de lainstitucionalitzaciomajoritariament) com pel fet,
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consequencia de [lanterior, que les organitzaciongtematiques que aquestes
organitzacions didactiques permeten construir @nsttuir sén incompletes ja que
acostumen a presentar un compongtric hiperdesenvolupat en relacié al seu

componenpractic.

L’estudi del problema de la desarticulacio del mulum universitari ha estat abordat
dins I'enfocament que proposa la Teoria Antropaddgl Didactic pel treball recent de

Berta Barquero (2006) que el formula en els terseggients®

Donat un programa d’estudis proposat en una instituwdocent i descrit en termes
classics, aixo és, mitjancant un llistat més o messtructurat de “temes” (que
contenen definicions, teoremes, demostracions ustipgle problemes), co
dissenyar un procés d’estudi capa¢ de reconstruir aguesta institucié un

organitzacid matematica suficientment amplia i telament completa (digue

S0 03

“regional”’) que articuli les organitzacions puntusli locals que apareixen

relativament aillades i incompletes en el prograanagiiestio?

Atesa la importancia que adjudiquem a la desagade les raons de ser de les

matematiques que s’ensenyen, hem de completarrfaulacié anterior amb la seguent

guestio:

Com dissenyar un proceés didactic capac de situsuglgestions problematiques gn
el punt de partida de I'estudi, fent que aquest@sstjons siguin les generadores
dels continguts matematics que s’ensenyen i, eseciéncia, permetin articular-

los i mostrar-ne la funcionalitat?

Tal com fa Barquero en el treball citat, creiem gaeabordar aquest problema didactic
€s necessari que la modelitzaci6 matematica s'intg manera explicita i central en
el procés d’estudiPero, a diferéncia de Barquero, que aborda dblgma per a
'ensenyament de les matematiques a les titulaciomsersitaries de ciencies i

enginyeria, nosaltres ens centrarem en el cassdmdtematiques com a instrument de

modelitzacié per a I'economia i 'empresa.

% Barquero (2006), pp. 66-67.
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Per tant, el problema general que proposem aberdkr continuacio d’aquest treball es

pot formular en els termes seguents:

Donat el programa actual de matematiques per ahepricurs de llicenciatura

d’Administracio i Direccio d’Empreses o de diplomnat en Ciéncies Empresarials:

Com dissenyar un procés destudi capa¢ de recomstarganitzacions
matematiques suficientment amplies i relativamemnpletes que articulin les
organitzacions puntuals i locals que apareixen tigeament aillades i incompletes

en el programa en questio?

Com dissenyar processos didactics capacos de diésagiiestions problematiques
del mén de lI'economia i I'empresa en el punt detidarde I'estudi, fent que
aguestes questions siguin les generadores delsingots matematics que

s’ensenyen i, en conseqguiencia, permetin articuartimostrar-ne la funcionalitat?

El programa actual de primer curs de matematiqueset dividir en tres grans

ambits, l'algebra lineals i el calcul diferencialimtegral en una i dues variables.
Quines serien en cada ambit les quiestions geneeadmes apropiades per motivar
la construccio dels diferents continguts matematigaines son les organitzacions

didactiques més adequades en cada cas?

L’ensenyament universitari, com qualsevol altreisig’ensenyament, esta sotmes a
restriccions transpositives que delimiten 'amBaaluacié de la institucio docent (i
del professor i els alumnes en particular) i peremetexplicar les evolucions,
diferencies i regularitats que es presenten erdléerents institucions. Actualment,
per exemple, les directrius de Bolonia constitueida clar exemple d’aquest tipus
de restriccions. De quina manera la proposta deesosrganitzacions didactiques
que cal dissenyar i implementar podran respondrdes actuals restriccions

transpositives?

Aquestes son les guestions crucials que considerara en els nostre propi recorregut

de recerca. L'experiencia duta a terme amb el progedéutic ens anima a seguir en la
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direccié entomada. Tanmateix som conscients quesedisisem en un qlestionament
molt més ampli i complex que només podrem abordaménera limitada. Estem
convencuts, pero, que la via emprada sera produger al tan necessari progrés

educatiu en I'ambit de I'ensenyament universitarieas matematiques.
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Annex 1: Llista 1. Funcions d’ ingressos i costos

INGRESSOSI (x) COSTOSC(x)
(1) 1% =1,06x-10 @ CH=x4+7
2) 1Ix=3x+2
(3) 1(x) =x/100 (b) C(x)=4x
4) 1x)=x*-35 () C(x)=0,5x+0,25
() 19=5 (d) CK) =2x
6) 1) =x*—3x ,
@ 10 =x+2P—4 @® CH=x+2x-1
8) 1(x)=x-50 ()  C()=05x+45x+9
9 Ix)=5x-3 @ CK)=x+1)k+3)
(10) 1(x) =X+ 4x
N (h)y C()=0,03K+1F+3
A1) 1 =% x2
() C()=0,5%+2x
(12) 1(x) = 3- + 10) — 30 ) B
(13) 13 = 0,5-k—5F - 12,5 0 Coo=@+1f+1
(14) 19 =x-1¢ (K) CH=xX+25x+15
(15) 1 =2--1}-2 2
(16) 109 =55 + 8x O c=gxs2
A7) 1(x) = x-(x + 1Y (M) C(X)=0024+1f+5
(18) 19 = (x + 1)x-(x + 5)
(19) 1) = 0,4x-(x + 7) n CK :% xX+7
(20) I(X)=(x-2F-8
(21) 1(x)=0,1-¢-5) (0) C(¥)=15
(22) Ix)=2-k—1f-2 (P) CX)=4x2+7x+2
(23) 109 =x"+x*+x+1 (@ CH=xX+2
1
(24) 19=3- (N C()=0.2-k+5y
(25) 19 =335 ® Co=r+1
26) 109 = 5-xx- 4 H C=03k+3F-2
) (U CK=01¥+5
@7 19 =7-2 v) C() =015 +6
(28) 1(x) =X_—_14— 0,25 (W) C(¥) =0,75x
(29) 10=1,3-1 (x)  C(¥)=0,75x
(30) I(x)=1,04 () C(®=05x+5
1
(B1) 109 =10 = (@ C()=025x+1
(32) 1(¥) =15 (@aa) C(x)=0,5-k+ 2y
5
(33) 10=¢_2 (bb) C(x)=x+4
(34) 10=1-09 (cc) C(¥) =0,05¢ + 0,6
(35) 1(x) = —% +1 (dd) C(x) =x3+13x° + 50x + 56
(36) 109 :X_—+25+ 4 (ee) C()= X:250
(37) I(x)=10 —1—X0 (ff)  C(x) = 0,02¢
(38) 100=545+% -2 (G0) C) = 0,024+ 2
L (hh) C(x) = 0,4¢ + 0,5
(39) 19 =3x i Co=x+1
.
40) 1) =3 +50— _
40 100=3+51 i W=
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Annex 2: Llista 2. Enunciat dels problemes i soluci ons

Exercici 1:

El cost de fabricacio (en € ) d’'un determinat adiger la produccié de x unitats

donat per la funcié: C(x) =%+ 100x

(a) Representeu la funcié graficament.

(b) Per a quines produccions el cost és nul? Quin ésost quan encara no s’h
produit res? Per a quines produccions el cost gesar a 500 €7

(c) Doneu l'expressié general de la funcié de ingresges la venta de x unitats @

l'article si el preu de venta és de 120 € per unitRepresenteu la funcié de

ingressos juntament amb la de costos.

(d) Quines guantitats ha de produir 'empresa per tdyeneficis positius? Indiqueu en

la grafica quines produccions permeten obtenir mgseficis.

(e) Repetiu els apartats anteriors si la empresa esfoggada a afegir un cost constj
de manteniment de la maquinaria de 50 €. Com inflaguest fet a la funcio

costos? Com es veuen afectats els beneficis?

Exercici 2:

Repetiu el problema anterior (apartats (a), (b), Yqd)) amb la funcié de costos:
C(x) = 2¥ — 3x + 1 considerant un preu unitari inicial de £2

Expliqueu graficament:

- Quins canvis es produeixen en la funcio de irgpesi els preus ara sén de 15 €
unitat? Com canvien els beneficis?

- | si els preus son de 10 € por unitat?

- Determineu el preu unitari minim a partir del duéempresa comenca a ten

beneficis.

e

a

e

per

ir

133



Solucions Llista 2

Exercici 1:
a. Representeu la funcié graficament:

La funci6 C(X) = x* + 100 és una parabola. Tenim diferents formes de calalla
seu vertex:
(1) Directament de la “férmula’, :;’ :%) =50 y, =-2500.
a

(2) “Completant quadrats” tenin€(x) = x* + 100 = (x + 50f — 2500 i per tant,
rapidament tenim situat el vértex d’aquesta pagleol el mateix punt trobat
abans (-50, -2500)

Si situem en el pla el vertex trobat i
tenint en compte que el “coeficient
guadratic’a és positiu 4 = 1), queda
clar que s’han de buscar els punts de
tall amb els eixos:

X+ 10xk=0->x=0ix= -100

Per tant, la ipresentaci6 grafica ¢

b. Per a quines produccions el cost és nul?
Coincideixen amb els punts de tall abans calcutats100x = 0:x=0ix= - 100

Quin és el cost quan encara no s’ha produit res?
Es a dir, qué val la funci@(x) quanx = 0, C(0) = 0, per tant, quan encara no hem
produit res el cost és nul.

Per a quines produccions el cost és superior a 800
Hem de resoldre la inequacié seguedt+ 10k > 50. En un mateix grafic
dibuixem les grafique§x) = x> + 100 i g(x) = 50

Graficament s’interpreta molt facilment que lesus@ns trobades correspondran

als intervals on la parabola “estigui per sobrelladeecta, és a dir, des de fins al
primer punt de tall, i des del segon punt de tall & +o.
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\ / Calculem els punts de tall:
X2+ 100k =50:x= 4,77 ixo= - 104,77.

Per tant, la soluci6 matematica a la
guestio plantejada és:
X0 (- 0,-10477|0[477,+ )

Ara bé, lesx son produccions, per tant,
només tindran sentit per valors positius.
Es a dir, la soluci6 a la qiiestié plantejada
és x[477,+ )

c. Donar I'expressio general de la funcié de ingressper la venta de x unitats de
l'article si el preu de venta és de 120 € per uhit®epresenteu la funcié de
ingressos juntament amb la de costos.

Com Ingrés és Preu per Quantitat,
aleshores, la funcié ingressos ve
donada per la funcié:

[(X) = 120

Llavors, la representacié d’aquesta
nova funcio amb la funcid ja
estudiada:

C(x) = x* + 100k

d. Quines quantitats ha de produir I'empresa per terieneficis positius? Indiqueu
en la grafica quines produccions permeten obteniésbeneficis.

Volem determinar per quinestenimB(x) > O, és a dir, per quinestenimI(x) — C(x)

> 0 0 equivalentment: per quingstenim quel(x) > C(x), és a dir, graficament és
veure quan la grafica de la recta de I'ingrés ‘gsta sobre” de la parabola del cost. A
la grafica (vista a I'apartat anterior) no s’acabapreciar si existeixen punts de tall,
llavors els calculem analiticament:

¥ +10K=120k o x?-20x=0 o X(x-20=0 « X =0i X, =20

Per tant, si comparem les dues grafiques tindB&m=0 « 1(x)2C(x) - x0[0, 20]

e. Repetir els apartats anteriors si la empresa es Vetgcada a afegir un cost
constant de manteniment de la maquinaria de 50 ©nCinflueix aquest fet a la
funcio de costos? Com es veuen afectats els beiséfic
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La nova funcié de costos que
resulta després d’aquest canvi
és:

C(X) = x* + 100 + 50, la funcié
amb la que treballavem abans
pero ara desplacada amunt 50
unitats; fem un esbds rapid
d’aquesta grafica:

Amb la representacio d’una i alta funcié de coggsodem intuir que l'interval on
hi haura beneficis positius disminuira respectguel haviem descrit en I'apartat

anterior > + 100+ 50 = 12& o« x*-20x+50=0 « x, = 293 x, =1707

/

| comparant graficament les dues funcioBéx) =0 - 1(x)2C(x)  x0[293 1707]

De forma rapida i sense fer gaires calculs,
obtenim una resposta precisa a la questio
plantejada, mitjancant la manipulacié grafic

&

Exercici 2:

(a) Representeu la funcié graficament:

Podem fer servir qualsevol dels
metodes emprats per calcular el
vertex i obtenim que té com a

coordenadesfg _—1)
4 8
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(b) Per a quines produccions el cost és nul?

Tindrem costos nuls quagx® -3x+1=0 o x= 3% “49_8 = Sjl o X =1 X, :%

Quin és el cost quan encara no s’ha produit res?
Els costos quan encara no hem produit res, ésquadin:x=0 - C(0)=1

Per a quines produccions el cost €s superior a 800
Per veure quan les produccions son superiors a 500€

2x%2 —3x+1>500 < 2x?-3x-499>0.

Veiem-ho graficament:
2x? -3x-499=0 ~ x, =-1507 x, =1657

Llavors, graficament veiem que C£60O0:
X0 (- 0,-15063 0 [16563 + )

(c) Donar I'expressié general de la funcié de ingressper la venta de x unitats de
l'article si el preu de venta és de 12 € per unit®epresenteu la funcio de
ingressos juntament amb la de costos.

(d) Quines quantitats ha de produir 'empresa per terieneficis positius? Indiqueu
en la grafica quines produccions permeten obteniésibeneficis

Respondrem a les dues preguntes:

La funcié Ingrés coincideix amb la de I'exercicitenmor: 1(X) = 1. Representem
les dues funcions en un mateix grafic.

Graficament només veiem un punt de tall
(per la distribucié dels eixos). Ho calculem
analiticament:

2x%-3x+1 = 12> x,=0,067 i %= 7,43

. Llavors,
B(x)20 « I(X)2C(X) - xD[0067, 743
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i. Quins canvis es produeixen en la funcié d’'ingressas els preus ara son de
15 € per unitat? Com canvien els beneficis?

La funcio de costos és la mateixa, pero la d’irgpesé més pendent:

ii. Llavors respecte al Benefici:
2x% -3x+1=15%X ~ 2x* -18x+1=0 « x, =0056 x, =894
Tindrem:B(x)20 - 1(x)2C(x) ~ x0[0056 894]
Per tant, se’ns ha ampliat I'interval de producsion obtenim beneficis positius.

iii. En canvi, que passa si els preus son de 10 €runitat?

Ara seguim tenintC(x) = 2x* -3x+1 i ens ha variatl (x) =10x que és una recta
amb menys pendent que 'estudiada abans, veienafiaay

2x* =3x+1=10x o« 2x*-13x+1=0

o % =0077, x, = 642

Tindrem:

B(X)20 « I(x)=2C(x) - x0[0077, 642

Per tant, ha disminuit [linterval de
produccions on obtenim beneficis positius.
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Annex 3: Problema de modelitzacio elemental amb par ametres

COMANDA 1 - ;Com guanyar 1000 € venent samarretes?

Un grup d’alumnes de 2" de batxillerat han decidit estampar i vendre samarretes en la festa
major del barri per a financar-se el viatge de fi de curs. Tenen dades dels seus companys de
cursos anteriors. De moment, saben que, en els anys anteriors, s’havia de pagar 150 € a
I'ajuntament pel lloguer de I “stand” de la fira.

Us demanen que els ajudeu a determinar una estrategia per tal de recollir uns 1000 € de
beneficis.

Curs 03/04 | 03/04 | 03/04 | 04/05 | 04/05
Vendes Samarretes 70 180 120 243 160
Costos Totals 325 600 450 757.5 550
Ingressos Totals 280 720 480 972 640

Taula per fer estratégies:

preu | cost| lloguer| Ingresso§ Costes Benefici Observacions

p c L | C B =1-C| Per obtenir un benefici de 1000 € ..

COMANDA 2 - ;Com guanyar 7000 € venent samarretes?

Una botiga d’esports també ha vingut a demanarajals Aquesta botiga ven un tipus especial
samarretes i ens demanen que estudiem el seu negeciem propostes per a millorar la rendibildat
forma que obtinguin amb les seves vendes un bémkfiz000 €, sabent que les vendes es troben
300 i 3000 unitats.

Sabem que el lloguer mensual del local és de 120M& altra informacié addicional a tenir en congxe

que el cost d'una samarreta és lineal, per tapgménealment del nombre de samarretes comprades;

c =10 + 2,5 (onx = nombre de samarretes comprades)

Mes Gener Febrer Marg Abril Maig Juny
Samarretes Venudes 886 900 1093 2450 1660 2670
Costos Totals 3422,85 3458,10 3944,45 7385,03 5377,56 7946,29
Ingressos Totals 3544 3600 4372 9800 6640 10680

La botiga d’esports ha realitzat anteriorment undisle mercats del qual ha rebut la seglient irderdn
El preu de venda del producte que ens han propoatioo podran ser superior a 5 €.
El cost unitari per a vendes petites sempre sermnupie 2 €.

de

entre

El preu del lloguer d'un local en la mateixa zorgséiperior a 900 €.
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Annex 4: Questionari Alumnes

QUESTIONARI ALUMNES - Curs 0 IQS — Setembre 2004

Estem fent una investigacio sobre els cursos de setembre que es fan a diferents universitats catalanes. Si

us plau,contesteu amb la maxima sinceritat. Les vostres respostes seran tractades confidencialment.

MOLTES GRACIES
Nota Mates Nota Mates Nota d'accés a | Tipus de batxillerat| = En vermell els
Batxillerat Selectivitat Universitat promitjos
6.6994 5.444 6.35222 SOCIAL
Nota Batxillerat Nota Mates Selectivitat
35,0% 25,0%
30,0% 20,0% -
25,0%
20,0% 15,0% 1
15,0% 10,0%
10,0% 5,0%
5,0%
0,0% T 0,0%
DN A DA D NS DN A S N D
\Q\ \bﬁ @« \Q,\ Q« Q)\ Q'} \Qq \b‘* Qy @q Q« \‘b* @'}«
Nota d'accés a Universitat Tipus de Batxillerat
505%
60,0% 0 %
50,0% - 10%
40,0% 10%
30,0% -
20.0% 5% o5%
10,0% - |
0,0% ' O Social HH-S OTecnologic
N DN DA D NS OCientific MWC-T O Biosanitari
N {o N Q S ¥ {9’ M Salut

1. Per quins motius vas decidir fer aquest curs?

El 50% de las persones que han respos la pregantaitat com a motiu REFRESCAR conceptes del
Batxillerat, el 15% adquirir una DINAMICA de trebatl 10% estar més PREPARATS en el primer curs

d’Universitat i la resta, AMPLIAR

conceptes.

2. Explica amb les teves paraules quin creus que l&sbjectiu del curs:

El 50% de las persones que han resp0s la pregantaitat com a motiu REPASSAR coneixements, el

20% INTRODUCCIO de conceptes nous, el 20% ADQUIRIRnivell optim i la resta AGAFAR ritme

de treball.
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3. Valora del 1 al 5 les seguents caracteristiqudsl curs (encercla I'opcio triada):

(@) Duradadelcurs ..........ccoeenennn. (massa curt=) 1 2 3 4 5 (= massa llarg)
(b) Durada de les sessions ............... (massa curtes=) 1 233454 5 (= m llargues)
() CoNtingUL tEONIC «..veevee e, (moltpoc=)1 2’553 4 5 (=molt alt)

(d) Contingut Practic...........c.ccev..... (molt poc=) 1 2 3524 5 (=molt alt)
(e)Dificultat...........ccocoieieiin el (molt poca=) 1 2’3 3 4 5 (=molt alta)
(f) Temps dedicat a cada tema ............ (moltpoc=)1 2’853 4 5 (=molt alt)

(g) Han aparegut conceptes nous? ....... (molt pocﬂa 23 4 5 (=molt)

h) Han aparegut técniques noves? ....... (molt poc=) 1 2’2 3 4 5 (=molt)

(i) Quantitat de treball que has fetlasse(molt poc=) 1 2 B3 4 5 (=molt alt)

() Quantitat de treball que has fetasa(molt poc =) 1 2’753 4 5 (=molt alt)

(k) Creus que el curs tha estat Gtil?......... (molt pot=) 2 33’754 5 (=molt)

4. Indica dues de les principals aportacions del cst
De las persones que han respos la pregunta hancoma a principals aportacions: REFRESCAR
conceptes del Batxillerat, APARICIO de noves téaai&) INTRODUCCIO de nous conceptes, MOLTA

aplicacié economica, CONEIXER nous companys i AGRRAnNt, ritme de treball com confianca.

5. Indica dues de les principals mancances del curs
De las persones que han respos la pregunta hdrceitaa motius principals mancances: FALTA de

temari i de temps.

6. Sabries indicar alguna diferéncia entre el treblaque has fet durant el curs i el

que feies a Secundaria?
De las persones que han respos la pregunta haoaitea principals diferénciesfarmade treballar, el

ritme de treball, ladistribucié del treball a classe i a casa, el fet gexplicael perqué de les coses.

7. Comentaris sobre el curs en general:

Totes les persones que han respost aquesta prelgunaa una valoracié positiva.
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