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Unitat 4. Fraccions algebriques

4.1 Definicid

Definicié 4.1.1:

Una fraccié algebrica és una expressio de la forma

P(z)
Q(z)’

on P(x) i Q(x) son polinomis amb Q(x) # 0. El polinomi P(x) s’anomena numerador de /a

fraccid i el polinomi Q)(x) s'anomena denominador de /a fraccic.

4.2 Equivaléncia i simplificacié de fraccions algebriques

Definicié 4.2.1:
La fraccié algebrica (z és equivalent a /a fraccid algébrica Y) i i només si
Q(x) S(x)
P(x) - S(x) = R(x) - Q(x)
22— 3z +2 2 +2x —3

Exemple 4.2.1 La fraccié algebrica és equivalent a la fraccié

2 —4 22+ 5x4+6

Simplificar una fraccié algebrica consisteix en trobar una fraccié algebrica equivalent a la inicial de

manera que el numerador i el denominador tinguin el minim grau possible.

Per simplificar fraccions algebriques fem el seguent:

e Factoritzem el numerador i el denominador. La factoritzacié de polinomis s'explica a la Unitat 3.

e Eliminem els factors que apareixen simultaniament al numerador i al denominador.
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2 _3z+2
Exemple 4.2.2  a) Simplificacié de la fraccié algébrica %.
x —

x? — 3z +2 ) (x—=1)(r—-2) (2x-1

2—4 (24 2)(z—2) r+2

(*1) Factoritzem el numerador i el denominador.

(*2) Eliminem els factors que apareixen simultaniament al numerador i al denominador.

22+ 2x—3
b) Simplificacié de la f i6 algebrica ————.
) Simplificacié de la fraccié algeébrica P56

?+2r-3 (r—1)(z+3) z-1

x2+5:c—|—6:(ac+2)(:c+3) r+2

23— +x—1
-2 —x+1

c) Simplificacié de la fraccié algeébrica

?—t+r—1 (2-1)@*+1) 241 2?41

B-x2—z+1 (z-12x+1) (z—-1D@+1) 22-1

Observeu que les fraccions algebriques dels apartats a) i b) sén les que apareixen a I'Exemple 4.2.1. Com que

les fraccions sén equivalents, una vegada simplificades, donen la mateixa fraccié algebrica.

4.3 Operacions amb fraccions algebriques

4.3.1 Suma (resta) de fraccions algebriques

La suma (resta) de fraccions algebriques es fa com la suma de fraccions numeériques, perd tenint

present que operem amb polinomis en comptes de nombres.

2 _p_
Exemple 4.3.1 a) S 1+ °

z—1 z—1

Com que les dues fraccions tenen el mateix denominador podem sumar-les directament

xQ—x—1+ z  (@-z-1)4az 2*-1
x—1 r—1 r—1 -1

Mirem si podem simplificar el resultat. El denominador només té el factor (x — 1), aixi la fraccié es

podra simplificar si el numerador també té el factor (x — 1). El numerador és una suma per diferéncia
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2?2—1 = (z—1)(z+1) (els productes notables s'expliquen a la Unitat 3), llavors simplificant el resultat

tenim
21 -1 1
x :(x )@ + ):x—i—l.
r—1 r—1
r+1 2x
b .
) x—3+x—|—2

En aquest cas els denominadors sén diferents, per tant abans de fer la suma haurem de reduir les

fraccions a comu denominador.

— Calculem el minim comd mudltiple dels denominadors (el calcul del minim comd mdltiple de

polinomis s’explica a la Unitat 3)
mem (z — 3,2+ 2) = (x — 3)(z + 2).

— Reduim les fraccions a comu denominador.

Trobem una fraccié equivalent a 5 que té per denominador el minim comud mudltiple dels

denominadors
(:c+1)-(ac+2): 22 + 37+ 2
(x—=3)-(z+2) (z+2)(xz—3)

(4.3.1)

» . € . . ;. , -
Trobem una fraccié equivalent a 5 que té per denominador el minim comud mudltiple dels

denominadors
2x - (x —3) 222 — 6z

(x+2)-(x—3) - (x+2)(z —3) (4.3.2)

— Sumem les fraccions (4.3.1) i (4.3.2)

22+ 37 +2 272 — 6 (22 + 32 +2) + (222 — 62) 322 -3z +2

@+2(@—3)  @+2@=3) @+2) -3 T @t2@-3)

— Si és possible, simplifiquem el resultat.

La factoritzacié del denominador és (x—3)(z+2), aixi doncs només cal que mirem si el numerador
conté el factor (x — 3) o el factor (x + 2). Si el numerador conté el factor (z — 3) aleshores
la divisié entre entre el numerador i (x — 3) és exacta; és a dir té residu 0. El mateix passaria
pel factor (z + 2). Podem saber el residu de la divisié calculant la divisié mitjancant la regla de
Ruffini (per a més detalls vegeu la Unitat 3)

3 -3 2 3 -3 2
a=3 314 +9 418 a=-2 -21) —6 18

136 [ 20 13 -9 [ 20

El numerador no conté ni el factor (z — 3) ni el factor (z + 2), per tant la fraccié no es pot

simplificar.
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322 —3x4+2 3z —3x+42

El ltat final é = .
resultat final és @12 —3) S ——

x2—2x_ x+2
2 -1 242+ 1

)

Calculem el minim comd multiple dels denominadors
mem (22 — 1,22 + 22 +1) = mem ((z — D)(z + 1), (z + 1)?) = (z 4+ 1)*(z — 1).

Reduim les fraccions a comu denominador

=2 2t -2¢ (2 —2z)-(z+1) 3 — 22 -2
22-1 (z-D(@+1l) @-DE+1) -(z+1) (@-1)(z+1)?2
x4+ 2 x4+ 2 (x+2)-(x—1) 24 x—2

x2+2x—|—1_(:c+1)2_(ac+1)2-(:c—1) (x+1)2(x—1)

Restem les fraccions.

23— 2?2 — 22 2?24 —2 (23 —2%-22)— (22 +2—-2) 23—22% 32 +2

(x —1)(x+1)2 B (x+1)2(x—1) (x —1)(x+1)2  (z—1)(z+1)2

Mirem si es pot simplificar el resultat.

La factoritzacié del denominador és (z—1)(z+1)?, aixi doncs només cal que mirem si el numerador
conté el factor (x — 1) o el factor (x + 1). Si el numerador conté el factor (z — 1) aleshores
la divisié entre entre el numerador i (z — 1) té residu 0. El mateix passaria pel factor (z + 1).
Podem saber el residu de la divisié a partir del Teorema del residu (per a més detalls vegeu la
Unitat 3).

Sigui p(z) = 2% — 22% — 32 + 2, llavors p(1) = =2 # 0 i p(—1) = 2 # 0, per tant el numerador

no conté ni el factor (z — 1) ni el factor (z + 1). La fraccié no es pot simplificar.

(2 —a? —2z) — (¥ +2-2) (2 — 2% —22) — (2? +x—2)

El Itat final é =
resultat final és @—D@+1)? B2 —zr—1

T xr—2 22-1
+ T2
r—1 x+1 ¢ —1

— Calculem el minim comd multiple dels denominadors
mem (z — 1,z + 1,22 = 1) =mem (z — Lz + 1, (z + 1)(x — 1)) = (x + 1)(z — 1).

— Reduim les fraccions a comu denominador i les sumem

T r—2 222 -1 2z(z+ 1)+ @-2)(z—1)— (222 -1)
-1 7241 @iD@-1 @+ Dz -1 -
(22 +2)+ (2% =3z +2) — (222 — 1) _ —2x+3

(x+1)(z—-1) (x+1)(z—1)
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— Veiem que el resultat no es pot simplificar.

. ; —2x+3 —2x+3
El resultat final és = :
(x+1)(x—1) x?—1

4.3.2 Producte de fraccions algebriques

El producte de fraccions algebriques es fa com el producte de fraccions numeriques; és a dir, numerador
per numerador i denominador per denominador, pero tenint present que operem amb polinomis en
comptes de nombres.

2r+1 2¢x-—1

Exemple 4.3.2 a) ~-3 212

2041 20—1 (e+1)-2z—-1)  4a?—1
r—3 z+2 (z-3)-(z+2) a22—-x-6

b) zt — 16 1
x—2 2242
zt— 16 1 (=161 () (@—-2)(x+2)@*+4) a2?+4
r—2 22422 (z—2)-(22+2x) (x—2)z(z+2) =z

(*1) Intentarem sempre donar el resultat el més simplificat possible. Per estalviar-nos feina, abans
de fer els productes factoritzem tots els polinomis, tant del numerador com del denominador, i
eliminem els factors que apareixen simultaniament al numerador i al denominador.

4.3.3 Divisi6 de fraccions algebriques

La divisié de fraccions algebriques es fa com la divisié de fraccions numeriques, pero tenint present
que operem amb polinomis en comptes de nombres.

r+1 ) 2x
2 -3 -1

Exemple 4.3.3 a)

r+1 2z ><(x+1)-(x—1)_ 2 -1
2 -3 "z —1 (z2-3)-22 2 '
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x2—9 43

2z 2?2 (x+3) ¢y 22 (z+3) x
2-9 24+3 (22-9) -z (2-3)(x+3)-x 2-3

x2—2x+1_x2+2x—1
1—=z ’ 14+

c)

x2—2x+1.x2+2x—1_ (:c2—2:c+1)-(1+$) (*1)

-z = 1+ (1—2z) (22 +2x—-1)
(r —1)%2(1 + 2)  (z=D(@+1) r? -1
—(z -2 4+20c-1)  a24+22-1  22+2x—1

(*1) Abans de fer els productes factoritzem tots els polinomis, tant del numerador com del denomi-
nador, i eliminem els factors que apareixen simultaniament al numerador i al denominador.
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4o + 4
3+ 3

a)

3 4+32+3r+1

Simplifiqueu les seglients fraccions algebriques.

2?2 +2r+1
2 + 2

b)

313 + 4% + 2x

d)

(x2+2x 4+ 1)(z — 1)

e)

£E4+.T3+£L'2

Solucid

a)g

z+1

z+1

2
c) x+ o

d)

32?2 4 4a + 2
A A

e)

resultats.

24z

a)

Efectueu les seglients operacions amb fraccions algebriques simplificant al maxim els

2+ 2?2

3+

3+ 22

32

3r+5 222 —5x+1
_'_

623

X

r— 2

202+ 3z +1

+
22 — 3z + 2

x+5 2?2 +x—3

x?—4

24+ 2x+1

22 —2x+1 23 +322+3x+1

x?2—9

=1

x2+3.x2+2x

T+ 2

22+ 4z +4

x> —5x+6

%+ x4 + 23

x3 —8

2+ x—12

2 +2x—1

:x2—16

l1—=x

2 —2x +1

:1—|—x
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Solucié
243 + 5z + b + 12 8x% + 5z + 1
a) b) ————
(22 +3)(z+3) 623
) 4 9) 225 + at — 1323 — 242 — T2 — 7
o
r—2 (x —1)%(z+1)3
o) (x —2)(x —3)(z+3) ) x—1
z(z? + 3) xt 4 223
) r—4 h) (x4 1)(2* 4+ 22— 1)
& 0w+ 4 (x—1)3
3. Efectueu les segiients operacions. Simplifiqueu al maxim el resultat obtingut.
2
r+1+ *
a) 1—=x
T r+1

1—}-1"1‘2—1‘

1 2 1
b) [1—— T

x 2—-1 1+zx
T+ 2 2 +:1c—|—1
20+1 4x?2 -1 2x

d) r+1 'lL‘2—1
(x —1)? x
T+ —
e) (x —1)
x__
x
x? =1 222 — 8x — 10
f) 2 +2x+1 z—1
2 + 2 z+1

P2 tr—2 42— Tr+10

2r — 2 x? 2
e (oo )
22 +2x4+1 22—-22+1
2 —1 * (x +1)2
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Solucié
1
a) _x -2
8x3 + 1022 — 9x — 1
<)

20(2x —1)(2z + 1)

2?2 +1
) z+1
(22 — x + 2)?
8) S =) £3)
i) 4
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Glossari de termes

Fraccié algebrica
definicid, 4
divisié, 8
equivalent, 4
producte, 8
simplificacié, 4

suma (resta), 5
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