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Unitat 3. Polinomis

3.1 Definicions

Definicio 3.1.1:

Un monomi de grau i en la variable x és una expressié de la forma a;xt, amb a; € R, a; # 0
i1 e N.

Definicio 3.1.2:

Un polinomi de grau n en la variable x és una expressio de la forma

P.(z) = apz™ + ap_12" -+ arz + ag a; €ER, peratoti=0,1,...,n,

amb a,, # 0. El monomi a;x* s'anomena terme de grau i del polinomi. El nombre a; s'anomena

coeficient del terme de grau i. El terme ay s'anomena terme independent.

Definicié 3.1.3:

Sigui a € R. El valor numeéric del polinomi P,(x) per a z = a ve donat per

P.(a) = apa" + ap_10™t + -+ aja + ag.

3.2 Operacions amb polinomis

Siguin P(z) = a, 2" + @y 12"+ -+ arx + ag | Q(x) = bpx™ + by 2™ 4 -+ bix + by

3.2.1 Suma (resta) de polinomis

El polinomi P(x) + Q(z) és un polinomi que té per coeficients la suma (resta) dels coeficients dels

termes del mateix grau i te per grau el maxim entre n i m; és a dir,

P(x) £Q(x) =+ (a; £ b)a" + -+ + (ag £ by)x* + (a3 £ b))z + (ag £ by).
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Exemple 3.2.1 Calcul de la suma dels polinomis P(z) = 2% —12%+22+3 i Q(z) = 3z —23+ 12? + 32 +4.

1 1 3 1
P(m)+Q(m):x5—|—3x4+(—5—1):c3—|—§:c2—|—(2—|—3):c—|—(3+4):x5+3x4—§x3+§x2+5x+7.

3.2.2 Producte de polinomis

El producte P(x) - Q(z) és un polinomi de grau n + m que ve donat per

P(z)-Q(x) = apbpa™™ + -+ (agh; + arbi—1 + -+ + ai—1by + a;bo)z’ + - - -+
(a0b2 + a1b1 + a2b0)172 + (a0b1 + albo)l’ + a,ob().
En I'exemple seglient es veu com multiplicar polinomis de dues maneres diferents. Les dues maneres
sén equivalents i si s'apliquen als polinomis P(z) = a,2" + ap 12"+ -+ + a1z + ap | Q(x) =

by @™ + by 1™ + - - 4 by + by s'obté la férmula anterior.

Exemple 3.2.2 Calcul del producte dels polinomis P(z) = 2°—323+22+3i Q(z) = 3z —2®+322+3z+4.

l\DI»—l

P(x) - Q(z) = a° (33@ — 234 :C +3:c+4> <x —z3 4+ :C —|—3x+4>—|—

*
13
~

1
2x(3x — 22+ x —|—3x—|—4>—|—3( 2t — 23 +2x —|—3x—|—4>
) 2 4 2

1 1 3
<3x9—x + :C + 325 + 4a <——:c + —x8 — —:c5——:c4—2x3)+

3
(6:65 — 2t + x> + 62> + 8:6) + (9304 — 323 + 5302 + 92 + 12>

o — PR — 4 — —

3 3
<—§—2+9)x4+(—2+1—3)x3+<6+§>x2+(8+9)x+12

7 39 11 15
= 3x9—xg—x7+5356—1—Zx5+7x4—4x3+?x2+17x+12.

(*1) Apliquem la propietat distributiva del producte respecte la suma.

(*2) Efectuem els productes aplicant una altra vegada la propietat dlstrlbutlva del producte respecte
la suma i tenint present que el producte de monomis ve donat per a; ' - a; 27 = a; - a; z*H7.

(*3) Efectuem la suma dels polinomis.
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b) Una manera més practica de fer el procediment del cas a) és la segiient:
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3zt -2 412 43z 4 (*1)
0 —%x3 +2z 43
9z —32% +32% 49z +12 (*2)
62> —2z* +a® 4622 48z (*3)
—%x7 +%x6 —ix5 —%x4 —2x3 (*4)
329 —a® +327 +32%  +4a° (*4)
32° —2% -2 —I—%xG +325 4t 423 4827 4172 +12 (*5)

(*1) Posem el polinomi que té més termes (en aquest exemple és el polinomi Q(z)) a la part superior
i el que en té menys a la part inferior. No és necessari, podriem deixar el polinomi que té menys
termes a la part superior perd no resulta tant practic.

(*2) Es multiplica el monomi 3 per cadascun dels monomis de Q(z). Deixem espais en blanc en la
posicié dels termes de coeficient zero.

(*3) Es multiplica el monomi 2z per cadascun dels monomis de Q(z), els termes que s'obtenen es
posen sota els termes del mateix grau que s’han obtingut al pas anterior.

5 1,.3

(*4) Procedim de manera similar amb els monomis z° i —5°.

(*5) Efectuem la suma dels termes del mateix grau.

3.2.3 Divisié de polinomis

Sigui Q(z) # 0. La divisié P(z) : Q(x) consisteix en trobar dos polinomis ¢(x) i r(x) de manera que
grau (r(z)) <grau(q(z)) i

P(z) =Q(z) - q(x) + r(x). (3.2.1)

El polinomi P(x) s'anomena dividend, Q(x) s'anomena divisor, ¢(z) s'anomena quocient i r(z)

s'anomena residu.

Si r(x) = 0 llavors:

e La divisid és exacte,
e P(x) és divisible per Q(x),

e () és divisor de P(z).
Exemple 3.2.3

a) Calcul de P(z): Q(z) amb P(z) =2* — 23 + 2 — 1i Q(x) = 2?2 — 1.

Curs d'Anivellament de Matematiques 6
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i) Disposem els polinomis P(z) i Q(x) de la segiient manera P(x) Q(x)
zt —a23 +x -1 2?2 —1

Els termes de P(x) i Q(x) estan ordenats de grau més gran a grau més petit i es deixen espais

en blanc en la posicié dels termes de coeficient zero del polinomi P(z).

ii) Dividim el terme de grau més gran de P(z) pel terme de grau més gran de Q(z). El resultat ens
donara el terme de grau més gran del quocient.

a; T

Nota: La divisié de monomis ve donada per —— = — g7,
a; xd a;
)
N +zr -1 z= —1
22

iii) Es multiplica el monomi que hem trobat per Q(x) i el resultat es resta a P(x) (sumem |'oposat),

obtenint aixi un polinomi r1(x).

xt =3 +z -1 2 =1
4 +CC2 72
ri(x) = —23 422 4z -1

iv) Sigrau(ri(z)) <grau(Q(z)), hem acabat. Com que no és aixi continuem el procés. Resseguim

els passos ii) i iii) amb el polinomi 71 (z) en lloc de P(x), obtenint aixi un polinomi ra(z).

ot a3 +r -1 a1
—z +a? =%
= -+’ +zx -1
3 —x
ro(z) — x? -1

v) Sigrau (ro(z)) <grau (Q(z)), hem acabat. Com que no és aixi resseguim els passos ii) i iii) amb

el polinomi r(z) en lloc de P(x), obtenint aixi un polinomi r3(z).

zt a3 +z -1 22 — 1
—a* +a? z? — |
—23 422 +x -1 .
23 . quocient
z? -1
—z? +1
rs(z) — 0 <« residu

vi) grau (r3(z)) = 0 <grau (Q(z)) = 2, per tant hem acabat.

Curs d'Anivellament de Matematiques 7
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El quocient de la divisié és g(z) = 22 — x + 1 i el residu és 7(x) = 0. La divisié és exacta ja que el

residu és zero, per tant P(x) és divisible per Q(x) (Q(x) és un divisor de P(x)).

Si es vol comprovar que el resultat de la divisi6 és correcte s'ha de veure que P(x), Q(z), ¢(z) i r(x)

satisfan la igualtat (3.2.1).

b) Calcul de la divisié6 P(z) : Q(x) amb P(z) =22° + 323 + 32 +2i Q(z) = 22% + x + 2.

21° +323 +3z +2
—2p° —gpt  —2g3
—zt 423 +3z +2
xt —1—%903 +22
%:cg +22 43z 42
343 3,2 3y
ixQ —I—%x +2
1,.2 1 1
S
fo 4

‘2x2+x—|—2
:cg—%:c2+%:c+%

quocient

<~ residu

_u

El quocient de la divisi6 és g(z) = 2% — 222 + 3z + § i el residu és r(z) = Yz + T. En aquest cas la

divisié no és exacte, per tant P(z) no és divisible per Q(x) (Q(z) no és divisor de P(x)).

3.2.4 Regla de Ruffini

La Regla de Ruffini serveix per calcular de manera rapida divisions de polinomis de la forma P(z) : Q(x)

amb Q(z) = (x — a) i a € R qualsevol.

Exemple 3.2.4 Calcul de la divisié P(z) : Q(z) amb P(z) = 4% — 923 — 722 +1i Q(z) = = — 3.

a) Comencem

efectuant la divisié com a I'Exemple 3.2.3.

4ot —9z3 T2 +1
—4z* +1223
3z —7x2 +1
—323 4922
212 +1
—222 46z
6x +1
—6x +18
19
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El quocient de la divisié és g(z) = 423 + 32% + 22 + 6 i el residu és r(z) = 19.

b) A nosaltres només ens interessa el valor del quocient i del residu de (3.2.2). Anem a veure com

trobar-los sense haver de fer els calculs intermedis.

Fixeu-vos que els coeficients del quocient sén els coeficients dels termes marcats en gy a (3.2.2) pero
amb un grau menys.

. . , ) , 4 -9 -7 0 1 < coef. de P(x)
El primer coeficient del quocient g(x) és el primer 301 (1)

coeficient del dividend P(z).

| 4 <+ coef. de g(x)

(*1) Nota: els coeficients de P(x) que sén zero també s'han de posar.

El segon coeficient del quocient s'obté multiplicant 4 -9 -7 0 1
I"anterior per i sumant el resultat al segon coefici- )
ent del dividend. Aquest |3 |prové del divisor (ac—) ‘ 4 3

El tercer coeficient del quocient s'obté multiplicant ‘ 4 -9 -7 01
I'anterior per |3 |i sumant el resultat al tercer coefici- 3|1 +12 |49

ent del dividend. 4 8 2
4 -9 -7 O 1
31 +12 +9 +6 +18
| aixi successivament. ‘ 4 3 2 6 19] <« residu

Coef. del quocient

Aixi doncs, el quocient de la divisié és g(x) = 423 + 322 4+ 22 + 6 i el residu és 7(z) = 19.

El procés descrit a I'apartat b) de I'Exemple 3.2.4 es coneix com la Regla de Ruffini.

Considerem ara el cas general. Sigui P(z) = a,a"+a, 12" '+ -+ajz+ag. Ladivisié P(z) : (z—a)

usant la Regla de Ruffini es fa com a I'Exemple 3.2.4

ap Qp—1 ... a3 ay < Coeficients de P(x)
Terme independent del divisor —»  «a | |
‘ . e

Coef. deI\auocient Residu

Curs d'Anivellament de Matematiques 9
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Exemple 3.2.5 Calcul de la divisié P(z) : Q(z) amb P(z) = 2% — 22 i Q(x) = z + 4.

1 0 =2 0
-4 —4 +16 —56

|1 —4 14 [ —56] « residu

| S ——
Coef. de ¢(x)

El quocient de la divisié és q(z) = 22 — 4z + 14 i el residu és r = —56.

Teorema 3.2.1:

[Teorema del residu] Sigui P(z) = a,z™ + a,_ 12" ' + -+ + a1z + ag. El residu de la divisié
P(z) : (x — «) coincideix amb el valor numéric del polinomi P(x) en el punt x = «; és a dir,

coincideix amb P(«).

La demostracié del Teorema del residu és molt senzilla. A partir de (3.2.1) tenim que
P(z)=(r—a) q(z)+r, (3.2.3)

on ¢(x) és el quocient de la divisi6 P(x) : (x — «) i 7 n'és el residu. Si avaluem I'expressié (3.2.3) a

x = « obtenim P(a) = .

3.3 Operacions amb binomis

Definicié 3.3.1:

Un binomi és una expressio de la forma a + b on a,b poden ser nombres reals, monomis, etc.

3.3.1 Productes notables

Binomi al quadrat: (a + b)? = a? + 2ab + b*. (3.3.4)
Suma per diferencia: (a +b)(a — b) = a® — b%. (3.3.5)

Curs d'Anivellament de Matematiques 10
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Exemple 3.3.1 a) 22 -3)2=(22)2-2-(22)-(3) + (3)? =42? — 122+ 9

b) (z —2)(z +2) = (x)? — (2)? = 2? — 4.

3.3.2 Binomi de Newton

Sigui n un nombre natural,

(a+b)" = (a0 + ()™t ()@ B e ()l B () a® b (33.6)

n—1

n

k) es poden calcular o bé a partir de la férmula

(Z) N (n—LIL)'k' (33.7)

on els nombres combinatoris (

o bé a partir del Triangle de Tartaglia

1
1 1 + Fila (})
1 i/ 1 + Fila (})
k
v/ =/
1 3 3 1 + Fila (})
=/ =/ L/
1 4 6 4 1 + Fila (})
=/ =/ =/ L/
1 5 10 10 5 1 <« Fila(})
O S S S S
@ O () (s) )

Exemple

(2 4 803 1 2422 — 322 + 16.

(*1) Apliquem la Férmula del Binomi de Newton (3.3.6).

(*2) — Trobem els valors dels nombres combinatoris (i) ja sigui a partir de la férmula (3.3.7) 0 a
partir del triangle de Tartaglia. Si ho fem a partir del triangle de Tartaglia prenem la fila
corresponent a (é) llavors

O-1 O-1 H-o H-4  O-1

— Calculem les potencies (—2)* per k =1,...,4.

Curs d'Anivellament de Matematiques 11
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3.4 Arrels enteres i fraccionaries de polinomis

Definicié 3.4.1:

Direm que © = « és una arrel del polinomi P(x) <= P(a)=0.

Pel Teorema del residu tenim que

x =aésunaarrel de P(x) <= el residu de la divisié6 P(x): (z — «) és zero,
o dit d'una altra manera,

x =« ésunaarrel de P(x) <= P(z) és divisible per (z — «).

Aixi doncs, la Regla de Ruffini ens serveix per trobar arrels de polinomis. En particular, les arrels que es

. L, . . divisor de ag
troben aplicant la regla de Ruffini son arrels enteres o arrels fraccionaries de la forma a = divicor de o
ivisor de a,,

Observeu que = = « és una arrel del polinomi P(x) si i només si x = « és una solucié de I'equacid
polinomica P(z) = 0.
A la Unitat 5 veurem amb més detall com resoldre equacions polinomiques, en particular veurem com

calcular solucions que no sén ni enteres ni fraccionaries.

Teorema 3.4.1:

Un polinomi de grau n te com a molt n arrels diferents.

Exemple 3.4.1  a) Trobeu totes les arrels enteres o fraccionaries de P(z) = 2% — 522 + 2z + 8.

Busquem per a quins valors de « la divisié P(z) : (x — «) té residu 0.

divisor de ag

Els valors de o que busquem sén valors de la forma o = . Com que el coeficient del terme

divisor de as
de grau 3 només és divisible per 1, els tnics valors de & que haurem d’estudiar sén els divisors del
terme independent: o = +1,+2,+4 £+ 8.

1 -5 2 8
a=1 {4y +1 -4 =2 com que el residu és diferent de zero z = 1 no és una
6

‘1 —4 -2 [ 6] arrel de P(z).

Curs d'Anivellament de Matematiques 12
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b)

1 -5 2 8
a=-1 -114 -1 6 -8 El residu és zero, per tant x+ = —1 és una arrel de
‘ 1 -6 8 0 P(x). Per altra banda, el quocient és q(z) = 2% —

6x + 8, llavors per (3.2.1) el polinomi inicial es pot
expressar de la forma

23 — 522 4224+ 8= (x4 1)(2* — 62 +8) (3.4.8)

Per trobar les arrels que falten haurem de trobar les arrels del polinomi ¢(z) = 22 — 6z + 8. Ho fem

també per Ruffini.

Busquem per a quins valors de «a la divisié (22 — 6z + 8) : (z — ) té residu 0.

. , divisor de 8

Els valors de o que estudiarem sén valors de la forma o = ———— = 41, +2, +4 £+ 8. Abans hem
divisor de 1

vist que & = 1 no es arrel P(x), per tant aquest valor no cal provar-lo. El valor « = —1 si que s’haura

de provar ja que tot i ser arrel de P(x) pot ser també arrel del polinomi quocient ¢(x).

1 -6 8
a=2 210 2 -8 El residu és zero, per tant x = 2 és una arrel de g(x).
‘ 1 —4 0 A més el quocient és x —4, aixi per (3.2.1) el polinomi

2% — 6x + 8 es pot expressar com

(22 — 62 +8) = (v — 2)(z — 4). (3.4.9)

Substituint la factoritzacié (3.4.8) a (3.4.9) tenim que

23522 420+ 8= (x+1)(2? —62+8) = (z+1)(z — 2)(z — 4).
Les arrels del polinomi P(x) sén x = —1, x =2 iz = 4.
Trobeu totes les arrels enteres o fraccionaries de P(z) = 23 — 22 — 2z + 2.

Busquem per a quins valors de « el polinomi P(x) és divisible per (z — ). Els valors de o que busquem

divisor de 2
sén valors de la forma o = 7!\/!5(” °2_ +1,+2.
divisor de 1

1 -1 =2 2
a=1 1] —+1 0 —2 El residu és zero, per tant x = 1 és una arrel de
‘ 1 0 —2 0 P(z). A més el quocient és 22 — 2, aixi per (3.2.1) el
polinomi P(x) es pot expressar com

23— 2? =2 +2=(z—1)(z* —2).

Busquem ara les arrels enteres o fraccionaries de 22 — 2 per Ruffini. Els valors de v que analitzem sén
a==+1,42.

1 0 -2 10 -2
a=1 1)1 +1 1 a=-1 “1]) -1 1
B (1 -1 [

Curs d'Anivellament de Matematiques 13
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1 0 =2 1 0 =2
a=2 211 +2 4 a=-2 211 =2 4

T2 [ T 2

Cap d'aquests valors de o déna residu 0, aixi doncs el polinomi 2 — 2 no té cap arrel entera o

fraccionaria. També hauriem pogut calcular el residu a partir del Teorema del residu. Sigui g(z) =

x? — 2.

El residu de la divisié q(x) : (z — 1) és q(1) =12 -2 = —1

El residu de la divisié q(z) : (z +1) és g(—1) = (—1)? —2=—1
El residu de la divisié q(x) : (z —2) és q(2) =22 —2=2

El residu de la divisié g(z) : (z +2) és ¢(—2) = (—2)2 —2=2

En resum les arrels enteres o fraccionaries del polinomi P(x) sén: = = 1.

Observeu que 2 —2 és una suma per diferencia, aixi per (3.3.5) tenim que 22 —2 = (z —v/2)(z +/2).
Per tant el polinomi 22 — 2 té dues arrels z = v/2 i £ = —/2 que no sén ni enteres ni fraccionaries.

Una altra manera de trobar les arrels del polinomi 22 — 2 és resolent I'equacié de segon grau 22 —2 =0

(la resolucié d’equacions de segon grau s'explica a la Unitat 5).

Les arrels del polinomi P(x) sén: x =1, x = V2ixz=—2.

3.5 Factoritzacié de polinomis

La factoritzacié del polinomi P(x) consisteix en descompondre el polinomi P(x) com un producte

de la forma
Plz)=K: -(z—ay)(x —ag)...(x — ag)Q(x),

on K és una constant, «; per i = 1,...k és una arrel entera o fraccionaria del polinomi P(z) i Q(z)
és un polinomi de grau n — k que no te arrels ni enteres ni fraccionaries (a vegades també es pensa

que «; sén arrels reals del polinomi P(z) i Q(x) és un polinomi de grau n — k que no te arrels reals).

Exemple 3.5.1  a) Factoritzacié de P(z) = 22 — 4z + 4.

S'observa que P(x) és un binomi al quadrat, llavors per (3.3.4) P(x) = (z — 2)2.

b) Factoritzacié de P(z) = 22 — 9.

S'observa que P(x) és una suma per diferencia, llavors per (3.3.5) P(x) = (x — 3)(z + 3).

Curs d'Anivellament de Matematiques 14
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c)

d)

Factoritzacié de P(z) = 2% — 16.

S'observa que P(r) és una suma per diferéncia, llavors per (3.3.5) P(z) = (22 — 4)(2% + 4).
Factoritzem ara els polinomis 22 — 4 i 2 + 4.
El polinomi x? — 4 també és una suma per diferéncia, llavors per (3.3.5) 22 —4 = (z — 2)(z + 2).

El polinomi 22 + 4 no pot tenir mai arrels reals ja que 2 + 4 > 0 sempre.

La factoritzacié del polinomi P(z) és

2t =16 = (z — 2)(z + 2)(2? + 4).
La factoritzacié de P(x) = 23 — 522 + 22 + 8 és

23 =522 420+ 8= (x +1)(x —2)(x — 4)

(vegeu I'Exemple 3.4.1 a)).
La factoritzacié de P(x) = 23 — 22 — 22 + 2 és

23— - 20 4+2=(x—1)(2* - 2)
(vegeu I'Exemple 3.4.1 b)).

Factoritzacié de P(z) = z* + 323 + 2% — 3z — 2.

Busquem les arrels enteres o fraccionaries de P(x) per Ruffini com a I'Exemple 3.4.1. Les possibles

arrels seran o = +1, +2.

1 3 1 -3 2
1]l +1 +4 +5 42
1 5 2 | 0] - 24323422322 = (z—1)(2® +422+52+2)
-1 -1 -3 =2 (Busquem les arrels del polinomi a3 + 422 + 5z + 2)
13 2 | 0] > B4 +5r+2=(2+1)(2? + 32 +2)
-1 -1 =2 (Busquem les arrels del polinomi z2 + 3z + 2)
1 2 [ 0 - 243z +2=(z+1)(z+2)

La factoritzacié del polinomi P(z) és
438422 -3z -2=(z - D+ D+ Dz+2) =@ -1)(z+1)*(z+2).

Factoritzacié de P(z) = 23 — 222 + .

Com que el polinomi P(x) no té terme independent, primer traiem totes les z's que puguem factor
comu
-2t b =x(2? -2 +1).

Ara factoritzem el polinomi que en resulta: 22 — 22 + 1. Observem que aquest polinomi és un binomi

al quadrat, llavors per (3.3.4) 22 — 2z + 1 = (z — 1)%,
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La factoritzacié del polinomi P(z) és

2® — 222 + o = x(x — 1)

Observacid: Trobar les arrels d'un polinomi és equivalent a factoritzar el polinomi. Efectivament, siguin
x = a; peri=1,...,n les arrels d'un polinomi P(x) i sigui P(z) = (x — 1) ...(z — ay,) la seva
factoritzacié. Si coneixem les arrels coneixem la factoritzacié i si coneixem la factoritzacié coneixem
les arrels.

Definicié 3.5.1:

Direm que © = « és una arrel del polinomi P(z) de multiplicitat & si i només si en la
factoritzacié de P(z) hi apareix el factor (x — «)*, o el qué és el mateix, si hi apareix k vegades

el factor x — «.

é L L4 L4

3.6 Maxim comu divisor i minim comi multiple de polinomis

Siguin P(z) i Q(x) dos polinomis.

Definicid 3.6.1:

a) Es defineix el maxim comu divisor de P(z) i Q(x), MCD (P(x), Q(z)), com el polinomi

de grau més gran que és divisor de P(z) i Q(x) simultaniament.

b) Es defineix el minim comd multiple de P(x) i Q(z), mem (P(z), Q(z)), com el polinomi

de grau més petit que és muiiltiple de P(x) i Q(x) simultaniament.

3.6.1 Calcul del maxim comu divisor i minim comu multiple

Factoritzem els polinomis P(x) i Q(x) (vegeu la Seccié 3.5).

El maxim comu divisor de P(z) i Q(x) esta format pel producte dels factors comuns a P(z) i Q(x)

elevats al menor exponent.

El minim comd miltiple de P(z) i Q(x) esta format pel producte dels factors comuns i no comuns a

P(z) i Q(x) elevats al major exponent.
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Exemple 3.6.1  a) Calcul del maxim com divisor i minim com miiltiple dels polinomis P(x) = 2% +
322 —4iQ(x) =22 -z —6.
Factoritzem els polinomis P(z) i Q(x).
P(z) = (z - 1)(z +2) Q(z) = (z +2)(x — 3).
Només tenim un factor comid a P(x) i Q(z), aquest és el factor (x + 2).
MCD (P(z),Q(x)) = x + 2

mem (P(x), Q(x)) = (x4 2)%(x — 1)(x — 3) = 2* — 92% — 4z + 12

b) Calcul del maxim comd divisor i minim comd miiltiple dels polinomis P(x) = x* — 23 — 322 + 52 — 2,

Q(z) =2 +223 - 322 —4x +4i R(x) =22 - 1.

Factoritzem els polinomis P(z), Q(x) i R(z)

P(z) = (z —1)°(z +2), Q(z) = (z —1)*(z +2)%, R(z) = (= 1)(z +1).

MCD (P(z),Q(z),R(x)) =z —1

mem (P(x), Q(x), R(z)) = (x — 1)3(x +2)*(x + 1) = 2 + 22° — 4 — 623 + 7% + 42 — 4
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Exercicis d’autoavaluacio
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Efectueu les seglients operacions amb polinomis.

a) B+a* -2 +42") + (-2 — 2% + 2 — 15)

1 1 1 3
b) (I+I3+2x5+§x6) + (§x+x2—x3+1x4—3x5+5x6

1 9 3 2 1, 1,4
c) (2+x —|—a:> (3—1—2x i

3 1 ) 1 1
d) (x3 - Zny + ga:yz — §y3> + (I3 + 5952?; + ny2 - y3>

e) (2—x—a*)- (14 3z +22% + 22% + z%)

f) (I+I2+%ZL’3) : (—1+%x—|—§x2+x3)

g) (x4 1)(z—1)(2*+2)

h) (2% — 2%y + 2y? — y°)(z +y)

i) (2% + 222y + 22y + v3)(2® + 222y + 22y® — )
j) (' +112% — 122 — 523 +6) : (—3z + 3 + 2?)
k) (1—2 =322 —a%) : (1422 +2?)

) (28 —2z+1): (1 -2+ 22?%)

)

Solucid

a) —a% + 5zt —22° + 2% + 1

1 3
b) 2x6—x5+1x4+x2+§x
5 1 1
Z 3 2
c) 4:1: +2x 5
1 7 13
d 23__2 _ 2 _ .3
) 20— Ty gy
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e) —x® — 227 — 2z

23
25 224

1 4
f) —af+ = B

2 3
g) x* + 22 -2

h) z* — 4*

J
k

l) quocient: 2 —|——

6—4.%’5

2

— 2t 4+ 222 + 2?2 + 5 + 2

1
+opd— 2 -z

3

quocient: x? — 2z + 2

)

)

1) 2 + dady + 8xty? + 8x3y3 + 4yt — ¢S
)

) quocient: —z% + 222 — 3z + 1

)

2

residu: 0

residu: 0

H . 5 3
residu: -7 1t

Escola Politécnica Superior

2.
Donats els polinomis P(z) = 22 —3x+1i Q(z) = 23+ 52* — 4x es demana que avalueu
les segiients expressions i simplifiqueu al maxim el resultat final.
a) P(z) — 2Q(x) b) P(-2)
c) Q(1/2) d) Q(-1/2)
2
e) P(y —2) f)P(——z
Yy
g) Q(y°) h) Q(1 —y)
i) Per y >0, Q(\/¥)
Solucié
a) —22% — 92 + 5r + 1 b) 11
¢) —5/8 ) 25/8
4 6
e) y? — Ty + 11 f)zQ——Z+32——+—2+1
Yy y oy
g) y® + 5yt — 4y? h) —y3 + 8y? — 9y + 2
i) Yy + 5y —4/y
3.

a) (322 +5x—1):

Efectueu les seglients divisions usant la regla de Ruffini.

(z -

b) (227 — 7a® — a3 — 22 — 1) :

2)

(x +3)
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Solucié
a) quocient: 3z + 11 residu: 21
b) quocient: 2% — 62° + 11z* — 3323 + 9822 — 294z + 880 residu:-2641
4. Trobeu el maxim comd divisor i el minim comd miultiple dels seglients parells de polinomis.
a) {(#®+222 +22+ 1), (x> + 22+ 1)}
b) {(z* + 23 — 132% — 31z — 18), (z* — 122* — 20x — 9)}
c) {(2° =32+ 2%+ 22 — 1), (z* — 222 + 1)}
Solucié

a) MCD: (z +1) mem: (22 + 2+ 1)(z + 1)?
b) MCD: (z + 1)(2* — 22 —9)  mcm: (z+1)*(z+2)(2?—22-9)

c) MCD: (z 4 1)(xz —1)? mem: (z—1)%(z+1) (2 +2—1)

Curs d'Anivellament de Matematiques 20



Universitat de Vic Escola Politécnica Superior

Glossari de termes

Binomi, 10
Binomi de Newton, 11

Dividend, 6
Divisioé exacte, 6
Divisible, 6
Divisor, 6

Monomi, 4

Polinomis
arrel, 12
multiplicitat, 16
coeficient, 4
definicié, 4
divisié, 6
divisié per Ruffini, 8
factoritzacié, 14
grau, 4
maxim comu divisor, 16
minim comu mdltiple, 16
producte, 5
suma (resta), 4
terme independent, 4

valor numeric, 4
Quocient, 6
Residu, 6

Teorema del residu, 10
Triangle de Tartaglia, 11
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