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Unitat 1. Potencies, radicals i logaritmes

1.1 Tipus de nombres

Els nombres 1, 2, 3, 4, 5,..., que s'utilitzen per comptar o per indicar el nombre ordinal d'algun
objecte entre objectes similars, s'anomenen nombres naturals. El conjunt dels nombres naturals es

denota per N:
N={1,2,3,4,5,...}. (1.1.1)
Qualsevol nombre natural en el sistema decimal s'escriu utilitzant les xifres 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9.

Per exemple, la notacié 2457 significa que 2 és el nombre de milers, 4 és el nombre de centenars, 5 és
el nombre de desenes i 7 és el nombre d'unitats, és a dir, 2457 =2-1000 +4-100+5-10+ 7.

En el conjunt dels nombres naturals s'introdueixen de forma habitual les operacions de suma, resta,
producte i quocient. Resulta que el conjunt N no esta tancat respecte de |'operacié de resta, per

exemple, en restar 2 — 5 no es pot trobar cap nombre natural que doni el resultat d'aquesta operacid.

Per evitar aquest problema, el conjunt N s’amplia fins al conjunt dels nombres enters 7Z:
Z=A...,-3,-2,—1,0,1,2,3,... }. (1.1.2)

El conjunt Z resulta tancat respecte de les operacions de suma, resta i producte, perd no respecte de

la divisid.

Aleshores s'introdueix un conjunt de nombres més ampli, concretament, el conjunt Q dels nombres

racionals:

Q:{%:meZ,nEN}. (1.1.3)

Es immediat que el conjunt Z queda compres en el conjunt Q (s'escriu Z C Q), ja que qualsevol
nombre enter m admet la representacié 5 . Cada nombre racional pot representar-se com una fraccié

decimal finita o infinita periodica.

El conjunt R dels nombres reals es defineix com a conjunt que conté totes les fraccions decimals,

ja siguin periodiques o no. Els nombres reals que es representen per fraccions decimals aperiodiques

s'anomenen nombres irracionals. Es pot demostrar, per exemple, que v/2 és un nombre irracional.
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Notacions d’alguns conjunts dels nombres

Resumim les notacions introduides i definim-ne unes de noves:

N denota el conjunt dels nombres naturals, és a dir, N ={1,2,3,...};

la notacié n € N (es llegeix “n pertany al conjunt N") significa que n és un nombre natural (les

notacions m € Z, r € Q, x € R referides als conjunts Z, Q i R s'interpreten de forma similar);
Z denota el conjunt dels nombres enters, és a dir, Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...};
Q denota el conjunt dels nombre racionals, és a dir, Q = {% :meZ, nel},

R denota el conjunt dels nombres reals.

1.2 Potencies i radicals

Potencies naturals

Sigui a qualsevol nombre real i sigui n un nombre natural superior a 1. S’anomena poténcia n-ésima

del nombre a el producte de n factors cadascun dels quals val a:

n vegades

a*=a-a-a...a. (1.2.1)

Si n = 1, aleshores per definicié a' = a. El nombre a s’anomena base i el nombre n, poténcia. Per
exemple:

4 vegades

Propietats de les poténcies naturals

n

/_/% .
l.a"=a-a-a...a peratotn cN. En particular, a! = a.

3. — =a" %, sin>k.

Curs d'Anivellament de Matematiques 5
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Per exemple:

3
23 . 25 — 23+5 — 28. (23)5 — 23-5 — 215. (2) — 2_3 — 8
) ) 5 .

Poténcia nul-la. Poténcia negativa

Si a # 0, aleshores se suposa per definicié que a” = 1. Per exemple, (2.7)° = 1; (=5)" = 1.

L'expressié 0" no té sentit.
Sia#0in €N, aleshores es defineix la poténcia negativa:
a"t=—. (1.2.2)

Per exemple:

Es compleix la igualtat

Representacio cientifica d’'un nombre real positiu

Es pot representar qualsevol nombre real a en la forma a; - 10", on 1 < a; < 10 i n és un nombre
enter (n € Z).

Exemple 1.2.1 1. Sigui a = 395, aleshores a = 3.95 - 102. Aqui, a1 =3.95in = 2.
2. Sigui a = 4.13, aleshores a = 4.13 - 10°. Aqui, a; =4.13 in = 0.

3. Sigui a = 0.0023, aleshores a = 2.3-1073. Aqui, a; = 2.3 in = —3.

Curs d'Anivellament de Matematiques 6
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Definicié 1.2.1:

Si un nombre positiu a s'escriv com a a; - 10", on 1 < ay < 10 i n € Z, aleshores es diu que el

nombre a esta representat en forma cientifica. L’'index n s'anomena ordre del nombre a.

Definicid de I'arrel aritmeética

Definici6 1.2.2:

Sia>0ine€{23,...}, aleshores existeix un, i només un, nombre no negatiu x tal que
es compleix la igualtat ™ = a. Aquest nombre x s'anomena arrel aritmetica d’ordre n del
nombre a i es denota per {/a. Sin = 2, aleshores s'escriu \/a (ometent I'index n) i es parla de

I'arrel quadrada. Sovint en comptes de dir “arrel” es diu “radical”.

D'aquesta manera, la notacié /a = x, on a > 0, significa primer que = > 0 i, segon, que =" = q, és

a dir:

(Va)" = a. (1.2.3)
Per exemple, V49 = 7, /125 =5, ¥/0 = 0.

Propietats de les arrels aritmeétiques

Sia>01ib>0, aleshores es compleixen les propietats segiients:

1. Va-b= a- Vb
2 ﬁ:g,b¢0.
3. (y/a)k = VdF.
4. Y/ Va= /.
5. "Wabm = Vak.

La propietat 1 s'estén al producte de qualsevol nombre de factors. Per exemple, v/8-27-125 =
V8- V27-V125=2-3-5 = 30.

Curs d'Anivellament de Matematiques 7
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Exemple 1.2.2 Simplifiqueu les expressions segiients:

) i/H 19 _ /243 prop2 V243 _ 3
32 32 V32 2

b) (Va)? "2 /T = Vab,
Q) YVa E Wa= v
d) Vat = *Va??2 Props /o2 (la potencia del nombre a i I'ordre de I'arrel es divideixen per 2).

Arrel d’ordre senar d’'un nombre negatiu

Siguia < 0in € {2,3,...}. Sin és parell, aleshores la igualtat ™ = a no es compleix per a cap
nombre z € R. Aixo significa que sobre el conjunt dels nombres reals no es pot definir I'arrel d'ordre
parell d'un nombre negatiu. Si n és un nombre senar, aleshores existeix un, i només un, nombre real x

tal que 2" = a.

Definicio 1.2.3:

Aquest nombre x es denota per {/a i s'anomena arrel d’ordre senar n del nombre negatiu a.

Per exemple, /—8 = —2, ja que (—2)® = —8; v/—243 = —3, ja que (—3)° = —243.

Si n és senar, aleshores les propietats 1-5 exposades a la pagina 7 i referides a a,b > 0 s'estenen als

valors negatius d'a i b.

Arrel d’ordre fraccionari

Definicio 1.2.4:

Siguin a > 0, m,n € N, n > 2. Aleshores es defineix
ar = vam.
Sii a més, a > 0, aleshores es defineix
m 1
a n —_ D
an

Curs d'Anivellament de Matematiques 8
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Les poteéncies no enteres d'un nombre negatiu no tenen sentit.

Exemple 1.2.3 Calculeu els valors numeérics de les expressions segiients:
a)83;  b)8l1; )4 e.

a) 83 = V8 =2;

b) 811 = V/815 = {/(37) = /351 = 33 = 2,

1
42

Propietats de les potencies racionals

Per a qualsevol nombre a € R, hem definit la poténcia a” amb n natural; si a # 0, estan definides les
potencies nul-la i negatives; per a tot a > 0 s’han definit poténcies positives fraccionaries; finalment,

si a > 0 s'han introduit poténcies negatives fraccionaries.

Exemple 1.2.4 Calculeu el valor numeric de I'expressié segiient:

1

(6.25)%5 . (E>0'25 —(—4)71(0.343)°.

Tenim:

4
1\ /1N 1 V11
16 S\16) Vie Y16 2’

1 1

4l

(47 ==

(0.343)° = 1.

Ajuntant els resultats obtinguts, resulta:

(6.25)05 . (%)O'% —(—4)71 . (0.343)° = g : % - (—i) 1= Z - (-i) - g - g — 1.5.

Curs d'Anivellament de Matematiques 9
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Poteéencies irracionals

Sigui & un nombre irracional. Quin sentit es pot donar a la notacié a®, on a és un nombre no negatiu?
Considerem tres casos: a =1, a>1i10<a < 1.

1) Si a =1, aleshores per definicié 1* = 1.

2) Sigui a > 1. Agafem un nombre racional qualsevol r; tal que r; < « i un nombre racional
qualsevol ro tal que ro > a. Aleshores r1 < ro i ' < a™. En aquest cas a® s'interpreta com
a nombre tal que @™ < a® < a"? per a qualsevol parell de nombres racionals r; i 5 tals que
r1 < a < ry. Es pot demostrar que el nombre a“ existeix i es defineix de forma Ulnica per a

qualsevol a > 1 i qualsevol nombre irracional a.

3) Sigui 0 < a < 1. Agafem un nombre racional qualsevol r; tal que r; < a i un nombre racional
qualsevol r, tal que ro > «. Aleshores 1 < ry i a™ > a™. En aquest cas a® s'interpreta com
a nombre tal que a™ > a“ > a" per a qualsevol parell de nombres racionals r; i 7 tals que
ry < a < ry. Es pot demostrar que el nombre a® existeix i es defineix de forma unica per a

qualsevol 0 < a < 1 i qualsevol nombre irracional a.

Potencies reals

Anteriorment s'ha definit a” per a tot nombre real @ > 0 i per a tot nombre x, ja sigui racional o
irracional. Com que els nombres racionals i irracionals formen el conjunt dels nombres reals R, aixo
defineix la poténcia a” per a qualsevol x € R. Resumim a continuacié les principals propietats de les
poténcies.

Siguin @ > 0, b > 0 dos nombres reals i siguin x i y dos nombres reals qualssevol. Aleshores:

Curs d'Anivellament de Matematiques 10



Universitat de Vic Escola Politécnica Superior

1.3 Logaritmes

1.3.1 Logaritme: definicio i propietats

Definicié 1.3.1:

S’anomena logaritme d'un nombre positiu x en base a (a > 0, a # 1) la poténcia a la qual

s'ha d’elevar el nombre a per obtenir el nombre x :
a'%8? = g, (1.3.1)

Es a dir, la igualtat log, x = y significa que a¥ = x. El nombre a s'anomena base del logaritme.

Per exemple, log; 81 = 4, ja que 3* = 81; log;, 0.001 = —3, ja que 1072 = 0.001; log% V2 = —% E

que (1) 72 =25 = 2.

Es important que |'expressié log, = esta definida només si x > 0ia > 0, a # 1. Per tant, les segiients

notacions no tenen sentit (per qué?): log_, 3, log,(—4), log, 5, log;4(—2)3.
La definicié 1.3.1 implica les dues propietats importants:
log,1 =0, log,a = 1.

La primera d’aquestes igualtats resulta del fet que a® = 1, mentre que la segona igualtat s'obté de la

férmula a! = a.

Cal remarcar que en general log, a" =r.
Propietats dels logaritmes

Sigui a > 0, a # 1. Aleshores es compleixen les propietats exposades a continuacid.

1. log,1=0.
2. log,a =1.

3. log,(a") = x.

Curs d'Anivellament de Matematiques 11
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4. Si x> 01y >0, aleshores log,(z - y) = log, = + log, v.

Per exemple, logs 15 = logs(3 - 5) = logs 3 + logs 5 = 1 + log, 5.

5. Six>0iy >0, aleshores log, (f) = log, v — log, y.
Y

bt
Per exemple, log, 1.25 = log, | — | = log, 5 — log, 4 = log, 5 — log,(2%) = log, 5 — 2.
2 2\ 7 2 2 2 2

6. Si x > 0, aleshores log,(z¥) =y - log, =.

Per exemple, log; 81 = log;(3*) = 4 - log; 3.

7. Si n és un nombre parell i z és un nombre real qualsevol diferent de 0, aleshores log,(z") =

n - log, |z|.

Per exemple, log,(z*) = 4 - log, |z|; logs(2?) = 2 - log, |x|.

Canvi de base del logaritme

Es compleixen les dues propietats segiients que permeten canviar de base en el logaritme.

1.Six>0,a>0,a#1,b>0,0b7#1, aleshores

1
log, o = —2% (1.3.2)
log, a
Per exemple:
log; 3 log, b 1
log, 3 = ; log, b= = .
OBz log; 2 ©8a log,a  log,a

2. Six>0iy >0, aleshores log, v = log,, (z¥).

Per exemple, log, 5 = logys (5%); logy 5 = logy»(5Y2) = log 5 V5.

Exemple 1.3.1 Calculeu log; 6, si logy 3 = a i logy 10 = b.

En el logaritme logs 6, canviem de base 5 a base 2. Utilitzem la férmula (1.3.2):

logo6  logy(2-3)  logg2+logy3  1+a

logy5 logy () logy 10 —logy2  b—1°

Curs d'Anivellament de Matematiques 12
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Exemple 1.3.2 Calculeu log 37 v/32.

D'acord amb la propietat 2 dels canvis de base, la base i I'argument del logaritme poden elevar-se a la mateixa

poténcia; el valor del logaritme no variara. Apliquem aquesta propietat:

5
log% V32 = log(%)B(\‘s/@ﬁ = log, V32 = log, (2%) =5

Calcul de logaritmes i antilogaritmes

Si una expressié A esta formada de nombres no negatius utilitzant les operacions de producte, quocient
i poténcia, aleshores es poden fer servir les propietats dels logaritmes per expressar log, A mitjangant

els logaritmes dels nombres que formen part de |'expressié A.

125a3b2

NG

Exemple 1.3.3 Calculeu el logaritme en base 5 de |'expressié ,ona, bicsén nombres positius.

Tenim:

125a°b?
logs <5%> = log;(125a°b%) — logs /¢ =
c

1
= logs 125 + logs (a®) + logs (b?) — logs(c'/?) = 3 4 3logs a + 2logs b — 3 logs c.

Sovint s'ha de resoldre el problema invers: calcular una expressié sabent quant val el seu logaritme.

Aquest tipus de calcul pot interpretar-se com a calcul d'antilogaritme.

Definicié 1.3.2:

Sigui x un nombre real qualsevol i sigui a > 0 i a # 1. S'anomena antilogaritme de x en
base a el nombre y del qual x és logaritme en base a, és a dir, y és antilogaritme de x en
base a, si:

x =log, y. (1.3.3)

Proposicié 1.3.1:

Si dos nombres son iguals, aleshores els seus antilogaritmes en qualsevol base també son iguals.

Curs d'Anivellament de Matematiques 13
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1
Exemple 1.3.4 Calculeu x si se sap que logs z = 2logs 5 + 3 logs 8 — 3logs 10.

Tenim:

25 - 2v/2 V2

logs & = logs 25 + logs(8Y/2) — logs(10%) = log; 000 — logs 50

2
Aplicant la proposicié 1.3.1, la igualtat logsz x = logs 50 implica que sén iguals els antilogaritmes, és a dir,

V2

1.3.2 Logaritmes decimals i neperians

Definici6 1.3.3:

Si la base del logaritme és 10, aquest logaritme s’anomena logaritme decimal. En comptes

d’escriure log,, x s'escriu log x.

Definicié 1.3.4:

Si la base del logaritme és el nombre e ~ 2.718281828459045 ..., aleshores aquest logaritme
s'anomena logaritme natural o logaritme neperia. En comptes d'escriure log, x s'escriu

Inz.

El nombre e es defineix de forma estricta com a valor del limit

n—oo

1 n
e = lim (1 + —> , (1.3.4)
n

on se suposa que n € N. Aquest nombre s'anomena també nombre neperia commemorant a John
Neper (1550-1617), matematic escoces. La notacié e fa referéncia a la primera lletra del cognom de
Leonhard Euler (1707-1783), matematic suis.

Els logaritmes decimals satisfan les propietats seglents:

10087 = q,
log1 =0, log0.1 = —1,
log 10 = 1, log 0.01 = —2,
log 100 = 2, log 0.001 = -3,
log(10™) = n, log(107™") = —n, n € N.

Curs d'Anivellament de Matematiques 14
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Suposem que un nombre positiu a ve representat en forma cientifica (vegeu la pagina 7): a = a4 - 10",
onl <a; <10in € Z. Apliquem logaritme en base 10 a ambdues parts d'aquesta igualtat i apliquem

propietats dels logaritmes:
loga = log(a; - 10") = log a; + log(10™) = log a; + n.

Aixi doncs, s'obté:
loga = loga; + n. (1.3.5)

Com que 1 < a; < 10, tenim log1 < loga; < log 10, és a dir, 0 < loga; < 1. Aleshores la férmula
(1.3.5) implica que n és el maxim nombre enter que no és superior a loga o, que és el mateix, n és
la part entera del nombre log a, és a dir, n = [log a]. El terme log a; llavors és la part fraccionaria del

nombre log a, és a dir, loga; = {loga}.

Definicié 1.3.5:

La part entera del nombre loga, és a dir, I'ordre del nombre loga, s'anomena caracteristica

del logaritme loga. La part fraccionaria de log a s'anomena mantissa d’aquest logaritme.

Es compleix la proposicié seguent.

Proposicié 1.3.2:

Si un nombre a > 0 es multiplica per 10*, on k € 7, aleshores la mantissa del logaritme decimal

no variara. Es a dir, els nombres loga i log(a - 10¥) tenen les mateixes mantisses.

Curs d'Anivellament de Matematiques 15
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Efectueu les seglients operacions i simplifiqueu els resultats.

a) 1—[3—2-[4—(1—3)]]

Curs d'Anivellament de Matematiques
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4

9

2
g)ﬁ

j) 211 = 2048

Escola Politécnica Superior

c) —1
4
f _
) 97
) 11
" 911 T 2048

positives.

§) V/3V3V3

Simplifiqueu tant com es pugui les seglients expressions. Es suposa que les variables sén

) (5)")

) V24032 - V1602
Vv 72a2b3

S gt
2
OENZEEE )
Solucié
2) o b) ™ Q) a =
d) (a-b)7 2= @ ~1b)12 e) a f) a®/? = a8V a2

§) 378 = V3T

Curs d'Anivellament de Matematiques
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1
m)a n) x.\/yz
3/
Yy
p) 0 A —5=
TV z

Escola Politécnica Superior

3. Treieu factor comu de les segiients expressions:
a) 3v2 + 6v8 + 15v6 b) 3v/6 — V24 + V42
c) 3a® — 3a d) 122 + 32? — 1523 + 9!
2 2
g LT _ T £) 2ab — 4a2? + 2a%
3 3
g) 622y + 3zy* + 122%y — 9zy h) 4t22%y* — 2t3xy? + 6t°23y3
Solucié
a) 15v/2(1 ++/3) b) V6(1 4+ /7)
c) 3ala—1) d) 3z(4 +z — 5z? + 323)
e) ©/3 f) 2ab(1 — 2ab + a?)
g) 3xy(2z + y + 4z — 3) h) 2t2zy?(2zy* — t + 3t322y)
4. Calculeu els seglients logaritmes:
a) log, 81 b) log 0.000001 c) log, V2
d) log, 1 e) logs 4
Solucié
a) 4, b) —6, c) 1/2, d) 0, e) —2.
3. Trobeu el valor de a en les segiients igualtats:
a) log, 16 =2 b) log,9 =1
c) logia=—4 d) logy;a = —3
e) log, 125 = =3 f)lna= -1
Solucié
a) 4, b) 81, c) 16, d) 1/3, e) 1/5, f) 1/e.

Curs d'Anivellament de Matematiques
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6. Doneu el valor numeric de les seglients expressions sense utilitzar la calculadora
a) logys V2 — logs(27v/3) + log; v/5v/5
b) 1 V33 +1 V8 lo VT
0gs ——— +logy ——— —
8 o7 Mlsva T VIS
C) 31+log34_’_272+10g23
d) log,(logy(logs 81))
Solucié
43 67 51 1
= _Z0 o d) =
) 15 b) ~13 )7 )3
[#

Expresseu com un sol logaritme les segiients expressions

1
a) log,x +3log,y — 3 log, (a® +b) + log, ¢

1
b) 2—lnx+21ny—11nz

o) n () () )

Demostreu la seglent igualtat

1 Vab1lc2 _Ina
Nz T 2

Curs d'Anivellament de Matematiques 19
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Glossari de termes

conjunt dels nombres naturals, vegeu la Unitat 0
conjunt dels nombres enters, vegeu la Unitat 0

conjunt dels nombres racionals, vegeu la Unitat 0

O N Z

conjunt dels nombres reals, vegeu la Unitat 0

R* conjunt dels nombres reals positius

R~ conjunt dels nombres reals negatius

€ pertany (a € A indica que I'element a pertany al conjunt A)

N interseccié (AN B és el conjunt format per tots els elements que pertanyen a A i B simultaniament)

U interseccié (A U B és el conjunt format per tots els elements que pertanyen a A 0 a B)

Antilogaritme, 13
Arrel
aritmetica d'ordre n, 7
d’ordre fraccionari, 8
d'ordre senar d'un nombre negatiu, 8

quadrada, 7
Base del logaritme, 11

Canvi de base del logaritme, 12

Caracteristica del logaritme decimal, 15
Euler, Leohnard, 14

Logaritme, 11
base del, 11
canvi de base, 12
decimal, 14
caracteristica del, 15
mantissa del, 15
natural, 14
neperia, 14
Logaritmes
propietats, 11

Mantissa del logaritme decimal, 15

Neper, John, 14
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Nombre
e, 14
neperia e, 14
ordre d'un, 7
representacié cientifica d'un, 7

Nombres
enters, 4

irracionals, 4
naturals, 4
racionals, 4
reals, 4

Ordre d'un nombre, 7

Potencies
naturals, 5
negatives, 6
nul-les, 6

Representacié cientifica d'un nombre, 7

Xifra, 4
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