Matematiques 1
Curs 2009-2010/1
Grup M1 - Professora: Nuria Parés

Segon examen parcial. 12.00h. 16/11/2009

[10 punts] TEORIA 1: Demostreu, mitjancant el calcul de la derivada de la funcié inversa,

que si g(z) = arctan(x) llavors ¢'(x) = T
T

[10 punts] TEORIA 2: Demostreu, utilitzant la definicié de derivada d’una funcié en un
punt, que si f(z) = e llavors f'(z) = e”.



1. [20 punts] Feu els segiients calculs sense fer servir la regla de I’'Hopital. Poseu el resultat
en el rectangle corresponent.

(a) f(z)=In ( 1+ Sin2(x)) — f(z) = (b) L = :lcii%e’”—x# _
() Ly— ,llli% In(2 + h})L —In(2) _

(d) f(x) = €™, digueu si és cert o no que f’(x) + f(x) =0 (Responeu SI o NO)

En aquest apartat ¢ és la unitat imaginaria.

2. [20 punts] Considerem la funcié f(z) = arctan(x) — In(x) — %

(a) [5 punts] Calculeu la recta tangent a la funcié f(z) en el punt z = 1.
Ajut: recordeu que arctan(1) = 7/4 i que la derivada de la funcié arctan(x) és 1/(1+ z?)

resultat:

(b) [10 punts] Calculeu el polinomi de Taylor d’ordre 2 al voltant del punt x = 1.

resultat:

(¢) [5 punts] Calculeu el segiient limit

arctan(z) — In(z) — Z

lim =
z—1 1—z

3. [25 punts] Sigui f(x) la funcié definida per

r—e " <1
f(z) = 1 X
B — >
dr — 2% =5 e
(a) [5 punts] Calculeu el valor d’a que fa que la funcié sigui continua. a=

En els segiients apartats agafeu el valor d’a obtingut en ’apartat (a).

(b) [5 punts] Calculeu f’(x) per a tot valor de x € R sabent que f' (1) =1+ e~ ! i que
Fi) = —1/2.

(c) [10 punts] Trobeu els extrems de la funcié en Uinterval [0, 5].
(d) [5 punts] Demostreu que la funcié f(z) té un zero en l'interval [0, 1].
Ajut: e™! =~ 0.37

4. [15 punts] Un forn de pa esta especialitzat en dos tipus de pa diferent: el de cereals i el
d’oliva. Per cada barra de pa de cereals es guanya 1 euro i per cada baguette de pa d’oliva
es guanyen 2 euros (beneficis nets). Es vol determinar la quantitat optima de produccié per
obtenir el maxim benefici diari, sabent que existeixen unes limitacions de pressupost: la inversio
diaria no pot superar els 300 euros. El preu de produir una pecga de pa de cereals és de 0.25
euros, i el de produir una pega de pa d’oliva és de 0.75 euros.

Caculeu el nombre de barres de cerals i d’oliva que cal produir per maximitzar els beneficis.

resultat:
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[10 punts] TEORIA 1: Demostreu, mitjancant el calcul de la derivada de la funci6 inversa,

que si g(z) = arctan(z) llavors ¢'(z) = =
x

Sabem que les funcions arctan(x) i tan(x) sén inverses una de l'altra, per tant
tan(arctan(z)) = z,

i a més sabem que [tan(z)]’ = 1 + tan?(x).
Si derivem aquesta expressié utilitzant la regla de la cadena tenim que

(1 + tan*(arctan(z))) - [arctan(z)]’ = 1.
Ara, com que tan(arctan(x)) = x, 'expressié anterior es pot simplificar
(1+ 2?) - [arctan(z)] = 1.

per tant
1

1422

[arctan(z)] =

[10 punts] TEORIA 2: Demostreu, utilitzant la definicié de derivada d’'una funcié en un
punt, que si f(z) = e llavors f'(z) = e”.

Aplicant la definicié de derivada en un punt = = a tenim que:

. fla+h)—fla) . e —er el —eo el —1
/ — — _— — —_— =
fHa) = Jim h =m o, ¢ im =

Considerem el canvi t = e — 1, llavors
h—0=1t—0,ih=In(l+1).

Per tant, com que In(1 4 ¢) ~g t

f'(a) = e lim o1 e lim ! = e*
h=0 h  t=0ln(14t)
1

Es a dir, f'(z) = e com voliem veure. O



1. [20 punts] Feu els segiients calculs sense fer servir la regla de I’'Hopital. Poseu el resultat
en el rectangle corresponent.

mwm%mwum%o:wm—%%g%<mm—mi12LE

z—0 x?
In(2+ h) —In(2 1
(¢) Lg=lim a( f>L n(2) = 5

h—0

(d) f(x) = €™, digueu si és cert o no que f’(x) + f(xr) =0 (Responeu SI o NO) | SI

En aquest apartat ¢ és la unitat imaginaria.

1 1 : sin(z) cos(z)
fl(z) = . - 2sin(x) cos(r) = ———5 2.
(@) V1 +sin*(z) 24/1+sin(x) (z) cos(a) 1 + sin®(z)
. et —=1—x
(b) | Lo = i ———
T __ 1 _
Li=lm &= -0 _i\p
z—0 x 0

Per resoldre aquest limit utilitzarem el polinomi de Taylor de la funcié f(x) =e*—1—x
al voltant del punt x = 0.

flr)=e"—1—-2 = f(0)=e"—1-0=0

flla)=e"—=1 = f0)=€"—1=
f(z) =e” = f"(0)=1
Per tant sabem que:
"(0 1
) = 10+ £ )+ E 4 01 = a7+ O)
Substituint en el limit
e —1l—x . 322+ 0 1 1 1
b=y = =iyt o =5+0=5
1 —1
(©) | Ly = 1im 2EEH) = 1n()
h—0
In(2 —In(2
I, — lim n(2 4 h) —1In(2)
h—0 h

Observem que si considerem la funcié f(x) = In(x) i utilitzem la definici6 de derivada de
la funcié en el punt x = 2 obtenim:

i L&M= F@)

h—0 h h—0

In(2+h) —In(2)

f'(2) =



Per tant, ens estan preguntant el valor de la derivada de la funcié f(x) = In(z) en el punt
xr =2, és adir,

fla)=2 = FO=; = L=

DN | —

~~

Una altra alternativa per a fer el limit és fer Taylor de la funcié g(h) = In(2 + h) — In(2)

en el punt h = 0.

g(h) =In(2+h) —In(2) = g¢(0) =In(2) —In(2) =0

g(h) =73 = ¢'(0)=3

Per tant sabem que:
1
g(h) = 9(0) + ¢ (O)h + O(12) = Sh+ O(?)

Substituint en el limit

. W@2+nr)-In(2) . h+OMR) 1 11
Ly = lim, h = S img F O =5 +0=73
(d) | f(z) ="
Hem de veure si f”(x) + f(z) = 0 o no.
flz) =e”
Fla) = e
f"(x) =1i-ie"® = i%e™® = - perque i = —1
Per tant ' ‘
F(a) + f@) =~ + " =0,
0
2. [20 punts] Considerem la funci6 f(z) = arctan(z) — In(z) — %

(a) [5 punts] Calculeu la recta tangent a la funcié f(z) en el punt z = 1.
Ajut: recordeu que arctan(1) = /4 i que la derivada de la funcié arctan(z) és 1/(1+ 2?%)

(b) [10 punts] Calculeu el polinomi de Taylor d’ordre 2 de la funcié f(x) al voltant del punt
=1

(¢) [5 punts] Calculeu el segiient limit

arctan(z) — In(z) — §

lim
z—1 1—=x




(a) Considerem la funcié f(r) = arctan(z) —In(z) — . Ens demanen que calculem la recta
tangent a f(x) en el punt = 1, que és equivalent a calcular el polinomi de Taylor de la
funcio fins a ordre 1.

recta tangent = py(z) = f(1) + f'(1)(z — 1).

f(z) = arctan(z) —In(z) —§ = f(1) = arctan(1) — In(1) — % = % —-0- % =0
1 1 1 1
/ !
= i DN==—l=—=
Per tant la recta tangent és:
1 1 1
recta tangent = p;(z) = 0 — §(m —-1) = 37 3%

(b) Ens demanen que calculem el polinomi de Taylor d’ordre 2. Com que ja tenim la recta
tangent, només ens cal afegir el termre d’ordre 2:

pa(e) = O + P - )+ TP @12 = oy + T @12
Com que
f/(x)zl—::r?_é
g 0-(1+2*)—1-2¢ 1 2z 1 w21 1
f'(@) = 1+ 22 +§——m+; = [)=-3+7=35

Per tant el polinomi de Taylor d’ordre 2 és:
1 11 1 1

pa() :O—§($—1)+§'§($—1)2= _§<x_1)+71(x_1)2'

(c) Per calcular el limit que ens demanen utilitzarem el polinomi de Taylor de la funcié d’ordre
1 per escriure

F(@) = pr(@) + O (2 1) = (e~ 1) + O ((z ~ 1)?)

Per tant:
_arctan(z) —In(z) -2 —fz-1)+0((z-1)?) . —iz-1)+0((z-1)?
im = lim = lim —
z—1 1—=2x z—1 1—2x z—1 rx—1
1
—24+0((z—-1)) 1 1 1
— i 2 — i — — _ —— —
= Iy 1 My Qe =g +0=5

3. [25 punts] Sigui f(x) la funcié definida per



(a) [5 punts] Calculeu el valor d’a que fa que la funcié sigui continua.

En els segiients apartats agafeu el valor d’a obtingut en ’apartat (a).

(b) [5 punts] Calculeu f’(x) per a tot valor de x € R sabent que f' (1) = 1+ e~ ! i que
Fi) = —1/2.

(c) [10 punts] Trobeu els extrems de la funcié en Uinterval [0, 5].

(d) [5 punts] Demostreu que la funcié f(z) té un zero en linterval [0, 1].

Ajut: e™! =~ 0.37

(a) Hem de calcular el valor d’a que fa que la funcié sigui continua.

Six < 1, la funcié és z — e~ en un entorn del punt i per tant és continua per ser la
suma d’un polinomi i d’una exponencial
1

Six > 1, la funcio és P - +a en un entorn del punt i per tant és continua ja
xr—x?—

que en el quocient, el denominador no s’anul-la en cap punt. Les arrels de 42 — 2% —5

son
—4+16-20 —4++/—1 R
-2 - -2 '

La funci6 sera continua en z = 1 si
f(1) = lim f(z) = lim f(2)

Tr =

r—1— r—1t
) =1- ¢
lim f(z)=limz—e*=1—¢""
rx—1- r—1—
: : 1 1 1
Jim f(e) = lm ——s——fa=— fa=—5+a

Per tant la funcié sera continua si:

Ligzi-et = et gl
——+a=1—e a=1—e —=—-—ce€
2 2 2

3
(b) Hem de calcular f'(x) quan a = 5 e L.

Six < 1, la funcié és x — e™® en un entorn del punt i per tant és derivable, sent la
seva derivada 1 4+ e™*
1
Si z > 1, la funcié és o2 % + a en un entorn del punt i per tant la seva
r—x?—

derivada és

4 —2x 2r — 4 2z —-2)

(dx — 2?2 —5)2 (4o — 2% —5)?2 (4o — 2% —5)?



Ens diven que f/ (1) =14+ 11 f/ (1) = —1/2, per tant la funcié no és derivable en
r =1

La funcié derivada és doncs:

1+e™® <1
B 2(x — 2)
flz) = (47— 2% —5)? z>1

? r=1

(c) Hem de trobar els extrems de la funci6 en l'interval [0, 5].

Anem a calcular els candidats a extrem. Per 'apartat (a) sabem que la funci6 és continua
i per 'apartat (b) sabem que és derivable en tots els punts menys en el punt z = 1.

Anem a calcular els punts critics.
Siz <1, f'(x) =1+ e * > 0. Per tant no tenim punts critics en [0, 1].
2(x —2)

Sixz>1, fl(z) = Gz — 22 —5)7"

que s’anul.la en el punt z = 2

En resum:
(0) punts on f no és continua

(1) punts on f no és derivable |z =1

(3) extrems de l'interval
(2) punts critics

Anem a veure quins sén ara els extrems:

f(z)
-1~ -1
1—e1~0.63

1/2 — el ~0.13
7/5— el ~ 1.033

TN = O

Com que tenim una funcié continua en un interval tancat, sabem que existeixen el maxim
i minim absoluts que sén (mirant a la taula), z = 5 i z = 0 respectivament.

En z =11en x = 2 s’assoleixen un maxim i un minim relatiu respectivament. Per veure
aixo, fem un estudi de creixement i decreixement de la funcié al voltant dels dos punts:

punt signe de f’(x) creixement

r<l1 fllx)=1+e*>0 creixent
2(x —2 —

x > 1 (proper) | f'(x) = (ie <_xx2 _)5)2 = < 0 decreixent
2(x —2 —

x < 2 (proper) | f'(z) = (I (_:Exz _)5)2 =7 <0 decreixent
2(x —2

x > 2 (proper) | f'(z) = (I Exxg _)5)2 = } >0 creixent




Per tant els extrems sén:

x =0 minim absolut
T = maxim relatiu
r = 2 minim relatiu

r =5 maxim absolut

(d) Hem de demostrar que f(z) té un zero en l'interval [0, 1].
La funci6 f(z) és continua en [0,1] i a més f(0) = —11i f(1) =1 —e ! ~ 0.63, és a dir
f(0)- (1) <0.
Per tant, el teorema de Bolzano ens garanteix que la funcié f(z) té un zero en Uinterval
0, 1], que és el que voliem demostrar.

O

4. [10 punts] [15 punts] Un forn de pa esta especialitzat en dos tipus de pa diferent: el de
cereals i el d’oliva. Per cada barra de pa de cereals es guanya 1 euro i per cada baguette de pa
d’oliva es guanyen 2 euros (beneficis nets). Es vol determinar la quantitat optima de producci6
per obtenir el maxim benefici diari, sabent que existeixen unes limitacions de pressupost: la
inversi6 diaria no pot superar els 300 euros. El preu de produir una peca de pa de cereals és
de 0.25 euros, i el de produir una peca de pa d’oliva és de 0.75 euros.

Caculeu el nombre de barres de cerals i d’oliva que cal produir per maximitzar els beneficis.

Denotem per n. i n, el nombre de barres de pa de cereals i d’olives que es produeixen en un
dia respectivament.

El benefici que es treu al produir n. barres de cereals i n, barres d’olives és B = n. + 2n,,.

A més sabem que el cost de produccié és 0.25n. 4+ 0.75n, i que aquest cost no pot superar els
300 euros.

Per tant el problema que volem resoldre és:

max ne + 2n,
ne. >0

n, > 0
restringit a: 0.25n, + 0.75n, = 300

Utilitzant que 0.25n, + 0.75n, = 300 =— n. = 1200 — 3n, tenim que el problema original
és equivalent a:

max 1200 — 3n, + 2n,
0<n,<400

Per tant hem de trobar el maxim de la funcié 1200 — n, en l'interval [0,400].

Com que la funcié és una recta, el maxim s’assolira en un dels dos extrems (no té punts de
discontinuitat, ni de no derivabilitat, ni punts critics i a més sabem que existeix per ser una
funcié continua en un tancat).

T ‘ benefici = 1200 — n,
0 1200 euros
400 | 800 euros

Per tant la produccié optima és: n, = 0 i n, = 1200 amb un benefici de 1200 euros diaris.

O



