Matematiques 1
Curs 2009-2010/1
Grup M1 - Professora: Nturia Parés

Primer examen parcial. 12.00h. 19/10/2009

[10 punts] TEORIA 1: Demostreu que per a tot n € N,

L S 1 _n
1-2 23 777 n-n+1) n+l

[10 punts] TEORIA 2: Enuncieu la definicié formal de lim f(z) = +o0.

T——+00

Utilitzant aquesta definicié, demostreu que lim 2% = 4o0.
T—+00



[10 punts] TEST: Responeu a les segiients preguntes UNI-RESPOSTA. Un encert suma 2
punts. Els errors NO RESTEN.

(i) Considereu la funcié f(z) = y/In (£=3). Quina de les segiients afirmacions és certa?
7 Dom(f) = (2, +00)
0 Dom(f) = (~o0,2)

O Dom(f) =R — {2}

[] cap de les anteriors
(ii) Considereu la funcié f(r) = |22 — 2|. Quina de les segiients afirmacions és certa?

(] f és invertible
O f restringida a 'interval [—2,2] és invertible
[ f restringida a 'interval [0, +00) és invertible

(1 cap de les anteriors

(iii) Considereu la funcié

_J 22+1 <0
f(x)_{xw z >0

Quina de les segiients afirmacions és certa?

(1 f és continua en R

(1 f és continua per la dreta en R

[1 f és continua per I'esquerra en R

[] cap de les anteriors

__r+2
sin(x?) 4 2

O Im(f) = [—4, +00)

(] f és invertible

O Dom(f) =R — {z tals que v = kn/2,k € Z}

(] cap de les anteriors

(iv) Sigui f(z) 3.

(v) Considereu la funcié f(z) = |23 — 8|. Aleshores

O f1(19) = {—+v/11,0,3}
O f710) ={-2,2}
O f71(92) té tres elements

[1 Cap de les anteriors.



1. [40 punts] Feu els segiients calculs. Poseu el resultat en el rectangle corresponent.

1 xT
a) Li= lim (39” > -
T—+00 €T

1
Ls=1li ' ==
c) Ls lim sin(x) o

. Inz
) Lo= I e

g) L;= lim -

r——00 I

AJUDES: In(x +1) ~g x

b

sinx ~g x

z—1
) L el /x+3- (22 —1)
1
. 2 \x—1

d) L,=1 =

) += (:L‘—I—l)

f) Lo— lim s1nx+x+\/5:
——+00 er
2€7r/2i

h C pr— pr—

) G=1

(en forma binomica)




2. [15 punts] Considerem la funcié f(t) = e+ on t € R. Per a cada valor de t € R, f(t)

és un nombre complex, per exemple, f(1) = e!T™ = el . ™.

(a) [5 punts] Calculeu f(0), f(1/4), f(1/2), f(1)1 f(3/2) en forma binomica sense decimals.

Dibuixeu aquests nombres al pla complex (aproximadament).
Ajut: cos(m/4) = sin(n/4) = V/2/2, e'/* = 1.28, eV/? ~ 1.64, e' ~ 2.72 i ¢3/? ~ 4.48.

(b) [5 punts] Calculeu les arrels quartes del nombre complex f(0) i doneu el resultat en

forma binomica.
(c) [5 punts] Calculeu el modul de f(t) i 'argument de f(t), és a dir, | f(¢)| i arg(f(t))

—xt
Y

3. [15 punts] Considereu l'expressié de cosz en funcié de e i e

(1)

COST = (e“ + e‘“) .

N —

(a) [5 punts] Utilitzant la igualtat (1), calculeu cos(bi) on b € R i vegeu que és un nombre

3zt

real.
32 = (cosx)? en funcid de €™, e™ e

(b) [5 punts] Utilitzant la igualtat (1), calculeu cos
i e—Sxi_
(c) [5 punts] Utilitzant 'apartat (b) demostreu que

. 1 3
cos® v = — cos(3x) + 7 608



Matematiques 1
Curs 2009-2010/1
Grup M1 - Professora: Nuria Parés

Primer examen parcial. 12.00h. 19/10/2009
[10 punts] TEORIA 1: Demostreu que per a tot n € N,

1
2

1 + 4 1 _on
37 ne(n+1l) n+l

+

—_
[\

1
‘Casbasenzl‘ T5=

‘Hipbtesi d’induccié n=k=n=%k+1

Suposem que la igualtat és certa per a n =k, és a dir, suposem que:

‘ -

1 1 k
— ..+

ot T T ) T R

1-

\)

i vegem que llavors també és certa per an =k + 1.
Es a dir, volem veure que

L+L+ N 1 N 1 _k+1
1.2 23 77 ke(k+1D) (B+1D-(E+2) k42
Utilitzant la hipotesi d’induccio,
L+i+ + ! + ! __k - ! - k:+L
1.2 2.3 7 k-(k+1) (k+1)-(k+2) k+1 (k+1)-(k+2) k+1 k+2
T
1 kk+2)+1 1 K42k+1 1 (k+1)? k+1
k41 k+2  k+1 k+2  k+1 k+2  k+2
com voliem veure. OJ

[10 punts] TEORIA 2: Enuncieu la definicié formal de lim f(z) = +o0.

r—r-+00

Utilitzant aquesta definicié, demostreu que lim z? = +o0.
T—r+00

lim f(z)=+0c <= Vk>0,3\>0tal quesi x> X llavors, f(x) > k.

2

Anem a demostrar ara que lim z* = +4o0.

T—>+00
Per a k > 0 prenem A = v/k. Hem de veure que z > A = f(z) > k.
r>\ = a>Vk = f(x)=22>(k)? = f(z) >k com volfem veure. [J.



[10 punts] TEST: Responeu a les segiients preguntes UNI-RESPOSTA. Un encert suma 2
punts. Els errors NO RESTEN.

(i) Considereu la funcié f(z) = ,/In (2=3). Quina de les segiients afirmacions és certa?
0 Dom(f) = (2, +0)
B Dom(/) = (—o0,2)

O Dom(f) =R — {2}

[] cap de les anteriors
(ii) Considereu la funci6 f(x) = |2#? — 2|. Quina de les segiients afirmacions és certa?

(1 f és invertible
[0 f restringida a l'interval [—2, 2] és invertible
[0 f restringida a l'interval [0, +00) és invertible

B cap de les anteriors

(iii) Considereu la funcié

J2x+1 <0
f(x)_{x—i-Z x>0

Quina de les segiients afirmacions és certa?

(] f és continua en R
(1 f és continua per la dreta en R
B f és continua per I'esquerra en R
[] cap de les anteriors
22+ 2
V) Sioui _ B
0 Im(f) = [-4,+00)
(1 f és invertible
O Dom(f) =R — {x tals que x = kn /2, k € Z}

B cap de les anteriors

(v) Considereu la funcié f(z) = |2® — 8|. Aleshores

O f71(19) = {-V11,0,3}
O f710) = {-2,2}
O £71(92) té tres elements

B Cap de les anteriors.




(1)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

Hem de calcular el domini de la funcié f(z) = |/In (£=2).

Dom(f) =<z e€R,In T3 >0p = xER,x—_gzeozl
T —2 T —2

={reRtalsquesiz —2>0,r—3>zr—-20sic—-2<0,z—-3<x—2}
={reRtalsquesiz —2>0,-3>—-20six—-2<0,-3< -2}
={r e Rtals que 2 —2 < 0} = {z € R tals que z < 2} = (—o0, 2).

Considereu la funcié f(z) = |2* — 2|. Quina de les segiients afirmacions és certa?

f(x) no és invertible perque per a tot y > 0, f~(y) té dues, tres o quatre antiimatges.
f(z) tampoc és invertible en l'interval [—2,2] ja que f(—1) = f(1) =[1—-2| = 1.

f(z) tampoc és invertible en l'interval [0, +00) ja que f(0) = f(2) = 2.

Per tant 'opcié correcta és cap de les anteriors.

Considerem la funcid

J2x+1 <0
f(x)_{erQ x>0

f(x) és continua en R — {0} per ser polinomica. Vegem que passa en z = 0.

F0)=2-0+1=1
lim f(z) = lim z+2 =2

z—0t z—0t
lim f(z)= lim 2z +1=1
z—0" z—0"

Com que els dos limits laterals no sén iguals, la funcié no és continua en z = 0. Ara bé,
com que lim f(x) = f(0) la funci si que és continua per I'esquerra en x = 0.
z—0~

Per tant f és continua per 'esquerra en R.
22+ 2
sin(z?) + 2

Com que sin(2?) +2 > 0, Dom(f) = R i per tant la tercera opcié no és correcta.

Considerem f(z) = 3.

Observem també que com que Sinx(iifﬁ >0—= Smﬁ% —3 > —3. Per tant, si f(zx) > —3
sempre, Im(f) # [—4, +00).
A més f(—1) = f(1) i per tant, f no és invertible.

Per tant, 'opcio correcta és cap de les anteriors.

Considerem la funcié f(x) = |z® — 8§|.
f74(19) ={z € R tals que f(x) = 19} = {x € R tals que |2* — 8| = 19}

:{xGRtalsquex3—8:19obéx3_8:_19}
= {x € R tals que 2* = 27 0 bé 2* = —11}

:{xERtalsquex:\3/2_7:30bé;1;:\3/_11:_\3/ﬁ}:{3’_\3/ﬁ}



Per tant, f~1(19) = {—v/11,3} i no f~1(19) = {—+/11,0,3}.

f710) = {r € R tals que f(z) =0} = {z € R tals que |2° — 8| =0}
= {x € R tals que 2* = 8} = {2}
Per tant, f~1(0) = {2} i no f~1(0) = {-2,2}.
f7192) = {z € R tals que f(z) = 92} = {x € R tals que |2* — 8| = 92}
= {z € R tals que 2° —8 =92 0 bé 2° — 8 = —92}
= {x € R tals que * = 100 o bé z* = —84}

= {x € R tals que x = v/100 0 bé x = v/—84}
Per tant f~1(92) té dos elements i no tres i la resposta correcta és cap de les anteriors.
O

. [40 punts] Feu els segiients calculs. Poseu el resultat en el rectangle corresponent.

. 3xr+1\" . r—1 1
% Ll_ﬁ?oo( x >_ Too | ) L=l 3-(z2—1) | 4
1
o I Y 20 No—1 _| 1p
c) Lg—mlggl_sm(x)-?— — 00 d) L4—igrr{<x+1) =| e

, Inx 1 . sinz+x+x

) b= sere | —a | D e dn =

P 267r/2i

L;= lim —=| 0 h) C)= =| 0.64+0.2
9) L=l < ) O=1y o

(en forma binomica)

AJUDES: In(x+1) ~gx , sinz~gzx

34+ 1\°
L, = lim <x+ ) — 3+ — 4o,

r— 400 €T

Ly =

A~ =

1
Ly = lim ! O _9_ b

=1y +3-(22—1) 2-0 0
Per resoldre la indeterminaci6 factoritzarem el polinomi que apareixen al denominador, i
simplificarem el terme x — 1:

r—1 . r—1 . 1 1
= lim =

Ly = lim = lim =
=R 3-(22—-1) =1V +3-(z+1)(z—-1) =221y +3-(z+1) 2-2




L3:—OO

1 1
L3 = lim si —=0-—=0- = IND
3= lm sin(x) 3 o (4-00)
Per resoldre la indeterminacié utilitzarem que sinx ~q x, és a dir, que liIT(l) % =1.
T—
1 i 1 1 1
Ly = lim sin(z) - — = lim sin(e) 1, 11
z—0~ T =0~ X r z—0-x 0
——
—1
L4 _ 61/2
1 1

2% \7—1 /2\0
Ly=lim (=2 )7 =1 - (2)0 _ 1~ _ D
z—1 l‘+1 2

Per resoldre la indeterminacié reescriurem el limit perque ens aparegui el nimero e:

1 1 1
2 _ 1 —1 _ —1 _
Ly —lim (-2 )2 =1 gy (22T e =1 (142 z—1
z—=1 \x+1 z—1 x4+ 1 z—1 x+1
r—1 1
r+1 z-—1 1 r+1 x—i—l.x—l
1 r—1 z+1 x—1 ] r—1
:igrr% 1+:c—|—1 :igrr% 1+x—+1
r—1 z—1
1
r+17.41
1 z—1 lim L
=1 - —paalax+1 — p1/2
LH} 1+x+1 et ©
r—1

on hem utilitzat que

z+1
r—1
l«lﬂ 1+x+1 =&
rz—1
jaquesix—)l,i—ﬂ%oo.
1
L5:—1
| In1 0
Ls = lim ——~ B 7 _mD

1222 —82+6 2—-8+46 0

Per resoldre la indeterminacié farem el canvi de varible x = 1 4t per a poder utilitzar



I'infinitessim In(t + 1) ~g ¢.

, Inx , Inz , Inx . In(1+1¢)
Ly lim—— =1lim = lim =lim—=
221222 —8x +6 a-12(2?2 -4 +3) 2-12(x—1)(z—3) =0 2t(t —2)
. In(1+1¢) 1 ) 1 1 1
= lim . = lim = = ——.
t—0 t Q(t — 2) t—0 Q(t — 2) 2. (—2) 4
—1
LG - O
L= lim sinx + x + /x _ to _IND
T—+00 et —+00
Aquesta indeterminacié es resol utilitzant ordres d’infinitud:
sing << Vr <<z <<e®
Per tant: ‘
lim S lim @ = lim L
z—+oo e¥ x—+o0 e’ x—+o0 ¥
Llavors:
L, lim sinx +x ++/x ~ bim sinx/e* + x /e + \/x/e”
T—+00 er T—+00 ex/ex
—0 —0 —0
—_—— N
. sinz/e® +x/e” +/x)e" 0
= lim =—-=0.
T—>+00 1 1
L7 = O
’” 1 1
L, = lim € _ lm e*-—=¢e>*-——=0-0=0.
r——00 I T——00 €T —00
Cy =0.2i + 0.6
_ 2e™% 2cos(m/2) 4 2sin(m/2)i 21 20 1-3i  2i(1—3i)

! 1+ 3i T 1430 1430 1-3i

_2i—6(—1) 2i+6 2i+6
1-9(=1) 1+9 10

143
2i — 642)

_ —0.2i 4+ 06
1— 30+ 3i — 92 s

(14 30)(1 — 3i)



2. [15 punts] Considerem la funcié f(t) = e*™* on ¢t € R. Per a cada valor de t € R, f(¢)
és un nombre complex, per exemple, f(1) = eltmi 1, pmi

=e -e™.
(a) [5 punts] Calculeu f(1), f(1/4), f(1/2), f(1)1 f(3/2) en forma bindomica sense decimals.
Dibuixeu aquests nombres al pla complex (aproximadament).
Ajut: cos(m/4) = sin(r/4) = v/2/2, e/t = 1.28, e'/? =~ 1.64, e = 2.72 i */? ~ 4.48.

(b) [5 punts] Calculeu les arrels quartes del nombre complex f(0) i doneu el resultat en

forma binomica.

(c) [5 punts] Calculeu el modul de f(t) i Pargument de f(t), és a dir, |f(t)] i arg(f(¢)).

(a) Calculem els valors que ens demanen:

z21=f(0)=¢e"=1

(3) = it = et e/ = M (cos (5) + sin () ) = e (F + )
(%) e(I4m)/2 _ p1/2 | o7m/2i _ ,1/2;

24:f(1) :el+7ri 261 .eﬂ'l':el -1 =—¢

25 = f (%) — e(4mi)3/2 _ ,3/2 o 3m/2i _ _ ;3/2,

Per a dibuixar-los, els escriurem en decimals:
21 =1, 20~ 1.28:(0.7140.717) = 0.9088+0.9088: , 23 ~ 1.641 , zy = —2.72 , 25 ~ —4.48i
Aquests nombres complexos estan associats als punts del pla complex:

2~ (1,0), 25 ~ (0.91,0.91) , 23 ~ (0,1.64) , z4 ~ (=2.72,0) , 25 ~ (0, —4.48)

29Z
p 3

(b) [5 punts] Hem de calcular les arrels quartes del nombre complex z = f(0) = 1 = 1e%.
2 = V1% =1
2y = /10N _ /2
g = 12T/ i ]

4 . ) ) )
24 = \/I@O/4Z+3 2m/4i _ 637r/21 -

Les quatre arrels sén: 21 = 1,20 = 1,23 = —1, 24 = —1.



(c) [5 punts] Calculeu el modul de f(¢) i 'argument de f(t), és a dir, |f(¢)] i arg(f(¢)).
f(t) _ e(1-1—7ri)t _ et—l—mt — et enti
El modul és |f(t)| = e’ i argument és arg(f(t)) = wt.

3. [15 punts] Considereu l'expressié de cosx en funcié de e™ i e™™"

1 i —x
cosxzé(e +e ™). (1)

(a) [5 punts] Utilitzant la igualtat (??), calculeu cos(bi) on b € R i vegeu que és un nombre
real.

(b) [5 punts] Utilitzant la igualtat (??), calculeu cos®z = (cosz)® en funcié de €™, e~

6311 i 673:1:2 )

I

(c) [5 punts] Utilitzant 'apartat (b) demostreu que

cos®z = 1 cos(3x) 4+ — cos x.

4

(a) Hem de calcular cos(bi) on b € R i veure que és un nombre real.

i)
L b —bii L pi —bi Lo b
cos(bi) = 5(6 +e )25(6 +e )25(6 +¢€") eR.

3

(b) Hem de calcular cos® z en funcié de e**, e=%, 3% i e=3%1,

1 3
cos’z = (cosx)? = {5 (e” + e”‘“i)} —

OOlH

[(e”)3 + 3 (6”)2 e 4+ 36 (e

[631‘2 + 362me—m + 36me—2m + 6—31‘2] —

[e?mri +36m +36—$’i +6—3xi]

1
8
1
8
1w o
——[63m+6 3m}+

3 i —xi
g e +e]

(02¢]

(c) Anem a demostrar que

3
cos’ 1 = 1 cos(3z) + 1 008

utilitzant l'apartat (b).
Aplicant la definici6 de cosz i de cos(3z):

1 3 1 4 4
- COS(?).T) —+ Z cosxr = - (63332 + 673:132) +

1 5 (exz+€ m)

»bloa
l\DI»—t

(e +e7) + g (e" 4+ e ™) = cos’ .



