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Integracio

Objectius:
= Usar el Maple com a eina de calcul de primitives i integrals
e Entendre la interpretacio geométrica de les integrals

¥ Primitiva d'una funcié. Comanda int

Donada f: |a bJ—>[R s'anomena primitiva de f qualsevol funcio o tal que
9'(x) =f(x), ¥Yx&[ab]
Observeu quesi ¢ és primitivadef, llavors ¢ + Ctambg, jaque (¢ +C)' =¢' =f

La integral indefinida de f és el conjunt de totes les seves primitives.

El calcul d'integrals es pot fer tant directament des de la paletta Expression amb la comanda
adecuada com mitjancant les comandes seguents:

- Integral indefinida: | f dx obé int(funcio, variable_integracid)

Exemple: Arregleu les expressions anteriors per calcular la integral indefinida de la funcio

3 2 2 . :
f(x)=a x +b x —c +d utilitzant la comanda int.
Feu el mateix exercici utilitzant la comanda oportuna de la paletta.

X-> a*x"3+b*x"2+c"2+d;
int(f1(x), x);

(> f
[>F:

[>

Maplet Integration Methods

La Maplet Integration serveix per calcular integrals pas a pas. Dona la possibilitat de que l'usuari




apliqui les regles d'integracio (permet demanar ajudes en cada pas), que sigui el Maple qui ho vagi
solucionant pas a pas (Next Step) o bé que ho solucioni tot de cop, tot i que ens mostrara totes les
passes realitzades (All Steps). El propi Maple ja avisa quan és possible aplicar la regla d'integracié
seleccionada.

La manera més rapida d'accedir a aquesta Maplet és la seguient:
Tools — Tutors— Calculus - Single Variable— Integration Methods

Exemple: Calcular la integral de la segient funcié mitjancant la Maplet i mitjancant la comanda de le

paleta
3
‘ - x2(1—2-x5) N x2
() = 4 5

Calcul de les integrals pas a pas utilitzant I'ajuda Hint

Tot i que la Maplet Integration Methods ens permet calcular integrals pas a pas, no indica
exactament quina propietat s'ha utilitzat.

. RS . . .
Per exemple, quan es vol calcular la integral Jxe dx , el tutorial ens diu que cal aplicar la regla

d'integracio per parts, pero no ens diu quina és la part de la funcio que derivarem (u) i quina part
integrarem (v).

Per aixo quan s'estudia com calcular les integrals, és molt atil saber utilitzar la comanda Hint.

Exemple: Busqueu a I'ajuda de la comanda Hint per veure quins paquets cal carregar per poder-la
utilitzar.

Per utilitzar la comanda Hint, cal per tant executar les dues linies seguents:

[> wi th(Student[Calcul usi]):
[ > infol evel [ Student[Cal cul us1]] := 1:
(>

Un cop definides aquestes dues linies, ja es pot procedir a calcular les integrals pas per pas.

Sota teniu un exemple de com es pot resoldre la integral anterior.

Exemple: Calcular la integral J‘xeX dx utilitzant les comandes Hint i Rule.

PAS 1: definim la integral mitjancant la comanda Int. Ull amb la diferéncia entre la comandainti la
comanda Int

[> A =l nt(x*exp(Xx),X);

PAS 2. demanem al Maple mitjan¢ant la comanda Hint que ens indiqui que cal fer per calcular la
integral.

[> Hnt(A:

[>

PAS 3: en el cas anterior, se'ns diu que cal utilitzar la regla d'integracio per parts, on u=x i v=e. Amb
aquesta informacio ja podeu calcular la integral a ma.



PAS 4: per comprovar el resultat que haurieu d'obtenir després d'utilitzar la regla que us ha suggerit
Maple, s'utilitza la comanda Rule, on diem que calculi la integral utilitzant I'ajuda anterior.

[> Rul e[ parts, x, exp(x)](A);

B

PAS 5: en el cas de que encara es necessitin més passos per resoldre la integral es tornarien a repetir
els passos anteriors.

PAS 6: per calcular el resultat final es pot utilitzar la comanda value.

[> val ue(A);
B

Exemple: Calculeu les seglents integrals a ma, ajudant-vos mitjan¢ant la comanda Hint i Rule per
resoldre-les. En alguns casos veureu que es donen diverses opcions per resoldre les integrals.
Calculeu la integral amb I'opci6 que us sigui meés facil.

2
y ) X B 7 (2
| :—Jx e dx , Iz—{cos(x) e dx , IS—‘(,/l—x dx |4—{SIH(X) dx

Y La integral d'una funci6 en un interval

La principal apliaci6 de les integrals és el calcul d'arees.
Donada una funciof: [a, b] — R acotada i positiva, I'area limitada per la grafica de f, I'eix d'abcisses
b

les rectes dequacions x = ai x = b I'area A ve determinada per la integral definidaJ f dx
a

Maple permet calcular les integrals definides utilitzant la comanda int.

[> g1 := x->-(1/3)*x"2+3;
[> int(gl(x), x=1..2);




>

Aproximacio de I'area d'una funcié (aproximacio de I'integral definida)

Una primera idea per aproximar l'area consisteix en fer una particio p € #(|a, b])de l'interval [a,b]
en n subintervals

Aa=X <X <X <..<X <X =b
0 1 2 n 1

de manera que cada subinterval, Ii = [xi Ly xi] s'aproxima sota l'area de la corva mitjancant l'area del

rectangle d‘al(;adaf(ij) per algun Eﬁ = [xi ot xi] :
Atenci6: Per poder aproximar integrals amb Maple cal incloure el paquet Student[Calculusl].

[> with(student[Calcul usi]):
[>

Depenent del rectangle escollit tindrem diferents aproximacions:

V¥V Aproximacié de I'area superiorment

Dins de cada interval | = [x_ X | 1J calculem
| | |

Mi: max{f(x), X E Ii]
Fem la suma de I'area dels rectangles que determinen i obtenim una cota superior de la integral

Sp:Mo(X1_Xo) —M1<x2—x1> +...—Mn 1(x —xn 1)

[> n_part:=10;
[> Approximatelnt(gl(x), x=-1..2, nethod=upper, partition = n_part);

> Approximatelnt(gl(x), x=-1..2, method=upper, partition = n_part,
L output=plot);
> Approximatelnt(gl(x), x=-1..2, nethod=upper, partition = n_part,

out put =ani mat i on);

V¥V Aproximacié de l'area inferiorment
Dins de cada interval L = | X, % 1| calculem

rn:min{f(x),xeli}

Fem la suma de I'area dels rectangles que determinen i obtenim una cota inferior de la integral




Sp: m0<x1 —x0> + ml(x2 —xl) —..t m l(Xn X 1)

[> n_part:=10;

[> Approximat el nt (gl(x), x=-1..2, nethod=lower, partition = n_part);

[> Approximat el nt(gl(x), x=-1..2, nethod=lower, partition = n_part,
out put =pl ot ) ;

= n_part,

[> Approximat el nt(gl(x), x=-1..2, nethod=lower, partition
out put =ani mat i on);
[>

¥ Aproximacio de I'area per un punt qualsevol de l'interval

Dins de cada intervall; =[x, X _,] calculem

IR

Fem la suma de I'area dels rectangles que determinen:

Sp=d0(x1—x0> +d1(x2—x1) -+ dn 1(xn —xn 1)

| > n_part:=10;
> Approximatelnt(gl(x), x=-1..2, method=m dpoint, partition
L n_part);
> Approximatelnt(gl(x), x=-1..2, nmethod=m dpoint, partition
L n_part, output=plot);
> Approximatelnt(gl(x), x=-1..2, method=m dpoint, partition
n_part, output=ani nmation);

>

V¥ Altres opcions

Hi ha altres maneres d'aproximar la integral definida. Els diversos métodes els podeu obtenir
buscant a I'ajuda de la comanda Approximatelnt.

En particular, ja heu vist que fan les opcions method = upper , lower , midpoint

Exemple: Vegeu que fan les opcions method = left , random , right, trapezoid

Maplet ApproximatelntTutor

Els conceptes que hem anat veient en aquesta seccié es poden veure de manera molt senzilla
utilitzant la maplet ApproximatelntTutor.



Exemple: Utilitzeu la maplet anterior per aproximar mitjancant diversos metodes la integral
1

sin(x)dx
Y0

Integral definida: integrable en el sentit de Riemann

Sif:|a b] — R és una funci6 acotada en el seu domini, f és integrable si el maxim de les
aproximacions superiors i el minim de les aproximacions inferiors coincidixen. En aguest cas el valol
obtingut és la integral defen[a,b] i coincideix amb I'area limitada per la grafica de f, I'eix d'abcises i
les rectes d'equacionsx=ai x=h.

b
A:( f dx
“a
Calcul amb Maple
b
- Integral definida: J fdx obé int(funcid, x=variable d'integracio,x=a..b)
a

¥ Calcul de I'area delimitada per dues funcions

Siguin f i g dues funcions acotades i integrables en el sentit de Riemann en l'interval [a,b]. Recordem
com calculem l'area que delimiten les dues corbes entre x=ai x=h.

* Calculem els punts on interseccionen les dues funcions en l'interval [a,b]
» Determinem els subintervals on f (x) > g(x) i el subintervals on f (x) < g(x).

o L'area és la suma de les integrals de f — g onfés més gran que gilesintegrals de g —fon g és més
gran que f

Exemple: Siguin les funcions:
g(x):x2—2 I f(x)=2 x+5

= Representar les dues funcions en uns mateixos eixos

= Trobar I'area de la regi6 definida per les dues corbes entre x=0 i x=6

PAS 1: representem les dues funcions

> with(plots):

> g:= X ->X"2 + 2

L fi=x->2* + 5

> a:= plot(g(x), x =-1..7, thickness=2, color = red):
b:= plot(f(x), x =-1..7, thickness=2, color = brown):

[> di splay({a,b});

[~

PAS 2: calculem els punts d'interseccié d'aquestes dues corbes utilitzant la comanda solve.
[> solve(x"2 + 2 - 2*x - 5, X);




>

PAS 3: calculem l'area definida per les dues corbesentre x=0i x=6
3

6
J (2 x+5—x2—2) dx + ( (x2—2—2 x—5) dx
0 ]

[> Al:=int(2*x +5 - x72 - 2, x = 0..3):
A2:=int(x"2 + 2 - 2*x - 5, x = 3..6);
[> AL+A2;

[>

¥ Calcul de lI'area delimitada per una regi6

Exemple: Dibuixeu la regio definida per les tres corbes donades i trobeu I'area de la regi6
x=3y ,x+y=0 ,7x—-3y=24
seguint els seguents passos completant les seguents linies.

[> with(plots):
Entreu les funcions que defineixen les corbes:

[>f:

g: =
[> h: =
[> a.=plot(f(x), x =-.5..7, thickness=2, color = brown):
[> b: = plot(g(x), x =-.5..7, thickness=2, color = blue):
[> c.:=plot(h(x), x =-.5..7, thickness=2, color = nagenta):

[> di spl ay({a, b,c});
Necessitem trobar els punts d'interseccio:

[> sol ve(f (x) g(x), X);
[> sol ve(h(x) g(x), X);

[> solve(h(x) = f(x), X):
Per tant I'area que volem calcular ve donada per:

3 y 6 2
[g +X}dx+ (B—T-I-X]dx
0 3
Calculeu aquestes integrals:

[>
[>

Aixi quina és l'area total?

[>

VY Exercicis autoavaluacio

Exercici proposat 1:
* Calcular les seglients integrals utilitzant la Maplet i la comanda de la paleta

* Calculeu-les ara a ma utilitzant la comanda Hint i Rule especificant la regal d'integracié que heu
fet servir.




[ 3 — 2%

dx
f—f+3

b) (% +x2'é(—3-cos(x)J dx

C) nx5‘ln(x) dx

d) (@ cos(X) dx

X
dx

VX

f) sin(X) -cos(X)
1+sn(x)

COMANDES: int, Hint, Rule

Exercici proposat 2:
» Aproximeu l'area de les seguents funcions superior i inferiorment.

* Representeu-les
 SOn integrables en sentit Riemann?

1
a) 5 x2 —3-x+1len][-5,-3]

0=

b) tg(x) en 3

COMANDES: Student[Calculusl], Approximatelnt, method=lower, method=upper, output=plot,
evalf

Exercici proposat 3. Area entre dues corbes

Donades les funcionsf(x) =x —1 i g(x) =4:x—4 calculeu I'area de la regid limitada per les dues

3

corbes i les rectes x = 5 X= 3 i representeu-la graficament.

COMANDES: int, solve

Exercici proposat 4:

Sigui A la suma de les xifres del vostre DNI.

Trobeu el valor d per tal que I'area tancada per les paraboles y = x2 - d2 iy= d2 - x2 sigui A.

AJUDA: Feu un dibuix exemple de les paraboles. Determineu per d qualsevol on es tallaran les
corbes. Calculeu l'area de la regi6 entre les dues corbes per a una d qualsevol. Després determineu d
per tal que I'area sigui A.

COMANDES: int, solve, plot






