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Aplicacions del calcul integral

Calcul de ’area d’una funcié6
Per calcular I’area tancada per una funcié en un interval [a, b] amb I’eix X, s’ha de fer servir la integral

definida.

Casos:
1. Siflx) és una funcio positiva en ’interval [a, b], llavors I’area que tanca aquesta funcio6 i ’eix X,

dintre de I’interval [a, b] és igual a:
b
A= [ fxdx

2. Sifix) és una funcid negativa en ’interval [a, b], llavors 1’area que tanca aquesta funcio i I’eix X,
dins I’interval [a, b] és igual a:

A== f(xnx

3. Sif{x) és una funci6 qualsevol, la seva area entre els limits a i b s’ha de calcular a partir de la
integral definida del valor absolut de la funcio:

A= ['|f@lax

cas 1 cas 2 cas 3

4. Per calcular I’area que es tanca entre dues funcions f{x) i g(x) qualssevol en un interval [a, b],
s’ha de calcular la integral definida del valor absolut de la diferéncia de les funcions en aquest

interval:

A= [/~ gl
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Volum d’una figura de revolucio
La integral definida permet trobar el volum d’una figura de revoluci6 la generatriu de la qual és una
funcié positiva.

Y Jx)

Si f'és una funcid positiva en un interval [a, b], el volum de la figura que s’obté en girar sobre 1’eix
d’abscisses aquesta funcio, és a dir, la figura de revolucid que té per generatriu la funcio f, és igual a:

v=r[ (f@) dx

En el cas de les figures de revolucio conegudes:
e  Volum d’un cilindre:

V= 7r_[0h(f(x))2 dx = ﬂfohrzdx = zr? xz =zr’h

e Volum d’un con:

fix)=rx/h

2 3
7:; ? = %72'}’2/’1
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e  Volum d’una esfera:

Volum d’una figura de revolucio generada per I’area tancada per dues funcions

Per calcular el volum d’una figura de revolucié generada per 1’area tancada per dues funcions, f(x) i g(x),
en ’interval [a, b] de manera que en aquest interval f{x) > g(x) > 0, només cal calcular el volum de la
figura de revolucid generada per f(x) i restar-li el volum de la figura de revolucio generada per g(x).

v=a[ (f) dx-a (g)) dv=z[ [(f@) ~(g®) |ax

En general, per calcular el volum d’una figura de revolucié generada per 1’area tancada per dues funcions
qualssevol positives, f{x) i g(x), en 'interval [a, b], s’ha de calcular la integral:

V= ;zj:‘(f(x))z —(g(x))z‘dx

Com es calcula I'area que tanca una funcié positiva amb I'eix
X?

Per calcular I’area que tanca una funcié f{x) positiva en un interval [a, b]
amb I’eix X, només cal calcular la integral definida d’aquesta funci6 en

aquest interval: A = Jb f(x)dx

Si f{x) és una funcid positiva en ’interval [a, b], llavors 1’area que tanca aquesta
funciod i ’eix X, dintre de I’interval [a, b], és igual a:

b
A= j F(x)dx
com es desprén de manera immediata de la definici6é d’integral. Per exemple, I’area
de la funcid flx) = 2x* + 3x* — 36x en Iinterval [—4, —2] és igual a:
5 o ¥ 52 -2
A= X)dx =2—+3—-36— =152
-[ - S 4 3 2,

ja que la funcio f{x), en I’interval [-4, —2] és positiva, tal com es pot apreciar en
aquest grafic:



Com es calcula I'area que tanca una funcié negativa amb l'eix
X?

Per calcular I’area que tanca una funcid negativa f{x) en un interval [a, b]
amb I’eix X, només cal calcular la integral definida d’aquesta funci6 en
aquest interval i canviar el signe al resultat:

A=-[ fyx

Si f{x) és una funci6 negativa en ’interval [a, b], llavors I’area que tanca aquesta
funcié i I’eix X, dintre de I’interval [a, b], és igual a:

A

com es desprén de manera immediata de la definicio d’integral. Per exemple, 1’area
de la funcié f{x) = 2x° + 3x* — 36x en I’interval [1,3] és igual a:
3

=78

4 3 2
A= fxyx= —(2%+3%—36%J

1

ja que la funcid f{x), en I’interval [1,3] és negativa, tal com es pot apreciar en aquest
grafic:




Com es calcula I'area que tanca una funcié qualsevol amb I'eix
X?

Per calcular I’area que tanca una funcié f{x) qualsevol en un interval
[a, b] amb I’eix X, només cal calcular la integral definida del valor absolut

d’aquesta funcid en aquest interval: A = _f | f (x)|dx, és a dir, la funcio,

quan sigui negativa, s’ha de convertir en positiva.

Fins al moment s’ha calculat 1’area d’una funcié positiva o una funci6 negativa, en
un interval [a, b]; per trobar I’area que es forma amb 1’eix, de qualsevol funcid f(x),
tingui aquesta valors positius o negatius, entre els limits a i b, s’ha de calcular la
integral definida del valor absolut de la funci6 perque tots els valors siguin positius.

A= j:|f(x)|dx

L’area de les parts de la funcié que quedessin sota I’eix X serien negatives. Per
evitar-ho, es converteixen aquestes parts negatives en positives.

Per exemple, 1’area de la funcio f{x) = 2x® + 3x* — 36x en interval [-4,3] és igual a:

A=[|f@lax = [ feode+ [ - f =

4 3 210 4 3 2
= 25 43 36l 4|2t 3 436X
4 73 T2, 4 73 2

3

0

224+94,5=318,5

ja que la funci6 f{x), en I’interval [—4,0] és positiva, i en I’interval [0,3] és negativa i,
per tant, s’ha de convertir en positiva, tal com es pot apreciar en aquests grafics:

4 3

9
Vegem un altre exemple: calcul de 1’area de la funcio
fx)=—4x> +3x° = 3x* + 4x + 3.

en linterval [-1,1]. La grafica d’aquesta funcio i I’area tancada és la segiient:



s’ha de partir la integral en dues parts: una fins a —0,5 i la resta, fins a 1. La primera
s’ha de canviar de signe (perque la funcié en I’interval [-1, —0,5] és negativa); en
canvi, en la segona part, com que tots els valors de la funci6é son positius, no s’ha de
canviar de signe; és a dir:

= [ F e+ [ fodn = ~(-0,9218)+4,9218 = 5,8436
Com veiem, en molts casos, 1’area és un nombre irracional i només es pot calcular de

manera aproximada.

En el cas de la funcio g(x) = sin x, ja sabem que és positiva entre 0 i 7, i negativa
entre 1 2m; aixi, doncs, I’area entre [0, 2xt], tal com podem observar en aquesta
il-lustracio,

s’ha de calcular d’aquesta manera:

A= j: sin xdx — J.:ﬂ sin xdx = —cos x|} —(—cos x)|i” =2-(2)=4

Com es calcula I'area que es tanca entre dues funcions en un
interval determinat?

Per calcular I’area que es tanca entre dues funcions f{x) i g(x) qualssevol
en un interval determinat [a, b], només cal calcular la integral definida del
valor absolut de la diferéncia de les funcions en aquest interval:

A= [/ () - g s



També es pot utilitzar la integracio definida per calcular I’area compresa entre dues
funcions, f{x) 1 g(x) en un interval [a, b]. Aquesta area és igual a la integral definida
del valor absolut de la diferéncia d’ambdues funcions:

A= |- g
_ 2

Per exemple, aquestes son les grafiques de les funcions g(x) = x° i
fx) =—4x> + 3x* — 3x* + 4x + 3 representades conjuntament:

5

F]

~

Per tant, I’area que tanquen entre els punts d’interseccié d’ambdues funcions:

5

-3
Els punts d’intersecci6 son (—0,4725, 0,217951) i (1,1025, 1,267898). Per calcular
I’area tancada entre aquestes dues grafiques n’hi ha prou de calcular I’area de la qual
es troba damunt, i restar-hi la que es troba a sota, tal com mostra aquesta doble
il-lustracio:




Es a dir, per trobar 1’area entre ambdues funcions, s’ha de restar I’area de la dreta a la
de ’esquerra:

A= JA1,1025 f(x)dx_J.

-0,4725 0,472

1,1025

 g(x)dx = 5,14839-0,48435 = 4,66404

Com es calcula el volum d’una figura de revolucioé generada per
una funcio positiva?

Per trobar el volum d’una figura de revolucio generada a partir del gir
d’una funcio positiva al voltant de I’eix X, en I’interval [q, b], s’ha de fer

aquesta integral: V = ﬂjb( f (x))2 dx . Per arribar a aquesta formula s’ha de

comparar el volum de la figura amb el volum d’un con.

Si f'és una funcid positiva en un interval [a, b], el calcul del volum de la figura que
s’obté en girar sobre 1’eix d’abscisses aquesta funcio, és a dir, la figura de revolucio
que té per generatriu la funcio f, requereix el calcul integral. Vegem-ne un exemple
senzill: si fix) = 1, una funcidé constant, en I’interval [1,2], aquesta és la figura
resultant:

-1 i] /X 3

e

Evidentment, la figura resultant és igual a un cilindre de radi 1 i d’altura 1; per tant,
el seu volum sera:

V=mr*h=n

Vegem que aquest resultat pot obtenir-se amb aquesta formula:
V—ﬂjo(f(x)) dx-ﬂjol dx=mx| =7

Vegem que aixd es compleix per qualsevol funcidé positiva, f{x), en un interval
[a, b]. Es tracta de calcular el volum del cos de revolucid que es genera en girar
aquesta funcio6 sobre I’eix X, tal com mostra aquesta grafica:




Sigui /() el volum de la figura engendrada en girar el tros de funcid entre a y ¢; per
tant, V(¢ + h) — V(f) representa el volum engendrat pel tros de funcid entre f{z + 4) i
f(f). Suposem que f{¢ + &) > f{¢). Aixi, doncs, el volum V(¢ + k) — V(£) €s més gran que
el volum del cilindre la radi del qual de la base és f{¢) i altura 4, i €&s més petit que el
volum del cilindre el radi de la base del qual és f{t + k) i Ialtura, A:

n(A0)*h< V(t + h) — V(1) < n(ft + h))*h
Si ho dividim tot entre A, s’obté:

V(t+h) V()
h

1hin37z( f@) < lim < 1hin37z( fa+ny

els limits d’ambdods extrems son iguals i, per tant, el limit que es troba en el centre
també ha de ser igual:
. V(@+h)=r(
o V)=V

h—0 h

z(f(@))

Per tant, la funcié ¥ és una primitiva de la funcié n(f7))*, ja que la derivada d’aquella
és igual a aquesta. En altres paraules:

V= 7[1[;(f(x))2 dx

Tal com s’havia afirmat al principi.

Com es calcula la férmula del volum de les figures de revolucio
basiques?

Les formules de les figures de revoluci6 basiques es poden explicar a
partir del calcul del volum amb 1’ajuda de la integral indefinida. En el cas
del cilindre, la funcidé generatriu és una recta que passa per 1’origen; en el
cas de ’esfera, la funcié generatriu és 1’equacié d’una circumferéncia.

Si la generatriu és la recta f{x) = 2x, estant la x entre [0,3], la figura resultant és el
con seguent:

si s’aplica la formula general del volum:

33 3

V= ﬁ_[j(f(x))z dx = ﬁI:(Zx)z dx = 47[%0 = 47[3? =361



el resultat és, doncs, el mateix si s’aplica la férmula del volum del con:

l7rr2h = l7['62 3=36rx.
3 3

En el cas més general, si es vol buscar el volum d’un con d’altura 7, i radi de la base
r, la generatriu, f{x), ha de complir que:

f0)=0 Sy =r
per tant, la funcid lineal generatriu és fix) = rx/h. Per trobar el seu volum, s’ha
d’integrar de 0 a A:

2 3

V= 7r_|‘:(f()c))2 dx = ﬂj: (%j dx = 7;; %

2 3
nr

=— -—=l7rr2h
h® 3 3

0
com es pot veure, la formula coincideix amb la ja coneguda.

El mateix pot fer-se amb el volum d’una esfera. Per exemple, si una esfera esta
generada per una circumferéncia de radi 2, sabem que el seu volum és:
4 4 32z
V=—=mr=—pg2 =22
3 3 3

Utilitzem la féormula del volum per comprovar-ho: 1’equacié de la generatriu d’una
esfera de radi 2, és la circumferéncia segiient:

¥+ y2 =92
per tant,

y=4-x

En conseqiiéncia, el seu volum és:

v =l (1) dx:njzz(4-x2)dx:ﬂ(4x_§ij

2} (-2) || 327
_ 7{4-2_?_[4-(_2) _TJJ -2

el mateix resultat que amb la féormula.

Trobem ara el volum d’una esfera de radi r, sabent que una equacio de la
circumferéncia d’aquest radi és

x2+y2=72

si buidem la y



per tant,

V= ﬁ_[j"yzdx = ﬂjjy(rz -x )dx = ﬂ-{rzx —g}rr =

3 3
R LA =iizr3
3 3 3

tal com ja sabiem.

Finalment, per trobar el volum d’un figura de revolucid generada a partir del gir
d’una funcié qualsevol al voltant de I’eix X, es pot utilitzar la mateixa integral que en

1
el cas d’una funci6 positiva: V = 7Z'IO( f (x))2 dx . Aix0 és aixi perque una vegada

elevat al quadrat el valor de la funcid, el signe negatiu desapareix.

Com es calcula el volum d’una figura de revolucioé generada per
I'area tancada per dues funcions?

Per calcular el volum d’una figura de revolucié generada per 1’area
tancada per dues funcions qualssevol, f{(x) i g(x), positives en 1’interval

[@, b], n’hi ha prou de calcular la integral V = 7z‘|.b‘(f(x))2 —(g(x))z‘dx

Per calcular el volum d’una figura de revoluci6é generada per I’area tancada per dues
funcions, f{x) i g(x), en ’interval [a, b] de manera que f{x) > g(x) > 0, n’hi ha prou de
calcular el volum de la figura de revoluci6 generada per f{x) i restar-li el volum de la
figura de revoluci6 generada per g(x).

v =f (/) dr=x] (g0) de=[ [ (/) ~(g)’ Jax

Per exemple, si es vol calcular el volum d’una figura de revolucié generada per
I’area limitada entre la recta y = x + 3 i la parabola y = x* — 2x + 1, tal com s’observa
en aquest grafic:




Evidentment, s’han de restar els volums generats per la rotacido de cadascuna de les
funcions en I’interval [0,3], tenint en compte que la funcié més gran és la recta:

[ (@) -(e@) | =] [(x+3)2 ~(+ —2x+1)2]dx =

ﬂjj[—x4 +4x° —5x7 +10x+8]dx zg

y

De manera general, per calcular el volum d’una figura de revolucid generada per
I’area tancada per dues funcions positives qualssevol, f{x) i g(x), en ’interval [a, b],
només cal calcular la integral segiient:

v =z |(r0) ~(g) |ax

ja que amb aixo ens assegurem que sempre es resta el valor més gran del valor més
petit de les funcions. Aixi, per exemple, per calcular el volum d’una figura de
revolucié generada per I’area limitada entre la parabola y = x* + 3 i la funcio
y=x"+x*—x+ 1, en I'interval [-1,3], area representada en aquest grafic:

s’ha de fer el calcul segiient:

7[ [(F@) =(g00)[ax =
a8

ja que es tracta de girar sobre 1’eix X ’area tancada per aquestes dues funcions.

4

dx =1278

(¢ +3) —(x 4 —x+1)] :%

En general, les funcions han de ser positives, ja que, en cas contrari,
si una ¢€s positiva i altra negativa, ’area tancada entre ambdues
funcions, en girar, generaria solament el volum de la funcid més
gran en valor absolut, tal com es pot observar en el grafic. Es tracta
de les funcions y = x> + 3,1 y = 2x’ — 2x* +x — 1. Es pot deduir
facilment que en girar aquesta area al voltant de 1’eix X, en la part
en qué¢ ambdues funcions tenen signe diferent, es produiria una

superposicié de volums, amb la qual cosa I’aplicacié de la féormula
del volum donaria un resultat incorrecte.

10



Exercicis

1. Donada la funcié f{x) = x* — 4, calcula I’area que es tanca entre aquesta funci i
I’eix X per a cadascun d’aquests intervals de la x:

2. Calcula I’area tancada entre les grafiques de y =x” - 2x + 1, i la recta
y=x+5, sabent que aquestes son les seves grafiques:

3. Calcula I’area que es forma entre les grafiques de les funcions f(x) = Jxoi

g(x)=x" entre x=0 ix=1. Aquesta és la representacié d’ambdues grafiques
(en vermell, f(x)):

11



Solucions

1.

Com es tracta de calcular 1’area entre aquests intervals, cal comprovar quan és
negativa i quan €s positiva, per a no restar-la. La funcio f{x) és negativa només
entre (-2 i 2), per tant, per a calcular I’area en un interval donat, s’ha de restar la
part de I’interval que inclogui part de (-2, 2). Aixi:

-3
a. A= .[ (x* —4)dx , caleul que podeu fer vosaltres mateixos.
-5

-2 2 4
b. A= j (x* = 4)dx —I (x* —4)dx +j (x* —4)dx , integrals que podeu
-4 -2 2

calcular vosaltres facilment, sabent que la integral definida és
3
j (x2 —4)dx:%—4x+c.

En primer lloc, hem de calcular els punts en que es tallen ambdues funcions:
X -2x+1=x+5

X -3x-4=0

pertant, x =4y x=-1.

Els punts en que es tallen ambdues funcions son:

(-1,4), 4,9)

A més, la recta sempre és major que la parabola en aquest interval. Per tant,

I’area sera igual a la integral definida de la recta entre ambdos punts, menys la
integral de la parabola entre ambdos punts:

4
3 2
x> 3x

ij+5—(x2 —2x+1)dx:J‘_4l—x2 +3x+4dx:—?+7+4x _125

f@)=Vx i go-x
entre x=0 ix=1.

La funcio g(x) és menor que la funci6 f(x) a I’interval [0,1] ja que:

\/; = x? si elevem al quadrat

X = X4

x-x'=0

x(1-x)=0

Es a dir, f(x) = g(x) quan x=1,x=0.
Quanx <1 f(x) > g(x)

Quan x > 1 f(x) < g(x)

per tant, I’area a ’interval [0,1] és igual a:

A= f(ydx [ g(x)ds =§— %

W | —

12
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