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Unitat 8. Funcions

8.1 Definicions

Definicié 8.1.1:

Una funcié real de variable real és una aplicacié f d'un cert subconjunt D de R al conjunt

dels nombres reals. Simbolicament ho representarem per

f: DCcR — R
x — y=1Ff

()

En altres paraules, una funcié f és una regla que a cada punt x € D Ii assigna un dnic element

y € R. Aquest element es denota per y = f(x) i s'anomena imatge de la funcié f en el punt
55,
La variable x s’anomena variable independent i /a variable y s'anomena variable dependent.

El conjunt D s’anomena domini de la funcio f.

Nota: El calcul del domini d'una funcié es veura amb més detall a I'assignatura de Matematiques

especifica del grau que esteu cursant.

f: R — R

és una funcid.
r — y=a°-322+2

Exemple 8.1.1 a)

La variable independent és x i la variable dependent és y.

La imatge de fenel punt z =4 és f(4) =43 —3.42 +2.4 =24

g D — R
b) L we 32 =2 amb D =R\ {—4} és una funcid.
244
La variable independent és z i la variable dependent és w.
. 3(—-2) -2
La imatge de g(z) en el punt z = -2 és g(—2) = —— = —4.
ge de g(2) P 9(=2) (—2) 1
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8.2 Transformacions de funcions

Definicié 8.2.1:

Siguin f : Dy — R i g : Dy — R dues funcions i sigui \ € R.

Es defineixen les funcions f + g, \f, f-g i f/g de la segiient manera:

ffg:DinDy — R i (f £ 9)(x) = flz) £ g(x),
Af Dy — R i (Af)(x) = Af(x),
f-g:DinDy — R i (f - 9)(@) = f(x) - g(x),
flg:Ds — R i (f/9)(x) = f(x)/g(x),

on Dj és el conjunt format per tots els x € Dy N Do tals que g(z) # 0.

Exemple 8.2.1 Siguin f : R — R amb f(z) =2 —-3ig:[l,00) — R amb g(x) = vz — 1 dues

funcions. A continuacié determinem les funcions f+ g, 3f —g i f/g.

a) f+g:[l,00) —R i (f+g)(z)=2—-3++Vz—1
Observeu que el domini de f és D1 = R i el domini de g és Dy = [1,00). Per tant, el domini de f+g¢
és D1 N Dy = [1,00)

b) 3f —g:[l,00) — R i (Bf—g)(z)=3(z—-3)—Vr—1=3r—-9—+Vzr—1.

c :(l,00) — R i T) = _-

) £19+ (1.00) (/o) (@) = ==

Observeu que vz —1 =0 <= =z =1, aixi el domini de f/g és el conjunt format per tots els
x € Dy N Dy tals que = # 1.

Definicié 8.2.2:

Sigui f : Dy — R i g: Dy — R dues funcions tals que g(x) € Dy per a tot x € Ds.

La composicié de les funcions f i g és una nova funcié fog: D — R definida de la segiient
manera

(fog)(z) = f(g(x));

és a dir, (f o g)(x) és la imatge de la funcié f en el punt g(x). Aqui D és el conjunt format
per tots els x € Dy tals que g(x) € D;.
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Exemple 8.2.2 Siguin f : R — Ramb f(z) =2°+1,g: R —Ramb g(z) =e®* i h: R — R amb

h(z) = sinz. Determinar les composicions fog, go fi fogoh.

a) (fog)(x)=f(g(x)=(e")?+1=e*+1.
b) (g0 f) (x) = g (f(x)) = ="+,

&) (fogoh) (@) =f(g(h(x) = f (¢n7) = ()% 11 = e2sine 41,

Exemple 8.2.3  a) Descomposicié de la funcié f(x) = 22 + 1 com a transformacié de funcions.
Observeu que la funcié 22 + 1 estd dins una arrel quadrada. Aixi f(z) = (hog) (z) on g(z) = 22 +1

i h(x) = \/z. La funcié g(z) es pot expressar com la suma de les funcions g (z) = 22 i go(z) = 1.

2

b) Descomposicié de la funcié f(x) = sin? z + sinz? com a transformacié de funcions.

Veiem que f es pot expressar com la suma de les funcions g(z) = sin®z = (sinz)? i h(z) = sinz2.
Les funcions g i h es poden expressar com una composicié de funcions. En efecte, prenem [(z) = sinx

i m(z) = 22, llavors g(z) = (mol)(x) i h(z) = (lom)(x). Aixi doncs, f(z) = (mol)(z)+ (lom)(z).

Definici6 8.2.3:

Sigui f : D — R una funcid injectiva® en una cert conjunt A C D i sigui B = f(A). Es

defineix la funcié inversa de f a A i la representem per f~' com una funcié f~' : B — A
tal que

(fof™) (@) =(f"of)(z)=x

3Una funcié f : A — R és injectiva si per a tot x,y € A amb x # y es compleix que f(z) # f(y).

Observeu que de la Definicié 8.2.3 es dedueix que si y = f(x), llavors f~!(y) = f~'(f(z)) = = i per
tant z = f1(y).

8.3 Representacioé grafica de funcions. Funcions elementals

Una funcié f la podem pensar com una col-leccié de parells de nombres de la forma (z, f(x)). Per a

representar graficament una funcié dibuixarem al pla cadascun dels parells que la constitueixen.
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eix OY o eix d’ordenades

eix OX o eix d'abscisses

El dibuix obtingut d’aquesta manera s’anomena la grafica de la funcié.

Exemple 8.3.1 Representacié grafica de f(x) = 2% — 22 — 4z + 4

Com que és impossible calcular els infinits parells (z, f(x)) per a tot € R, en calculem un nombre suficient

que sigui representatiu i ens permeti dibuixar una grafica aproximada de f.

x y=f(x)
—5/2 | —63/8 = —7.875 10
—2 0
-3/2 35/8 = 4.375
-1 6 //‘\‘\g\
—-1/2 45/8 = 5.625
0 4 -3 2 -1 I~ 3
1/2 15/8 = 1.875 .5
1 0
3/2 | —7/8=-0.875 10
2 0
5/2 27/8 = 3.375

8.3.1 Funcions polinomiques

Definicio 8.3.1:

Una funcié polinomica de grau n és una funcié de la forma
f(z) = @nz™ + ap_12™ ' + -+ a1z + ag,

ona; € R peratoti=0,1,...,n.
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Representacié grafica d’una funcié polinomica de grau 0

La funcié més facil de representar és sens dubte la funcié constant (funcié polinomica de grau 0):
f(z) = ¢ amb ¢ una constant. La grafica de f(x) = ¢ és una recta paral-lela a I'eix OX situada a

una distancia ¢ d'aquest eix.

Exemple 8.3.2 Les representacions grafiques de f(z) =2 i g(x) = —4 es donen a la Figura 8.3.1.

4
= 2

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2
-2 -2
-4

Figura 8.3.1: Grafiques de f(z) =2 i g(x) = —4.

Representacié grafica d’'una funcié polinomica de grau 1

La grafica d'una funcié polinomica de grau 1 de la forma f(z) = mx + b és una recta que passa
pel punt (0,b) i té pendent"!) m. Per a representar graficament una recta és suficient congixer dos

punts pels quals passa la recta.

(*1) El pendent d'una recta és la tangent de I'angle az comprés entre la recta i el semieix positiu de
les x's.

Recta amb pendent positiu Recta amb pendent negatiu
Exemple 8.3.3 Les representacions grafiques de f(z) = 2z+1i g(z) = —2x+1 es donen a la Figura 8.3.2.
Representacio grafica d’una funcié polinomica de grau 2

La grafica d'una funcié polindmica de grau 2 de la forma f(x) = ax? + bx + ¢ és una parabola.
Per a representar graficament una parabola ens anira molt bé congixer-ne el vertex("!, els punts de tall

amb els eixos i alguns alguns parells de punts (z, f(x)) en un entorn del vertex (una parabola sempre

és simétrica respecte |'eix vertical que passa pel seu vertex).
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Recta amb pendent positiu

4
x| f(z) 2/
0

1 s

-2 - 1 2
1 3 /-2
-4

Escola Politécnica Superior

Recta amb pendent negatiu

\

2 z | g()

> 7 0 1
-2 \ 1 —1
-4

Figura 8.3.2: Grafiques de f(z) =2z +11i g(x) = =2z + 1.

(*1) El vertex d'una parabola és el punt on la parabola assoleix el seu valor maxim o minim. La

coordenada z del vertex de la parabola ve donada per z, = —%.

Exemple 8.3.4 Representacié grafica de f(z) =22 —2—2ig(z) = —2? — 2 — 2.

Calculem el vertex i els punts de tall amb els eixos.

f@) =%~ =2 glz) = —2? -z —2
Vertex: x, = —% = % Vertex: z, = —ﬁ = —%
Punt de tall amb I'eix OY (z = 0) Punt de tall amb I'eix OY (z = 0)

y=—2
Punts de tall amb I'eix OX (y = 0):

22—z —-2=0 --» z=-1 =2

y=—2
Punts de tall amb I'eix OX (y = 0)

—22 -2 —-2=0 --» No té solucié

La representacié grafica de f i g es déna a la Figura 8.3.3.

Parabola amb a > 0

Parabola amb a < 0

x| flx)
-2 4 4 2 z| g(x)
- 2| —4
(1) _g \ 2 / 42 2 4 L
/2| -225 4 2N A4 :4 ~1/2 | =1.75
1| -2 y 0| -2
2 0 ] -6 R -
3 4

Figura 8.3.3: Grafiques de f(z) =2 — 2 —2ig(z) = —2®> + = + 2.
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8.3.2 Funcions racionals

Definicio 8.3.2:

Una funcid racional és una funcié de la forma

on P(x) i Q(z) sén polinomis.

1 1
Exemple 8.3.5 Les representacions grafiques de f(z) = — i g(x) = — es donen a la Figura 8.3.4.
T

22
x| f(z) x| g(x)
—3-1/3 -3 -1/9
-2 —1/2 4 4 -2 | —1/4
-1 -1 ) 5 -1 -1
~1/2| -2 —-1/2) -4
0] — 2 3 3 -2 1 2 0l —
1/2 2 1/2 4
1 1 4 1 1
21 1/2 2| 1/4
3| 1/3 31 1/9

: g 1. 1

Figura 8.3.4: Grafiques de f(z) = — i g(z) = —
x x

8.3.3 Funcions exponencials i logaritmiques

Definicié 8.3.3:

Una funcié exponencial és una funcié de la forma f(x) = a*, on a > 0 s'anomena la base |

x és I'exponent.

Exemple 8.3.6 En la Figura 8.3.5 es representen graficament les funcions f(z) = 2% i g(z) = (1/2)*.
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f(z) =a" amba > 1 flz)=a"amb0<a<1
x| f(z) z | g(z)
7 7
—3 1/8 g & —2 | 4
-2 1/4 5 5 -1 2
—1| 1/2 3 3 0 1
0 1 2 2 1] 1/2
L2 g5 B R S R R R B 2| 1/4
21 4 3] 1/8

Figura 8.3.5: Grafiques de f(z) =2%i g(x) = (1/2)".

Definicio 8.3.4:

Una funcié logaritmica és una funcic de la forma f(x) = log,(z), ona > 0, a # 1 s'anomena

/a base.

La funcid logaritmica és la funcié inversa de la funcié exponencial; és a dir, log,(a®) = =.

Exemple 8.3.7 En la Figura 8.3.6 es representen graficament els funcions f(z) = logy(z) i g(z) =
10%1/2(95)-

Com que la funcié logaritmica i la funcié exponencial sén funcions inverses tenim que si y = a®, llavors
log,(y) = log,(a®) = x. Aixi doncs, la grafica de la funcié logaritmica s'obté de la grafica de la funcié
exponencial, perd pensant la x com a variable dependent i la y com a variable independent (recordeu que la
variable independent sempre es posa a I'eix OX i la variable dependent a I'eix OY); és a dir, la grafica de
la funcié logaritmica s'obté de la grafica de la funcié exponencial intercanviant els eixos horitzontal i vertical.

Aix0 sempre es donara en les funcions inverses.

f(z) =log,(x) amba > 1 f(z) =log,(x) amb 0 < a < 1
3 3
2 2
1 1
1 2 3 45 6 7 1 2 3 45 6 7
-2 -2
-3 -3

Figura 8.3.6: Grafiques de f(x) = log,(x) i g(z) = 1og1/2(x).

Si representem en una mateixa grafica les funcions f(z) = 2% i g(x) = log, () (vegeu la Figura 8.3.7)
veiem que les grafiques d'aquestes funcions sén simetriques respecte la bisectriu del primer quadrant

(és a dir, la recta y = x). Aquest fet sempre es donara en funcions inverses.

Curs d'Anivellament de Matematiques 11
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6
4
2
-2 2 4 6
-2

Figura 8.3.7: Grafiques de f(z) = 2" i g(x) = log,(x).

8.3.4 Funcions trigonomeétriques

Les funcions trigonometriques que considerarem aqui sén la funcié sinus f(z) = sinz, la funcié

sin x

cosinus f(x) = cosz i la funcié tangent f(z) = tanz = .
COS X

Nota: Sempre que treballem amb funcions trigonomeétriques prendrem la unitat angular en radians.

Definicio 8.3.5:

Una funcié f és periodica de periode T si

flx+T) = f(x)

per a tots els x tals que x i x + T estan dins el domini de f.

Les funcions sinx i cosx son periodiques de periode 27 i la funcié tan x és periodica de periode 7.

Definicio 8.3.6:

Una funcié f direm que presenta una simetria parell si

per a tots els x del domini de f. Aquesta simetria representa una simetria respecte I'eix OY .

Curs d'Anivellament de Matematiques 12
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Definicio 8.3.7:

Una funcié f direm que presenta una simetria senar si

per a tots els x del domini de f. Aquesta simetria representa una simetria respecte I'origen de

coordenades.

Representacio grafica de les funcions sinx i cosx

Per a representar graficament les funcions sinz i cosx, només cal coneixer els valors que prenen
aquestes funcions a l'interval [0, 77/2], la resta de valors es poden aconseguir a partir de les propietats

de les funcions trigonometriques. En efecte,

e Aplicant la propietat sin(z) = sin(m —x) obtenim els valors de la funcié sin z al interval [7/2, 7],
a més es pot veure que aquesta propietat implica que sinx presenta una simetria respecte la

recta vertical que passa per x = /2.

e Aplicant la propietat sin(x) = — sin(—x) obtenim els valors de la funcié sin z al interval [—, 0],

a més es pot veure que aquesta propietat implica que sin x presenta una simetria imparell.
e La resta de valors de la funcié sin z s'obtenen aplicant la periodicitat de la funcié.

e Aplicant la propietat cos(z) = — cos(m — x) obtenim els valors de la funcié cosz al interval

[7/2,7]. Aquesta propietat implica que cosx presenta una simetria respecte el punt (7/2,0).

e Aplicant la propietat cos(z) = cos(—x) obtenim els valors de la funcié cosx al interval [—, 0],

a més es pot veure que aquesta propietat implica que cos z presenta una simetria parell.

e La resta de valors de la funcié cosx s'obtenen aplicant la periodicitat de la funcié.

La representaci6 grafica de les funcions f(x) =sinz i g(z) = cosx es déna a la Figura 8.3.8.

Observeu que la representacié grafica del cosz és exactament la mateixa que la del sinx pero des-

plagcada 7/2 unitats a la dreta. Aixo implica que sin(x + 7/2) = cos .
Representacio grafica de la funcié tan x

Per a representar graficament la funcié tangent només cal coneixer els valors d'aquesta funcié a

I'interval [0,7/2). Tal i com passava amb les funcions sinus i cosinus, la resta de valors es poden

Curs d'Anivellament de Matematiques 13
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/6| 1/2 /6 | V/3/2
/4 | \2/2 /4| V2/2
m/3 | V3/2 /3] 1/2

/2 1 /2 0
T 0 s -1
31/2 -1 37/2 0
2T 0 2 1

Figura 8.3.8: Grafiques de f(x) =sinz i g(z) = cos.

obtenir a partir de les propietats de funcions trigonometriques. En particular, a partir de la propietat
tan(z) = — tan(—x) obtenim els valors de la tangent a I'interval (—7/2,0) i a més veiem que la

funcié tangent és una funcié senar. La resta de valors s'obtenen per periodicitat.

La representaci6 grafica de la funcié f(z) = tanx es déna a la Figura 8.3.9.

O
x| f(x) 5
0 0
/6| 1//3
/4 1 —2m —T T 2
/3 V3
/2 — -5
10"
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8.3.5 Funcions trigonometriques inverses

Les funcions trigonomeétriques sinus, cosinus i tangent no sén funcions injectives a tot R. Aixi doncs,
no podrem trobar la funcié inversa d'aquestes a tot R. No obstant podem prendre un interval on la
funcid sigui injectiva i trobar la inversa de la funcié en aquest interval. Els intervals que prendrem sén

els que estan dins els requadres de les Figures 8.3.8 i 8.3.9.
Representacio grafica de les funcions arsinus i arcosinus

La funcié f(z) = arcsinx és la funcié inversa de la funcié sinz a l'interval [—7/2,7/2]. La funcié
g(x) = arccosz és la funcié inversa de la funcié cosz a l'interval [0,7.]. Les grafiques d’aquestes

funcions es donen a la Figura 8.3.10.

vl
vl

-1 -0. 0.5 1

-1 -0.5 ° 0.5 1

MJE]

Figura 8.3.10: Grafiques de f(z) = arcsinz i g(z) = arccos z.

La funcié f(x) = arctanx és la funcié inversa de la funcié tanz a l'interval [—m/2,7/2]. La grafica

d'aquesta funcié es donen a la Figura 8.3.11.

-10 -5 5 10

_T
2

Figura 8.3.11: Grafica de f(z) = arctanz.

Curs d'Anivellament de Matematiques 15



Universitat de Vic Escola Politécnica Superior

Exercicis d’autoavaluacio

Si f, g, h son funcions de R en R definides a partir de les expressions :

flx)=2*+1 g(x) =3z -1 h(x) !

- 1422

Trobeu les expressions de : (fof), (fog), (gof), ho(gof), (hog)of, f2og.

(fof)(z) = f2(x) = (2* + 1) + 1 = 2" + 227 + 2

(fog)(x) = 3z —1)* + 1 =92% — 62 + 2
(gof)(x) =3(z*+1) —1=32%+2

1 1
(holgof (@) = T BT —1p ~ de v 1207 5
((hog)or)(a) 1 1

T 1+ (B@2+1)—1)2 92t +1222+5
(fPo9)(xz) = ((Bx —1)2+1)2 + 1 = 81z* — 10823 + 7222 — 24z + 5

2. Expressar les segiients funcions com a suma, producte i/o composicié de f, g, h amb
f(x)=2% g(x) =2% i h(z)=sinz
a) F(z) = 2sin® b) F(z) = 2%
c) F(z) = sin(27) d) F(z) = sin(2” + z?)
e) F(x) = sin(2?) f) F(z) = sin(sin(sin 22" "))
g) F(x) = sin?(z) h) F(x) = 267 @) 4 gin 22 + gin 2°
Solucié
a) F(z) = (goh)(x) b) F(z) = (g0 9)(x)
c) F(x) = (hog)(x) d) F(z) = (ho(g+ f))(z)
e) F(z) = (ho f)(x) f) F(x) =(hohohogogoh)(x)
g) F(z) = (foh)(x) h) F(z) = ((go foh)+ (hof)+ (hog))(x)

Curs d'Anivellament de Matematiques 16
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3. Trobeu les composicions gof i fog
6+x—12% :
a)f(l’):m i g(z) =Inz b) f(z) =cosg i g(z) =z
1—cosz | -1 :
c) f(z) = s il g(r) =Inzx d) f(z) = 5 | g(z) = arcsinx
2
Solucié
6+ — 22 6+ Inz — In’
a) (go f)(z) =In <H) (Fog)(x) = lnj:pn—xln :En—z
0) (90 1)) = feos & (72 9)(0) = con %
1— 1 —cosl
¢) (go f)(z) =In (ﬁ) (fog)la) = ————7
2 2

d)(QOf)(l’)Iarcsin x2—1 (ng)(x):\/@

Trobeu I'equacié de la recta que passa pel punt (3, 1) i té pendent —2. Dibuixeu la recta.
Solucié
y
15
0
5
Y= 2047 R N
Trobeu I'equacié de la recta que passa pels punts (2,1) i (—1,4). Dibuixeu la recta.
Solucié
y
8
6
2
X
— R

Curs d'Anivellament de Matematiques 17
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6.
Representeu graficament les segiients funcions:
a) f(x) =—2x+1 b) f(z) =32 —5 c) flx) =2*—4z+3
d) f(x) =22% — 62 +3 e) f(x) = —2® +5x + 4 f) flz) =23 — 222 — 2 +2
§) flr) = ) flo) = ) f) = 5
§) flz) = et/ k) f(z) = In(z — 1) 1) f(z) = 3sin(2z)
m) f(z) = —2cos(3z) n) f(z) =sin*z o) f(z) = arctan x?
Solucié

A més de la representacié grafica, es déna la informacié més rellevant de cada funcié.

y
10
5
X
-4 -2 4

-5 \
a)y=—2x+1
zero: x =1/2
pendent: —2

punt tall eix y: (0,1)

y
40
30
20
0
2 ' T2 4

d) y =222 -6z +3
zeros: x = 1(3£/3)
vertex: (3/2,—-3/2)
punt tall eix y: (0,3)

X

y
10
5

X
-4 - 2 4

-5
-10
3

g y=_—"7

asimptota vertical®: z =1

asimptota horitzontal®: y =0

punt tall eix y: (0, —3)

Curs d'Anivellament de Matematiques

b)y=32-5
zero: x = 10
pendent: 1/2

punt tall eix y: (0, —5)
5

X
-2/g 2 4 8
~10
-15
-20

e)y = —a?+ 5 +4
zeros: x = 3(5 4+ /41)
vertex: (5/2,41/4)
punt tall eix y: (0,4)

y
10’

y
10
5
X
-4 -2 2 4
-5
-10
X
h =
)y "

asimptota vertical: x =1
asimptota horitzontal: y =1
zeros: x = ()

punt tall eix y: (0,—1)

‘i/

Yy =a?—4dx+3
zeros: x=1lix =3
vertex: (2,—1)
punt tall eix y: (0, 3)

fy=a%—22%2 —2+2

zeros: x=—1, x=1, =2
maxim*(3(2—V/7), % (10+7V/7))
minim* (3 (24v/7), 2 (10—7v/7))

punt tall eix y: (0,2

)y =
asimptotes verticals: x =11ix =
-1

asimptota horitzontal: y =0
punt tall eix y: (0, —2)
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7z -2 7 7 X

2

m) y = —2cos(3z) n) y =sin“x 0) y = arctan

t Com que f és una funcié polinomica, els possibles maxims o minims de f sén els zeros
de la funcié derivada (el calcul de derivades es veu a la Unitat 9). Si f'(a) = 0 i
f"(a) > 0, aleshores © = a és un minim relatiu. Si f’(a) = 0i f”(a) < 0, aleshores

T = a és un maxim relatiu. Podeu trobar més informacid sobre el calcul d’extrems
relatius a qualsevol llibre de matematiques de batxillerat.

§  Direm que f té una asimptota verticalen z = a si lim f(z) = +ooi lim f(z) = +oo0.
] . x—=a” z—at
A batxillerat es veu com calcular aquests limits. També es veura en I'assignatura de

matematiques.

“  Direm que f té una asimptota horitzontalen y = bsi lim f(z) =bo lim f(z)="».
T—>+00 T—r—00
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Glossari de termes

Eix d'abscisses, 7
Eix d'ordenades, 7

Funcié
composicid, b
definicié, 4
divisid, 5
domini, 4
exponencial, 10
grafica, 7
imatge, 4
injectiva, 6
inversa, 6
logaritmica, 11
parell, 12
periodica, 12
polinomica, 7
producte, 5
racional, 10
senar, 13
suma (resta), 5
trigonometrica, 12
cosinus, 13
sinus, 13
tangent, 14
trigonometrica inversa, 15
arccosinus, 15
arcsinus, 15
arctangent, 15

Parabola, 8
vertex, 9
Periode, 12

Recta, 8
pendent, 8
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Bibliografia

Podeu consultar qualsevol llibre de primer i segon de Batxillerat.
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