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Universitat de Vic Escola Politécnica Superior

Unitat 5. Resolucido d’equacions

5.1 Definicions

Definicié 5.1.1:

Una equacio és una expressio de la forma

f(z) = g(z), (5.1.1)

on f i g son funcions® reals de variable real i I'element desconegut x és la incognita de /'equacio.
Les funcions f i g s'anomenen membres de /'equacio.

Si f i g son polinomis llavors direm que I'equacié és una equacié polinomica.

?La definicié de funcié real de variable real es déna a la Unitat 8

Resoldre I'equacié (5.1.1) consisteix en trobar tots els valors de = que satisfan la igualtat. Aquests

valors de x s'anomenen solucié de |'equacid.

Definicié 5.1.2:

Dues equacions son equivalents si tenen les mateixes solucions.

5.1.1 Transformacions elementals d’equacions

S’anomenen transformacions elementals aquelles transformacions que passen d'una equacié a una

altra d’equivalent:

E1 Si sumem o restem als dos membres d'una equacié el mateix nombre, obtenim una equacié

equivalent.

E2 Si multipliquem o dividim els dos membres d’una equacié per un nombre diferent de zero, obtenim

una equacié equivalent.

E3 Si s’eleven els dos membres d'una equacié al quadrat, s'obté una nova equacié que té almenys

les solucions de I'equacid inicial. En general, la nova equacié no és equivalent a la inicial ja que
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pot tenir solucions que no sén solucions de I'equacié inicial. Per tant formalment E3 no es pot

considerar una transformacié elemental.

Usant les transformacions elementals, tota equacié polinomica es pot transformar en una equacié

equivalent de la forma:

A" + ap 12" P+t az+ag =0 a; € Rperatoti=0,1,...,n.

5.2 Equacions polinomiques de grau 1

La forma general d'una equacié polinomica de grau 1 és
ar = b, a,beR, a#0, (5.2.2)

llavors la soluci6 de I'equacié és: x = b/a (per obtenir-la hem dividit els dos membres de I'equacié per

a).

Si I'equacié que volem resoldre no ve donada en la forma general llavors haurem d’aplicar les transfor-
macions elementals necessaries per tal d'obtenir una equacié en la forma general que sigui equivalent

a la inicial.

Exemple 5.2.1 a) 32+5=0 =5 ™ Solucis: 2 = —5/3

(*1) Restem 5 als dos membres de I'equacié.

(*2) Dividim els dos membres de I'equacié per 3.

*1 *2
b) 3(x —1) =5z +2 Y 3xr —3=>5x+2 3 3r—3+3-5br=5xr+2+3—-5x

*3 *4
G oe=s U solucis: w = —5/2

*

(*1) Efectuem el producte 3(z — 1).
(*2) Sumem 3 i restem 5z als dos membres de |'equacié.
(*3) Simplifiqguem els dos membres de |'equacié.

(*4

*

)
)
)
) Dividim els dos membres de I'equacié per —2

r+1 -3 r+3 1) (x+1)+2@—-3) 20-2(x+3)

D e 1

*

*2 3
E—+) (x+1)+2(x—3)=20—-2(z+3) £—+) r+1+2x—-6=20—22—-6
--» r+2xr+2xr=20—-6—-14+6 --» bHr=19 --»  Solucié: x =19/5
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(*1) Trobem el minim comd miltiple dels denominadors de tota I'equacid, mem (4,2, 1) = 4, i sumem
les fraccions que apareixen als dos membres de I'equacié prenent com a denominador comu el
minim comd mdltiple dels denominadors.

(*2) Multipliqguem tota I'equacié per 4.

(*3) Apliquem transformacions elementals fins a obtenir una equacié equivalent en la forma general
(5.2.2).

5.3 Equacions polinomiques de grau 2

5.3.1 Equacions polinomiques de grau 2 completes

La forma general d'una equacié polinomica de grau 2 és
az® +bxr +c =0, a,b,c € R, a #0, (5.3.3)
llavors les solucions de |'equacié vindran donades per la férmula:

B —bE+Vb2—-4.a-c

2-a

T

Si I'equacié que volem resoldre no ve donada en la forma general llavors haurem d'aplicar les transfor-
macions elementals necessaries per tal d'obtenir una equacié en la forma general que sigui equivalent
a la inicial.

El nombre i tipus de solucions de (5.3.3) dependra del valor del discriminant A = b?—4-a-c (veugeu
la Taula 5.3.1). Com que en aquest curs d'anivellament no s'estudien els nombres complexos, quan el

discriminant és negatiu direm que |'equacié no té solucié (real).

Discriminant | Nombre i tipus de solucions

A>0 Dues solucions reals diferents

A=0 Una solucié real de multiplicitat’ 2
A <0 Dues solucions complexes conjugades

Taula 5.3.1: Nombre i tipus de solucions de I'equacié ax® + bz + ¢ = 0 depenent dels valors del
discriminant A =b* —4-a-c.

Direm que = = « és una solucié real de multiplicitat 2 de I'equacié az? + bx + ¢ = 0 si la factoritzacié del polinomi
az? +bx+cés (z — a)? (vegeu la Unitat 3).

Exemple 5.3.1 a) 322 +52 -6 =0

—5+./52—4.3-(—6) -5+ 172 —5+07 [T
2-3 - 6 - 6 | 2

Solucié: = =

L'equacié té dues solucions reals diferents.
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b) 22 +4x+4=0

) —4+V42 414 —4+£/16-16 —44+0
Solucié: = = = = - _9
2-1 2 2
L'equacié té una solucié real, x = —2, amb multiplicitat 2.

c) 22 +3V22x+5=0

—3\/§i\/(3\/§)2—4-1-5_—3\/§i 8—20 —3/2+ 2
2-1 B 2 B 2
L'equacié no té solucions reals.

Solucié: z =

*1
d) 3(z+2)(z+3) = (6x +3)(x +5) — 40z X 3(x? + 3z + 27 + 6) = 622 + 30z + 3z + 15 — 40z

*2
£—+) 322 + 92 + 62 + 18 — (622 +30x + 3x + 15— 40x) =0  --» —322+222+3=0

(*1) Efectuem les operacions dels dos membres de I'equacié.

(*2) Apliquem transformacions elementals fins a obtenir una equaci6 equivalent en la forma general
(5.3.3).

Solucié: = =

—22+,/222 -4 (=3)-3 224484136 —22+/520

2. (—3) B —6 6
0 —2242V/130  11¥V130 | U=
- _6 - 3 ) 11+/130
3

L'equacié té dues solucions reals diferents.

5.3.2 Equacions polinomiques de grau 2 incompletes

Cas b= 0]: La resolucié d'una equacié de la forma az? 4 ¢ = 0 es pot fer de la segiient manera:

ar’ +c=0 -5 ar’=-c -5 2P=-—— 5 z=d44/-

(*1) Restem c als dos membres de I'equacid.
(*2) Dividim els dos membres de |'equacié per a.

(*3) Els valors de z tals que 2> = aoamb o > 0 sén » = /a i z = —/a.

Exemple 5.3.2
a) 222 —4=0 - 222=4 - 22=2 -  Solucié: x = +v/2.

b) 222 +4=0 --» 222=-4 - 22=-2 --»  Solucié: = = £/-2.

L'equacidé no té arrels reals.
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Cas ¢ = 0|: La resolucié d'una equacié de la forma az? + bx = 0 es pot fer de la segiient manera:

az® +br =0 2 z(ax +b) =0 2 (*3)
ar+b=0 --> z=-b/a.

(*1) Traiem una x factor comd.
(*2) Tenim el producte de dos nombres igual a zero, llavors o un és zero o I'altre és zero.

(*3) Resolem I'equacié az + b = 0.

Les solucions de I'equacié sén z =0 i z = b/a.

z =0,

2 _ . _ —5) = -
Exemple 5.3.3 72 -5x=0 > x(Tx—5)=0 > Te—5=0 --» z=5/T.

Les solucions de I'equacié sén x =0 iz = 5/7.

5.4 Equacions polinomiques de grau superior

La forma general d'una equacié polinomica de grau n és
an"” + ap 12" P4 ar+ag=0 a; E Rperatoti=0,1,...,n, (5.4.4)

amb a,, # 0.

Es coneixen férmules per a resoldre les equacions polinomiques de grau 3 i de grau 4 pero com que
son bastant complexes no les veurem. No hi ha cap férmula general per a resoldre analiticament una
equacié qualsevol de grau més gran que 4. No obstant, en alguns casos particulars en sabrem trobar

les solucions.

5.4.1 Resolucié d’equacions polinomiques de grau superior amb solucions
enteres i racionals

Observeu que les solucions de (5.4.4) sén les arrels del polinomi P(x) = a,2" + ap_12™ ' + -+ +
a1 + ag. Aixi, podem trobar les solucions enteres i racionals d'una equacié polinomica a partir de la
factoritzacié del polinomi (vegeu la Unitat 3). Primer amb I'ajuda de la Regla de Ruffini factoritzarem
el polinomi i trobem les solucions enteres i/o racionals amb la multiplicitat corresponent. Després

trobem la resta de les solucions.

Curs d'Anivellament de Matematiques 8
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*1
Exemple 5.4.1 a) 2® +42°+2-6=0 ) (x—=1)(x+3)(x+2)=0
(*2 r—1=0 --» Solucié: z=1
-5 r+3=0 --» Solucié: v = -3
r+2=0 --» Solucié: v = -2

(*1) Factoritzem el polinomi 2% + 422 + 2 — 6
2} dr? +r—6=(z—1)(x+3)(x+2).

(*2) El producte dels tres factors sera igual a zero sempre i quan un d’ells sigui zero.

Les solucions de I'equacié sén: z =1, x=-3iz=—-2.
1) (*2) z—1=0 -3 Solucié: z =1
b) 23*—~1=0 --3% (z—1)(2*+z+1)=0 --> (*3)
24+r+1=0 --» No té solucié real

(*1) Factoritzem el polinomi: 2% —1=(x —1)(z?2 + 2+ 1)
(*2) lgualem a zero cadascun dels factors.
(*3) Resolem I'equacié 2% + x + 1 = 0 a partir de la férmula de resolucié d'equacions de segon grau

xiflj:\/lféliflj:\/f?)
a 2 a 2

No té solucié real

La solucid real de I'equacidé és: x = 1.

1) (*2) zr—1=0 -3 Solucié: z =1
c) ¥—2?-224+2=0 --» (2-1)(2*-2)=0 --» (*3)
22 -2=0 -3 Solucié: =z = +/2

(*1) Factoritzem el polinomi: 2% —2? —2x +2 = (z — 1)(2? — 2)
(*2) lgualem cadascun dels factors a zero

(*3) Resolem I'equacié 22 — 2 = 0 com a I'Exemple 5.3.2
=2 -5 =42

Les solucions de l'equacié sén: z =1, 2 =2 iz =—V2.

1
d) 26 — 225 4 22% — 223 + 22 =0 X 2?(r —1)%2(22+1) =0

z2=0 --»  Solucié: x =0 (multiplicitat 2)
E_Qz (x—1)2=0 --»  Solucié: z =1 (multiplicitat 2)
*3
2?2 +1=0 E—g No té solucié real

(*1) Factoritzem el polinomi 26 — 22° 4 22* — 22® + 22. Com que aquest polinomi no té terme
independent primer podem treure 22 factor comi i després factoritzar el polinomi que en resulta.

28 — 2% + 22% — 22% + 2% = 22 (2 — 223 + 227 — 224 1) = 2% (z — 1)} (2® + 1).
(*2) lgualem cadascun dels factors a zero.

(*3) Resolem I'equacié 2 +1 = 0 com a I'Exemple 5.3.2.

22 4+1=0 -—> 2 =-1 -—> r=+v—-1 No té solucid real

Les solucions reals de I'equacié sén x = 0 amb multiplicitat 2 i x = 1 amb multiplicitat 2.

Curs d'Anivellament de Matematiques 9



Universitat de Vic Escola Politécnica Superior

*1 *2
e) ¥34+32%+3z+1 =0 ) (z+1)3 =0 2 z+1=0 --» Solucié: x = —1 (multiplicitat 3)

(*1) Factoritzem el polinomi: 23 + 322 + 3z + 1 = (2 + 1)3.

(*2) lgualem el factor a zero.

La solucié de I'equacié és x = —1 amb multiplicitat 3.

5.4.2 Resolucié d’equacions biquadrades

Una equacié biquadrada és una equacié polinomica de grau 4 de la forma
azt +bx? + ¢ =0, a,b,ce R, a#0. (5.4.5)

Observem que I'equacié (5.4.5) es pot expressar de la forma a (22)° + b (22) 4+ ¢ = 0, llavors fent el

canvi de variable ¢t = 22 obtenim una equacié de grau 2 en la variable ¢t que podem resoldre. Desfent
el canvi obtindrem la solucié en la variable z.

1)

Exemple 5.4.2 a) 2' - 722 +12=0 -5 £-Tt+12=0
g T+A9—48 T4+V1 T+1 {4
——3 — — = —
2 9 2 3

(*3) 2 =4 -3 Solucié: = = +v/4 = +2
2 =3 -3 Solucié: =z = +v/3

Les solucions de I'equacié sén: z =2,z =—-2, 2 =+v3iz=—V3.

*1
b) z* + 422 — 45 =0 = t2 4+ 4t —45=0
(2, _ -4+ VI%6 _ —4=+14 {5
> g g g

2 2 -9

E*_i? 2 =5 -3 Solucié: z = +/5
> =-9 --»  Solucié: x = +v/—9 (No té solucions reals)
Les solucions reals de I'equacié sén =z = V5iz=—5.
4 2 (1) 2
c) z* —4x*+13=0 --» t*—4t+13=0

No té solucions reals

(*2) ' 4+ +/-36
B 2
L'equacié no té solucions reals.

(*1) Fem el canvi t = 22,

(*2) Resolem I'equacié polinomica de grau 2 en la variable t.

(*3) Desfem el canvi.

Curs d'Anivellament de Matematiques 10
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Hi ha altres equacions que no sén exactament biquadrades perdo admeten un tractament semblant.

Exemple 5.4.3 2%+ 623 - 16 =0

Aquesta equacié no és biquadrada pero es pot escriure com una equacié de la forma
(%) +6 (%) — 16 = 0.

Aixi doncs podem fer el canvi t = 22 i procedir de manera semblant a les equacions biquadrades.

P65 —16=0 '3 246t-16=0 ' t:_6i2 100:_6:10:{28

(*3) 3 =2 -3 Solucié: =z = /2
3 =—-8 --»  Solucié: x = /-8 = -2

. . s 7 3 .
Les solucions reals de I'equacié sén: = = v/2i x = —2.
(*1) Fem el canvi t = 23.

(*2) Resolem I'equacié polinomica de grau 2 en la variable .

(*3) Desfem el canvi.

5.5 Resolucié d’equacions irracionals

Una equacid irracional és una equacié en la qual la incognita apareix dins d'una arrel.

Aqui només veurem com resoldre equacions irracionals on I'arrel és una arrel quadrada. Aquestes
equacions es poden transformar en equacions polinomiques mitjancant transformacions del tipus E3

(vegeu la pagina 4).

Exemple 5.5.1 a) Vb—x=vVx+3

— Elevem els dos membres de I'equacié al quadrat per tal de treure les arrels
(Voi—2)’=(Wz+3)° -» S5-—z=12+3

— Resolem ['equacié que obtenim. En general aquesta nova equacié no és equivalent a I'equacié

inicial, perd si que té les solucions de la inicial.

S5—xrx=x-+3 -3 Solucié: z =1

Curs d'Anivellament de Matematiques 11
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— Comprovem que la solucié obtinguda és solucié de I'equacié inicial.

VE—1=vV1+3 --» Vi=+V4

Per tant x = 1 és solucié de I'equacié inicial.

La solucié de I'equacié /5 —x =+x +3 és: z=1.

b) ve+3+zx—-2=1

— Passem I'arrel a una banda de la igualtat i tot el que no té arrel a I'altra
vr+3=1—2+4+2 --3 ve+3=3—=z.

— Elevem els dos membres de I'equacié al quadrat per treure I'arrel i resolem I'equacié obtinguda

(\/x+3)2:(3—x)2 -—» r+3=9—6x+2> - 2°-Tr+6=0
., 7T+v/49 —24 6
-—» Solucié: =z = — = )

— Comprovem que les solucions que hem obtingut sén solucié de I'equacié inicial (per simplificar

els calculs podem prendre I'equacié /x + 3 = 3 — x que és equivalent a I'equacié inicial)

v6+3=3-6 --» 3#-3 --» 1 =06 no és solucié de |'equacid inicial
v1+3=3-1 --» 2=2 --» 1z =1 és solucié de I'equacid inicial

La solucié de I'equacié vz +3+zx—2=1 ész=1.

) V3z+1—-v2r—1-1=0

— Deixem les arrels a una banda de la igualtat i tot el que no té arrel a I'altre

V3z4+1—-vV2r—1-1=0 --» 3zx+1—+V2x—1=1.

— Elevem els dos membres de I'equacié al quadrat

(V3z+1—+v2e—1)" = (1) - (VBe+1)’ —2vBr+1vV2r—1+(V2r—1)=1

- 3r+1-2/Bz+1)2z-1)4+2r—-1=1.

Hem obtingut una equacié semblant a la del cas b).

Curs d'Anivellament de Matematiques 12
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— Resolem I'equacié com a I'apartat b)

32 +1-2/@Bzx+1)2z—1)+22—-1=1

*1
o 32 +142r—1—-1=2/(3z+1)(2z — 1)

-——»  bxr—1=2v622 -z —1

2 a1 (2 622 — z — 1) s 252% — 10z +1=4(622 —z — 1)

3) >
S 22— 6x+5=0 --» Solucié: z =

61\/36—20_614_{5
2 21

(*1) Deixem l'arrel a una banda i passem tot el que no té arrel a I'altre.
(*2) Elevem els dos membres de I'equacié al quadrat.

(*3) Resolem I'equacié de grau 2 que hem obtingut.

— Comprovem que les solucions que hem obtingut sén solucions de |'equacié inicial

V3-541—-+v2-5—-1=1 --» 4—-3=1 --» x=25éssolucié

V3-141—-vV2-1-1=1 --» 2—1=1 --» x =1 és solucié

Les solucions de I'equacié v/3z +1—+12x—1—-1=0 sénx=1ix=>5.

5.6 Resolucié d’equacions racionals

Les equacions racionals sén equacions que contenen fraccions algebriques. Aquest tipus d'equacions
es poden transformar en equacions polinomiques a partir de transformacions del tipus E1 i E2 (vegeu

la pagina 4) i operant amb fraccions algebriques.

2
Exemple 5.6.1 a) 3 +—-=-2
z—1 =z
3 2 (1) 3r42z-1) (*2) o
x—1+x_ 2 > Py P 2 > 3r+2x—-1)=-2z(x—-1)

3) 2 2
-—3 3x+2x—2=-22°+2x --» 22°+3x—2=0

349+ 16 —315_{%

4 4 -2

-3 Solucié: = =

Curs d'Anivellament de Matematiques 13
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(*1) Sumem les fraccions algebriques del membre de la part esquerra de I'equacid.

(*2) Multipliqguem els dos membres de I'equacié per a(z — 1). Aixd només té sentit si & # 0 i
x—1#0 (ésadir, z #1).

(*3) Resolem I'equacié polinomica que hem obtingut.
Falta comprovar que les solucions que hem obtingut sén realment solucié de I'equacié inicial; és a dir,
sén solucions que satisfan les condicions de I'anotacié (*2) o dit d'una altra manera, que no anulen els

denominadors. En aquest cas és aixi.

Les solucions de I'equacié inicial sén x =1/2 i z = —2.
dr—8 5
b -=1
) T —2 + T
4x—8+§:1 ) (4x—8)x+5(x—2):1
r—2 =z z(r —2)
(*2) (*3) 2 2
-+ (-8 +5(rx—-2)=z(r—-2) --+ 4dz*-8rx+br—10=2"—-2zx
1£+/14+120 1411 2
- 322 -2 —-10=0 --»  Solucié: = + = =

(*1) Sumem les fraccions algebriques del membre de la part esquerra de I'equacié.
(*2) Multipliqguem els dos membres de I'equacié per z(x — 2). Aixd només té sentit si z # 0 i x # 2.

(*3) Resolem I'equacié polinomica que obtenim.

La solucié x = 2 anula el denominador, aixi doncs la solucié de |'equacié inicial és = = —5/3.

r+4 x—4 24 1

x—4_:c+4::c2—16 x—4

c)

r+4 x4 24 1 () (z4+4)?2—(z—4)? 24— (z+4)

z—4 z+4 22-16 z-4 ? (x+4)(x—4)  (z+4)(z—4)

- (44— (z—4)2=24—(z+4)

s 2?48+ 16—t +8r—16=24—x—4
--» 17z =20 --»  Solucié: = =20/17
(*1) Sumem les fraccions algebriques del membre de la part esquerra i les del membre de la part dreta
de I'equacié prenent com a denominador comd el minim comd mdltiple dels denominadors de
tota I'equacid.

mem (x — 4,7 + 4,22 — 16) = (v — 4)(x + 4).

(*2) Multipliquem els dos membres de I'equacié per (x + 4)(x — 4). Aixd només té sentit si z # 4 i
x # —4.

(*3) Resolem I'equacié polinomica que obtenim.

Com que la solucié = 20/17 no anul-la cap denominador és solucié de I'equacié inicial.
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5.7 Resolucié d’equacions exponencials i logaritmiques

Una equacié exponencial (equacié logaritmica) és una equacié en la qual la incognita apareix
afectada d'una exponencial (logaritme). En el segiient exemple veurem com resoldre un cert tipus
d'equacions exponencials i logaritmiques. En la resolucié usarem el fet que I'exponencial i el logaritme
sén funcions inverses; és a dir,

log, (a") = x, a8 — g, (5.7.6)

Exemple 5.7.1  a) 23245 = 2v~!

grrts —gr-t (o (2%°15) =log, (2°71) ) seys5=u-1

-3 2r = —6 -3 Solucié: z = —3

(*1) Apliquem el logaritme en base 2 als dos membres de I'equacié. Com que la funcié logaritme es
injectiva (la funcié logaritme s'estudia a la Unitat 8), es pot veure facilment que I'equacié que
obtenim és una equacié equivalent.

(*2) Apliquem la propietat (5.7.6). Observeu que aplicar el logaritme als dos membres de |'equacié
és equivalent a igualar els exponents.

(*3) Resolem I'equacié polinomica obtinguda.

b) 43272 =64

*1 *2
43072 — 64 X log, (4%72) = log, (64) 2 3z — 2 =log, (64) = log, (4°) =3

*3
3 3z =5 --»  Solucié: z=5/3

(*1) Apliquem el logaritme en base 4 als dos membres de I'equacié.
(*2) Apliquem la propietat (5.7.6).

(*3) Resolem I'equacié polinomica obtinguda.

c) 371 4+ 3% 437t =117

371 4 37 4 37t =117 Y §+3$+3%‘-3:117 ) 5+t+3t:117
3) 13 351 4 *5
= FRn A T 4 gr—or=3 2 Solucié: # =3

(*1) Apliquem les propietats de potencies (vegeu la Unitat 1) i escrivim I'equacié en funcié de les
poténcies de 37.

(*2) Fem el canvi de variables t = 3*.

(*3) Resolem I'equacié polinomica que obtenim.
(*4) Desfem el canvi.

(*5) Resolem I'equacié exponencial obtinguda.
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d) 22 —3.27t1 18 =0

*1 *
o2 3,90l 1g—g (2°)2 —3(27-2)4+8=0 -5 t*—-3(t-2)+8=0

(*3) t_6i\/36—32_6i2_{4 (1)

5 2 —6t+8=0 --»

-
2 2 2

2T — 4 = 22 -3 Solucié: z =2

2T — 9 =2l -— Solucié: z =1

(*1) Apliquem les propietats de potencies i escrivim I'equacié en funcié de les poténcies 27.
(*2) Fem el canvi de variables t = 2%,

(*3) Resolem I'equacié polindmica obtinguda.

(*4) Desfem el canvi.

Exemple 5.7.2  a) log;(5z + 2) = logs(3x + 6)

—
~—

*1 *2
logs(5x + 2) = logs(3z 4+ 6)  ——»  3'98s(5v+2) _ 3logs(32+6) 2 se42-32+6
(*3) >
- 2z =4 --»  Solucié: z =2

(*1) Apliquem I'exponencial en base 3 als dos membres de I'equacié. Com que la funcié exponencial
es injectiva I'equacié que obtenim és una equacié equivalent.

(*2) Apliquem la propietat (5.7.6). Observeu que fer I'exponencial als dos membres de I'equacid és
equivalent a igualar els arguments del logaritme.

(*3) Resolem I'equacié polindmica obtinguda.

El logaritme només esta definit per a nombres positius. Aixi doncs ens falta comprovar que per x = 2

I'equacid inicial esta definida (és a dir, no tenim cap logaritme d'un nombre negatiu)
logs(5-2+42) =logs(3-24+6) --» logg(12) = logs(12).

La solucié de I'equacié  logs(5z + 2) = logs(3z +6) ésa =2.

b) logy(bz —4) =4

—
—
~—

S5z —4=2%=16

|
|
2

logy(bw —4) =4 --»  2los(br=4) _ ot
--»  bxr=20 --» Solucié: =4
(*1) Apliquem I'exponencial en base 2 als dos membres de I'equacié.

(*2) Apliquem la propietat (5.7.6).

(*3) Resolem I'equacié polindmica obtinguda.
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Comprovem que per x = 4 |'equacidé inicial esta definida
loge(5-4—4)=4 --» logy(16) = 4.
La solucié de I'equacié logy(5x —4) =4 és z =4.

c) logz =log2+2-log(x — 3)

*

logx =log2+ 2 - log(x — 3) E—g log z = log 2 + log(z — 3)% = log ((w —3)2. 2)

*2 *3 *4

3 qgese — o2 ) (x—3)%-2 Y e 120418
13++/169 — 144 13+5 18 9

-—> 222 —132+18=0 --» Solucié: = = 1 = 1 = {24 2

(*1) Apliquem les propietats dels logaritmes (vegeu la Unitat 1) per tal d'expressar |'equacié com una
equacié del tipus estudiat al cas a).

(*2) Apliquem I'exponencial en base 10 als dos membres de |'equacié.
(*3) Apliquem la propietat (5.7.6).

(*4) Resolem I'equacié polinomica obtinguda.

Comprovem si per x = 9/2 i per z = 2 I'equacid inicial esta definida

9 9 9 3
10g§—log2+2-log(§—3) -— log5_10g2+2-10g(§>.

9
log2 =1log2+2-log(2—3) --» log§:10g2—|—2-log(—1) --> x = 2 no és solucié

La solucié de I'equacié logz =log2+2-log(z —3) és x=9/2.

5.8 Resolucié d’equacions trigonometriques
Una equacié trigonometrica és una equacié en la qual la incognita apareix afectada d’una funcié
trigonometrica.

No hi ha cap metode general per a resoldre equacions trigonomeétriques. Tot i aixi anira bé tenir en

compte el seglient:

e Si en una mateixa equacié hi figuren raons trigonometriques diferents mirarem de reduir-les a
una de sola. Les férmules que ens serveixen per passar d'una rad trigonomeétrica a l'altre sén les

seguents.
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a) cos?x +sinfr =1 --» cos’xr=1—sin*z, sin?x =1— cos’z.
sin COsS ¥ 1 1

b) tanx = , cotanx = — , secxr = , cosecr = — .
CcoS & sin « Ccos & sin x

e Si hi figuren angles diferents primer mirarem d’expressar totes les raons trigonomeétriques en

funcié d'un mateix angle. Les propietats de les raons trigonometriques que necessitarem es
troben a la Unitat 2.

Exemple 5.8.1 En tot I'exemple es donara el resultat en radians.

a) 3cos’zr =2 —sinx

2 (1)

3cos“r =2 —sinx -—3 3(1—sin2x):2—sinx -—» 3-3sin’z=2-sinz
. 9 . (*2) 9
-—3 3sin“z —sinx—1=0 -—3 3t°—t—1=0
1+yT+12 [/
o t= 6 ) l=vir2
6
. 1+ V13 (*4) 0.875075 - - - 4+ 2km
t=snr = ———— -3 T =
(*3) 6 2.266517 - - - + 2km
-
. 1—-+v13 (*5) —0.449214 - - - + 2km
t=snr = ———— -3 T =
6 3.590808 - - - 4+ 2km

(*1) A I'equacié hi figuren sinx i cos® z, aixi el primer que haurem de fer és expressar I'equacié en

funcié d'una sola raé trigonometrica que pot ser sinx o cosx. Sabem que sinz = /1 — cos? x

i cos2z = 1 —sin® z. Per estalviar-nos de treballar amb arrels deixarem I'equacié en funcié de
sin x.

(*2) Fent el canvi t = sinz, obtenim una equacié de grau 2 en la variable ¢ i la resolem.

(*3) Desfem el canvi.

(*4) Hem de trobar tots els valors de z per als quals sinz = 1513,
L'arcsinus i el sinus sén funcions inverses. Llavors x = arcsin (HT V“) = 0.875075..., perd

aquest no sera I'tinic valor de = que satisfa la igualtat.
A partir de les propietats del sinus tenim que sin (o + 2k7) = sina i sin (7 — «) = sina, aixi
doncs, x = arcsin (HT‘/E) +2kriz = (77 — arcsin (HT‘/E)) +2k7 també satisfan la igualtat.

(*5) Usant els arguments de I'anotacié (*4) tenim que els valors de x per als quals sinx = “T?/ﬁ
sén x = arcsin (%ﬁ) +2kmiz= (7T — arcsin (PT@)) + 2km.

b) 4cos(2z) +4sin?x =1 +4sinx

1
4cos(2x) + 4sin®z =1+ 4sinz Yy 4 (cos’ z —sin®z) + 4sin*x = 1 + 4sinz

s deostz=1+4sine 3 4(1—sin’z) =1 +4sinz
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3
--»  4sin’x +4sinz —3=0 --3 42 + 4t —3=0
—44 /16 + 48 1/2

___) = —
8 —3/2
*5 i 1 Y
" ¢~ sing — % E_g . arcsin (2) +12k7r 5 T ?kw
SIS T — arcsin (5) + 2km = % + 2k7
6
t=sinx = —% E—g No té solucié real

(*1) Al'equacié hi figuren raons trigonomeétriques de I'angle = i I'angle 22. Primer expressem totes les

raons trigonometriques en funcié de I'angle 2. Aixd és possible gracies a la propietat cos(2z) =

cos? x — sin? z.

(*2) Tenim una equacié semblant a I'equacié del cas a). La resolem de manera semblant.
Expressem I'equacié en funcié només de sinz (usem que cos?z = 1 — sin® z).

Fem el canvi t = sinx i resolem I'equacié de grau 2 que ens queda.

(*3)

(*4) Desfem el canvi.

(*5) Procedim de manera semblant a I'anotaci6 (*4) del cas a).
(*6)

Per a tot z € R es compleix que sinz € [—1,1]. Aixi doncs, no hi ha cap z € R tal que
sinz = —3/2.

c) 4sin(x—%)cos(x—%) =3

*1 *2
4 sin (:c — %) oS (3: - %) =3 5-3 4sintcost = /3 (——-2 2sin(2t) = V3
in (V3 _
V3 (*3) arcsin ( %5° ) + 2km = § + 2km
s osin(2t) = X2 LS o= /s
2 m — arcsin (73> + 2km = %’r + 2km
T+k *4 T+k
- = ¢ TR E—g xzt—i—E: 5T
g tkm 6 5+ km
(*1) Fem el canvi de variables t = x — & i obtenim una equacié trigonometrica que sabem resoldre.

(*2) Hauriem de deixar I'equacié en funcié d'una sola raé trigonometrica. En aquest cas per fer-ho
tenim dues opcions:

* Sabem que sint = /1 —cos?t (o també cost = /1 —sin®t), per tant substituint a
I'equacié obtenim una equacié irracional en funcié de cost (o també sint) que vindra
donada per

44/1 — cos? tcost = /3 (o també 4sint\/1 —sin®t = /3).

* A partir de les propietats de les raons trigonométriques sabem que sin(2a) = 2sina cos «,
per tant sin «cos o = sin(2«) /2. Llavors podem escriure 'equacié en funcié sin(2t).
La segona opcié és la més facil.
(*3) Procedim de manera semblant a I'anotaci6 (*4) del cas a).

(*4) Desfem el canvi.
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Exercicis d’autoavaluacio

L. Resoleu les segiients equacions polinomiques. En cas de tenir solucions amb multiplicitat
més gran que 1, indiqueu també la seva multiplicitat.
a)5 +3 9z 4 13 b)Bx—2+x—1 14ex —3 2z +1
—r+ - = = —
4 2 6 5 9 15 9
c)4 1 3 5 +8 d):r;—2+3 3x—1+1
5 2 8 6 9 4 2 2 4
e)2(z—1)(z+3)=3(r—-2)(z+1) —4(x —6)
f)3(x+6)+5(2—x) =10 —4(6 + 2x)
g) > +V2y—3=0 h) 202 4+ 72 — 11 = 7(z + 1)
—1)? 1)
N S Y
2 3
k) 2* —22°+1=0 ) z* — 222 —=3=0
m) 2t — 322 —4=0 n) y® -3y +2=0
0)y*+3y3+2=0 p) 23 — Tz +6 =0
q) z*—3x+2=0 r(2r —3)3+8=0
s)at =223 — 32t +4x+4=0 t) at — 22% — 52 +4r 4+ 6 =0
v) 28 — 2t — 922 + 9 =
Solucié
281
=26/15 b) No té solucié = ——
a) x / ) No té solucié o) 333
dz=1 e)z =8, =3 f)x=-7
2 14
i)z =3vV2+ V1T k) 2 = £1(mult.2) )z =4V3
m) z = =42 nNy=1, y=+v2 o)y=—1, y=—v2
1
p)z=1 =2 z=-3 q)z=1(mult2), z=-2 r)x:§

s) x = —1(mult.2), z =2(mult.2)
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t)r=—1, =3, v==+2 V)r==+1, z=+V3

2. } . .
Resoleu les seglients equacions racionals.
a)x+4 r—4 24 b)5x—1 r—3 8
r—4 z+4 22-16 r+2 x—-2 3
1 x+3 2 1
C)x T —2 )( 3—x>(2x+>
2 1
8 12 TSI
15— = 9 f) x- =—
°) 5—r 09—z )@ 1 T
r+1
) x+3 2 2 h)x+1 r  Tr+2
22—2x+1 x—1 2x+1 r—2 x+2 a2-4
Solucié
a) r=3/2 b)x=7/2, v =14 c) No té solucions reals
11 /113
d)x:ZiT e)r =3, ©=23/3 fyz=3
g)x=3, z=-1/3 hyz=0, =3
3.

Resoleu les seglients equacions irracionals.
5
x

A)Vr+1l=a?-1 d) v3z—5+1=2-2

e) Vr+3+vVr+6= s

Solucié
/101 1 1 5
3)1‘21, xr =2 b)x:——— C)ZL‘:—l, x:_+£
2 2 2 2
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4,
Resoleu les seglients equacions exponencials.
a) 34m+1 =9 b) 4m+3 — 421—1
e’
c) 47+ 4 2713 _ 320 = ( d) — = (e¥)?
e
Solucié
a)r=1/4 b) x =4 c)zr=3
d)y=0,y=3
5. . . o
Resoleu les seglients equacions logaritmiques.
a)2lnz —In16=0 b) nz+In3=Inz—In(z — 2)
1
c) Inv2z+4+ §ln(x +1)=1+1n3 d) In(28 — 23) —3In(4 —x) =0
Solucié

2)z =14 b) z = 7/3 Q) r= (-3 +VIBE T )

d)zr=1 =3
Trobeu totes les solucions de les seglients equacions trigonometriques.
a) sinx =1/2 b) cosx =1/2
c) tanz =1 d) 2sin’x — 4 = 5cosx
e) cotan?xr — cosecx = 1 f) cosx =2 —secx
g) 3tanx = 2cosx
Solucié
a)r =7/6+2kw, x =>57/6+ 2k b) x = /3 + 2km, x =5n/3+ 2kn
c) x =w/4+2kn, x =>5n/4+ 2knm dyz =% +2knr, z=%+2kr amb keZ
e) x = 30° + k360°, x =150°+ k360°, x =270°+ k360° amb kecZ
fyx=2kr amb keZ g)x=2L+2kr, x=2242kr amb keZ
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7. ( L, ,
Expresseu y com a funcié de x ens els seglients casos.
1 1
a) =—Inzx bye ¥V —1=ux c)ﬂzx
xy—1 2 T+ y?

2y2 —1/2

d) xz = (1——2) e)lny=x+4 f) arctany = arctanz + 1
x

g) In (f) —Ilny =

)
Solucié

Tractem les expressions com una equacié on y és la incognita i x és una constant. Resolem

I'equacié respecte y i trobem y(x).

2 1

a) y(w) = zlnz +;

VT Azt

202 — 2
5 x>0

) y(a) -
— 5 z <0

f) y(x) = tan(arctanz + 1)

8. Ailleu de les segiients expressions la variable
paréntesis.
14 Tty
T—y
) 1% +y 1
r—y
k
b) v =4/ — (A% — 22
)=y (A2 —a2)
) i E
c)i=
R+r
a—rL
d) S =
) 1—r
e) A=2nr(r+h)

o les variables que s'indiquen entre
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1 1 1
) — — 4
)R ®R TR (&), (F2)
Rl_ mo
9=, [ (m)
S = RO (- (©). ()
N 4 n? '
) vI2e —1—y=y° (z)
N7 1
) 2\3/§+ = ()
4q
k) $ = ———
) q+p(1—q) @
Jy=c e (x)
m)Iny=—Inz+3 (v)
n) In(z —y) =2Inz —4 (v)
Solucié
k(A% — x?) mv? + kx?
= — = A=+ ——
a)y ;’ b) m " 2 V k
—ir —a
) R=— dr=5-1
e)h_A—Qm’z T_—hwj:\/QWA—FhQWQf P Ry Ry __RR
a 27‘(‘7’2 a 21 _R1+R%' e R— R,
ma R 4fn CR
= h =——— nNn=42/ =——
g) i R ) ¢ (n2—42R'n CR—-4f
R Y N N L
o= +2y" +y +1) Ny S 1)
. pS _ 1 2
k)q_p73_5+1 ) x =1In 2(yi\/y +4>)
3
m)y:; n)y=—z’e*+ux
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Glossari de termes

Equacions, 4
biquadrades, 10
equivalents, 4
exponencials, 15
irracionals, 11
logaritmiques, 16
polinomiques, 4

degraul, 5

de grau 2, 6

de grau superior, 8
racionals, 13
solucié, 4
transformacions elementals, 4
trigonometriques, 17
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